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  = ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่เชิงความร้อน, m2/s 
  = ความสูงชั้นชิดผวิ, m 
  = สัดส่วนการเคล่ือนตวัของความช้ืน 
Φ  = ปริมาณความช้ืน, % 
λ  = ค่าการน าความร้อน, W/m-ºC 
  = ความหนืดไดนามิก, kg/m-s 
  = ความหนืดไคนีมาติก, m2/s 
  = ค่ามุมในระบบแกนเชิงขั้ว 
  = ความหนาแน่น, kg/m3 
A  = พื้นท่ี, m2 
a  = ความเร็วเสียงในอากาศ, m/s 
c   = ค่าความจุความร้อนจ าเพาะ, kJ/kg-ºC 
D  = ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่, m2/s 
Gr   = Grashof number 
H  = ความสูง, m 
h  = ค่าสัมประสิทธ์ิการพาความร้อน, W/m2-ºC 
k   = ค่าสัมประสิทธ์ิการน าความร้อนของวตัถุ, W/m-ºC 
L  = ความยาว, m 
M  = ปริมาณความช้ืน, % 
Ma   = Mach number 
Nu   = Nusselt number 
P, p  = ความดนั, N/m2 
Pr   = Prandtl number 
Q  = พลงังานความร้อน, J 
q  = อตัราการถ่ายเทความร้อน, W 
RH  = ความช้ืนสัมพทัธ์อากาศ, %

 



ฒ 

ค ำอธิบำยสัญลกัษ์และค ำย่อ (ต่อ) 

r  = ค่ารัศมี, m 
Re  = Reynolds number 
S  = มวลแหง้, kg 
Sc  = Schmidt number 
T  = อุณหภูมิ, ºC 
t  = เวลา, s 
U, u, V, v = ความเร็ว, m/s 
V  = ปริมาตร, m3 
W, w  = มวลความช้ืน, kg 
x, y, z  = ต าแหน่งในระบบคาร์ทีเซียน, m 
y+  = ตวัแปรไร้มิติของระยะห่างชั้นชิดผวิ 
 

 



บทที ่1 
บทน ำ 

1.1  ควำมส ำคญัและทีม่ำของปัญหำกำรวจิัย 
  ขา้วเป็นผลผลิตทางการเกษตรท่ีส าคญัของประเทศไทย การเก็บเก่ียวขา้วตอ้งกระท าในช่วง
ท่ีข้าวมีความช้ืนสูงพอสมควรเพื่อลดอตัราการร่วงหล่นของเมล็ดข้าว ท าให้ข้าวเปลือกท่ีได้มี
ความช้ืนค่อนขา้งสูง จึงจ าเป็นตอ้งท าการลดความช้ืนขา้วเปลือกเพื่อเป็นการถนอมรักษามิให้เกิด
การเสียหายเน่ืองจากจุลินทรีย ์การอบแห้งเป็นกระบวนการหน่ึงท่ีนิยมใชส้ าหรับการลดความช้ืน
ขา้วเปลือก การอบแห้งท่ีดียงัท าให้ไดคุ้ณภาพขา้วสารภายหลงัการขดัสีท่ีดีอีกดว้ย ส่วนการอบแหง้
ท่ีไม่เหมาะสมอาจท าให้ขา้วสารท่ีไดมี้การแตกหักมาก มีสีหมองคล ้ า และธาตุอาหารยงัอาจเส่ือม
สลายไดอี้กดว้ย 
  วิธีการอบแห้งท่ีเป็นท่ีนิยมมากท่ีสุดในอุตสาหกรรมคือการใช้ระบบการเป่าอากาศร้อน 
(Heated, forced air drying) มีหลกัการท างานคือ ใชพ้ดัลมเป่าอากาศผา่นระบบให้ความร้อนเพื่อท า
ให้อากาศร้อนข้ึนถึงประมาณ 100-150ºC จากนั้นเป่าอากาศร้อนให้ไหลผ่านขา้วเปลือกเพื่อให้ดูด
ซับความช้ืนออกจากเมล็ดขา้วเปลือก ความร้อนท าหน้าท่ีสองอย่างพร้อมกนัคือช่วยลดความช้ืน
สัมพทัธ์ของอากาศ และเพิ่มสัมประสิทธ์ิการแพร่ความช้ืนของเมล็ดข้าว นับเป็นวิธีการท่ีช่วย
ประหยดัเวลาและสามารถควบคุมคุณภาพของขา้วเปลือกได้เป็นอย่างดี เคร่ืองอบแห้งแบบเป่า
อากาศร้อนมีหลายชนิด เช่น เคร่ืองอบแห้งแบบไหลขวางทาง (Cross flow) เคร่ืองอบแห้งแบบ       
ถงัพกั (Bin type) เคร่ืองอบแหง้แบบเมล็ดไหลคลุกเคลา้หรือแบบ LSU (Louisiana State University) 
(Taggart, 1947) เคร่ืองอบแห้งแบบฟลูอิไดซ์เบด (Fluidized bed) เคร่ืองอบแห้งแบบพวยพุ่ง 
(Spouted bed) และเคร่ืองอบแหง้แบบหล่นอิสระลมไหลสวนทาง (Free fall, opposed flow) เป็นตน้
  ในกระบวนการลดความช้ืนนั้นมีองค์ประกอบหลายอย่างท่ีจ าเป็นตอ้งอาศยัความรู้และ           
ความเขา้ใจท่ีถูกตอ้ง เพื่อให้การลดความช้ืนเป็นไปอยา่งประหยดั รวดเร็ว และไม่เกิดความเสียหาย
ต่อเมล็ดขา้วเป็นส าคญั จึงจ าเป็นอย่างยิ่งท่ีตอ้งมีการศึกษาวิจยัเก่ียวกบักระบวนการลดความช้ืน   
ของเมล็ดขา้วอยา่งลึกซ้ึงรวมไปถึงมีการท าการทดลองจนไดข้อ้มูลท่ีชดัเจน เพื่อเป็นประโยชน์ต่อ
การออกแบบและการใชง้านไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพ 
  งานวิจยัน้ีเป็นการวิจยักระบวนการอบแห้งเมล็ดขา้วเปลือกดว้ยการเป่าอากาศร้อนแบบลม
ไหลสวนทาง ซ่ึงเป็นระบบอบแหง้ท่ีคิดคน้โดย ทวชิ จิตรสมบูรณ์ (กรมทรัพยสิ์นทางปัญญา, 2550) 
วิธีการหลกัท่ีจะใช้ในการวิจยัคือกรรมวิธีเชิงตวัเลข (Numerical method) โดยจะพิจารณาเมล็ด
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ขา้วเปลือกช้ืนหน่ึงเมล็ดท่ีอยูภ่ายใตส้ภาวะการไหลของอากาศร้อนเพื่อศึกษาถึงการถ่ายเทความร้อน
และความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือก พร้อมทั้งวิเคราะห์การแตกร้าวของเมล็ดขา้วอนัเน่ืองมาจากผล
ของความแตกต่างกนัของอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ด ซ่ึงจะมีผลโดยตรงต่อคุณภาพของเมล็ด
ขา้วภายหลงัท่ีผา่นกระบวนการขดัสี  
  ความยุ่งยากและซับซ้อนของปัญหาในการศึกษาน้ีจะประกอบด้วยสองส่วนหลัก คือ 
พฤติกรรมการไหลของอากาศและการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนพร้อมกนัไป สสารท่ีเก่ียวขอ้งมี
หลายส่วนคือ อากาศ ของแข็ง (เมล็ดขา้วเปลือก) ไอน ้ า ความร้อน และความเร็วอากาศ ขั้นตอน    
ของกระบวนการคือน ้ าจะแพร่จากเน้ือเมล็ดด้านในผ่านชั้ นร าและเปลือกข้าวออกมาย ังผิว         
เปลือกขา้ว พร้อมกนันั้นความร้อนจากอากาศจะถูกน าผ่านผิวเปลือกขา้วเขา้ไปยงัเน้ือเมล็ดขา้ว     
การให้ความร้อนแก่ทั้งเมล็ดขา้วและน ้ า ท าให้ค่าคุณสมบติัการถ่ายเท (Transport properties) ของ
เมล็ดขา้วเปล่ียนไป ส าหรับน ้ าท่ีแพร่ออกมายงัผิวดา้นนอกจะเกิดการระเหยเป็นไอน ้ า โดยดูดซับ
ความร้อนแฝงจากอากาศร้อน จากนั้นก็จะแพร่และพาออกไปดว้ยกระแสอากาศท่ีป่ันป่วน 
  ผลเฉลยเชิงตวัเลขท่ีไดจ้ะเป็นการกระจายของความช้ืนและอุณหภูมิในเมล็ดขา้วท่ีต าแหน่ง
และช่วงเวลาต่าง ๆ ท าใหส้ามารถน ามาวเิคราะห์หาประเด็นทางวศิวกรรมศาสตร์และดา้นอาหารได ้ 
เช่น ศึกษาประเด็นของการแตกร้าวอนัเน่ืองจากการอบแห้งแบบท่ีมีเกรเดียนต์ของความช้ืนมาก
เกินไป ประเด็นของการเปล่ียนจากสภาพนุ่มคล้ายยาง (Rubbery state) ไปเป็นของแข็งเปราะ     
คล้ายแก้ว (Glassy state) หรือกลับกัน  อันเน่ืองจากอุณหภูมิ Tg (Glass transition temperature)         
ซ่ึงท าให้เกิดไดท้ั้งผลดีและผลเสียต่อการอบแห้ง รวมทั้งประเด็นของความรวดเร็วในการอบแห้ง 
เท่าท่ีผูว้ิจยัทราบ ยงัไม่มีการวิจยัแบบน้ีมาก่อน งานวิจยัน้ีจึงถือไดว้า่เป็นการน าทางส าหรับการวจิยั
ในขั้นสูงข้ึนต่อไป 

1.2  วตัถุประสงค์กำรวจิัย 
  1.2.1 เพื่อศึกษาการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือกภายใตส้ภาวะ   
การไหลของอากาศร้อนโดยวิธีการค านวณเชิงตัวเลข  โดยการค านวณแบบพร้อมกันไป 
(Simultaneous) 
  1.2.2 เพื่อวิเคราะห์หาแนวทางในการอบแห้งขา้วเปลือกให้รวดเร็วข้ึนในขณะท่ีเกิด    
การแตกหกันอ้ยลง 

1.3  ขอบเขตของกำรวจิัย  
  งานวิจยัวิทยานิพนธ์น้ีจะเป็นการศึกษาอตัราการถ่ายเทความร้อนและมวลความช้ืนของ
เมล็ดขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ดท่ีอยูภ่ายใตก้ระแสการไหลของอากาศร้อน โดยเป็นการ านวณแบบพร้อม
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กนั การหาค าตอบของปัญหาน้ีจะเป็นการหาค าตอบโดยระเบียบวธีิเชิงตวัเลข (Numerical approach) 
และเลือกใชร้ะเบียบวิธีปริมาตรจ ากดั (Finite volume method) โดยอาศยัโปรแกรมส าเร็จรูปช่วยใน
การแก้สมการควบคุมการไหลโดยใช้โปรแกรม ANSYS CFX (Computational fluid dynamics 
software program solutions) สมการท่ีใช้ในการค านวณประกอบดว้ยสมการอนุรักษ์มวล อนุรักษ์
โมเมนตมั อนุรักษพ์ลงังาน และอนุรักษ์ความช้ืน โดยสมมติวา่ความช้ืนในเมล็ดขา้วอยูใ่นสถานะ
ของเหลว ซ่ึงเกิดจากการระเหยไปเป็นไอท่ีผิวเมล็ดขา้ว ซ่ึงท าให้เกิดการแพร่และการพาความช้ืน
ออกไปโดยกระแสอากาศในท่ีสุด ส าหรับการจ าลองภายในเมล็ดข้าวจะประกอบด้วยเน้ือขา้ว        
ชั้นร าขา้ว และชั้นเปลือกขา้ว ปัจจยัการวิจยัจะท าการปรับค่าปัจจยัต่าง ๆ ดงัน้ี ความเร็วอากาศ 
อุณหภูมิอากาศ ความช้ืนสัมพทัธ์อากาศ ความช้ืนเร่ิมตน้เมล็ดขา้ว การวางตวัของเมล็ดขา้วเปลือก   
ท่ีท ามุมต่อการไหล ในส่วนของแบบจ าลองความป่ันป่วนนั้นจะเป็นการใชร้ะบบสองสมการ (k-) 
แลว้เปรียบเทียบกนัเพื่อหาระบบท่ีใหค้วามแม่นย  าสูงสุดเม่ือเทียบกบัผลการทดลอง 

1.4  ประโยชน์ทีค่ำดว่ำจะได้รับ 
  1.4.1 ไดก้รรมวิธีจ  าลองการไหลในการอบแห้งขา้วเปลือกท่ีแม่นย  า ท าให้ลดเวลาและ
ค่าใชจ่้ายในการวจิยั เพราะลดจ านวนการทดลองลง 
  1.4.2 ไดข้อ้มูลและแนวทางในการลดการใชพ้ลงังานในการอบแหง้ 
  1.4.3 ไดข้อ้มูลและแนวทางในการลดเวลาการอบแหง้ 
  1.4.4 ไดข้อ้มูลและแนวทางในการลดการแตกร้าวของเมล็ดขา้วอนัเน่ืองจากการอบแหง้ 

  อน่ึงคณะกรรมการสอบวิทยานิพนธ์ได้เสนอให้เพิ่มข้อมูลการวิจัยเพิ่มเติม เพื่อให้
ครอบคลุมการท างานวจิยัอ่ืน จึงไดแ้นบเอกสารดงักล่าวไวเ้ป็นภาคผนวกท่ีดา้นหลงัวทิยานิพนธ์ คือ 
  ภาคผนวก ก.  การวิเคราะห์การดูดซบัพลงังานแสงอาทิตยข์องตน้ไมเ้พื่อประยุกตใ์ชใ้น
     งานวศิวกรรม 
  ภาคผนวก ข. การแสดงการไหลผา่นปีกอากาศดว้ยกรรมวธีิการส่งคงแบบ 
  ภาคผนวก ค. โปรแกรมคอมพิวเตอร์ส าหรับการค านวณ 

1.5  รำยกำรอ้ำงองิ 
กรมทรัพย์สินทางปัญญา, สิทธิบตัรการประดิษฐ์ช่ือ “เคร่ืองอบแห้งแบบการไหลสวนทางใน

แนวด่ิง”, เลขท่ีสิทธิบตัร 22985, ออกเม่ือ 27 ธนัวาคม 2550. 
Taggart, W.G. (1947) .  Rice drying and storage in Louisiana LSU: Agricultural Experiment 

Station Reports [On-line]. Available: http://digitalcommons.lsu.edu/apexp/581 

 



4บทที ่2 
ปริทัศน์วรรณกรรมและงานวจิยัที่เกีย่วข้อง 

2.1  ปริทศัน์วรรณกรรมและงานวจิัยทีเ่กีย่วข้อง 
  งานวชิาการและงานวิจยัทางดา้นเทคโนโลยกีารอบแหง้นั้น มีการศึกษาวจิยัทั้งภายในประเทศ
และต่างประเทศ ตวัอย่างบางส่วนของงานวิจยัเหล่าน้ี ได้แก่ สมชาติ โสภณรณฤทธ์ิ (2538) ได้
น าเสนอเทคนิคในการอบแห้งเมล็ดขา้วเปลือกโดยเฉพาะส าหรับประเทศไทย ไดแ้ก่ การอบแห้ง
ขา้วเปลือกภายในฉางเก็บรักษาโดยใชท้่อลมหรือพดัลมเป่าอากาศแวดลอ้มเขา้ไปในกองเมล็ดพืช 
และการอบแห้งข้าวเปลือกด้วยเทคนิคแบบฟลูอิดไดซ์เบด (Fluidized bed) ซ่ึงเป็นเคร่ืองอบ           
ลดความช้ืนข้าวเปลือกท่ีมีขนาดเล็กถึงขนาดกลาง มีผลเปรียบเทียบกับเคร่ืองอบแห้งท่ีใช้               
ลมร้อนโดยทัว่ไปพบว่ามีความส้ินเปลืองพลงังานเช้ือเพลิงและไฟฟ้าต ่ากว่า งานวิจยัของ อดิเทพ 
ทวีรัตนพาณิชย,์ สมชาติ โสภณรณฤทธ์ิ, สมบูรณ์ เวชกามา, งามช่ืน คงเสรี และสุนนัทา วงศปิ์ยชน 
(2541) ไดส้รุปขอ้ดีซ่ึงอา้งอิงจากการทดลองวา่ เทคนิคน้ีสามารถกระจายความร้อนของขา้วเปลือก
ภายหลงักระบวนการอบแห้งให้มีความสม ่าเสมอ มีอตัราการลดความช้ืนสูงกวา่แบบอ่ืนจึงใชเ้วลา
น้อยกว่าและยงัสามารถเพิ่มเปอร์เซ็นต์ขา้วเต็มเมล็ดได ้โดยท่ีคุณภาพของขา้วเปลือกโดยรวมอยู่   
ในระดบัท่ียอบรับได้ ทวิช จิตรสมบูรณ์ และรุ่ง แกล้วกล้า (2541) ได้น าเสนอตวัแปรไร้มิติเพื่อ      
การน าเสนอขอ้มูลการทดลองและการออกแบบเคร่ืองอบแห้งอาหาร ตวัแปรแต่ละตวัได้มาจาก     
การยุบรวมตวัแปรไร้มิติเขา้ดว้ยกนัเพื่อท าให้จ  านวนตวัแปรลดลงเหลือเพียง 3 ตวัแปรหลกัท่ีช่วย  
ลดงานในการทดลองและยงัให้ความหมายเชิงวิศวกรรมศาสตร์  เพื่อการวิเคราะห์ผลท่ีได้จาก       
การทดลอง โดยไดท้  าการทดลองวดัค่าจริงจากเคร่ืองอบแห้งอาหารสัตวเ์พื่อยืนยนัวา่ตวัแปรไร้มิติ  
ท่ีสร้างข้ึนสามารถสร้างความเสมือน (Similarity) ของขอ้มูลไดดี้พอสมควร 
  ส าหรับงานวิจยัโดยอาศยัทฤษฎีเป็นหลกัมีงานของ Luikov (1966) ไดน้ าเสนอชุดสมการ
หลกัส าหรับการอบแหง้เมล็ดขา้วท่ีเป็นการเก่ียวพนักนัของการถ่ายเทความร้อนและความช้ืน ต่อมา
นักวิจยัหลายท่านได้ประยุกต์ชุดสมการน้ีมาใช้ส าหรับท านายการอบแห้งเมล็ดพืช เช่น Husain, 
Chen, and Clayton (1973) น าเสนอแบบจ าลองของการถ่ายเทความร้อนและมวลโดยอาศยัพื้นฐาน
สมการของ Luikov ท านายผลการอบแห้งข้าวเปลือก  ซ่ึงได้ผลสอดคล้องเป็นอย่างดีกับข้อมูล       
การทดลอง ต่อมาไดมี้ความนิยมใช้ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข (Numerical approach) ซ่ึงไดแ้ก่ ระเบียบ
วิธีช้ินประกอบจ ากดั (Finite element method) ระเบียบวิธีปริมาตรจ ากดั (Finite volume method) 
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และระเบียบวิธีผลต่างจ ากัด (Finite difference method) มาช่วยในการหาผลเฉลยของปัญหา      
(Tang and Sokhansanj, 1994)  รวมทั้ งน าผลท่ีได้ไปเปรียบเทียบกับการทดลอง  เพื่อยืนย ัน             
ความถูกตอ้งของค าตอบ 
  จากงานวิจยัของ Sarker, Kunze, and Strouboulis (1994, 1996) ท่ีศึกษาพฤติกรรมการลด
ความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือก โดยอาศยักระบวนการแพร่ของมวลความช้ืนภายในเมล็ดขา้วจาก    
กฎการแพร่ของฟิก (Fick’s law of diffusion) และท าการหาค าตอบดว้ยกรรมวิธีช้ินประกอบจ ากดั 
โดยสามารถแสดงค่าการเปล่ียนแปลงปริมาณความช้ืนท่ีจุดต่อภายในเมล็ดและน ามาหาค่าเฉล่ีย
ความช้ืนสะสม ค่าสภาพแพร่ (Diffusivity) ในส่วนต่าง ๆ ของเมล็ดขา้วไดแ้ก่ ส่วนเน้ือขา้ว ส่วน    
ร าขา้ว และส่วนเปลือกขา้ว จะถูกหาค่าข้ึนมาก่อนโดยอาศยัขอ้มูลจากการทดลอง สุดทา้ยเม่ือน า   
ผลการทดลองและผลจากการค านวณมาเปรียบเทียบกนัพบว่ามีความสอดคล้องกนัค่อนข้างสูง                 
ผลการศึกษายงัช้ีให้เห็นว่าค่าการเปล่ียนแปลงเกรเดียนต์ของความช้ืน (Moisture gradient) มีค่าสูง
ในทางแกนยาวบริเวณตอนกลางของเมล็ด มีงานวิจัยหลายช้ินจาก Arkansas Agricultural 
Experiment Station, Rice Research and Extension Center ท่ี ได้ ศึกษา เ ก่ี ยวกับผลกระทบของ           
การเปล่ียนแปลงอุณหภูมิและความช้ืนท่ีมีผลต่อคุณภาพของเมล็ดข้าวเปลือกท่ีอยู่ภายใต้
กระบวนการลดความช้ืนด้วยอากาศร้อน ใช้การค านวณด้วยระเบียบวิธี ช้ินประกอบจ ากัด         
(Yang, Jai, Siebenmorgan, and Cnossen, 2000; Yang, Jai, Siebenmorgan, Howell, and Cnossen, 2000) 
ท่ีจ  าลองมาจากสมการการแพร่และสมการพลงังาน (Energy equation) ส าหรับ 1/4 ส่วนของเมล็ด 
พร้อมทั้งการก าหนดเง่ือนไขขอบส าหรับการพิจารณาในเชิงสองมิติ ระเบียบวิธีน้ียงัใชว้ิเคราะห์หา
การกระจายของความเคน้ (Stress distribution) ภายในเมล็ดท่ีแตกต่างกนั (Jai, Yang, Siebenmorgan, 
Bautista, and Cnossen, 2000) โดยพบว่าภายใต้กระบวน การลดความช้ืนจะเกิดแรงดึง (Tensile 
force) บริเวณผิวและแรงดัน (Compressive force) จะเกิดบริเวณแกนกลางของเมล็ด นอกจากน้ี      
ยงัน าผลท่ีไดม้าวเิคราะห์การเกิดรอยร้าวภายในเมล็ดขา้วพบวา่ ผลท่ีไดส้อดคลอ้งเป็นอยา่งดีกบัผล
ของการใช้กลอ้งจุลทรรศน์บนัทึกภาพความเร็วสูง (Bautista, Siebenmorgan, and Cnossen, 2000; 
Bautista and Siebenmorgan, 2000) ได้มีการศึกษาการเกิดรอยร้าวและการแตกหักท่ีผิวภายใต้
เง่ือนไขของการลดความช้ืนและการท าเปียกซ ้ า (Rewetting) โดย Jia, Sun, and Cao (2000) พฒันา
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์และต่อมา Jia, Yang, Siebenmorgen, and Cnossen (2001) ได้น าไป
พฒันาเป็นโปรแกรมการค านวณทางคอมพิวเตอร์โดยใช้ระเบียบวิธี ช้ินประกอบจ ากัด พร้อม       
การแสดงผลภาพกราฟฟิกของการค านวณผลการอบแห้งเมล็ดข้าวเปลือกหน่ึงเมล็ดรวมถึง
กระบวนการพกั (Tempering) และยงัแสดงผลการกระจายตวัของความเค้นภายในเมล็ดข้าวได้        
อีกด้วย Wu, Yang, and Jia (2004) ใช้ระเบียบวิธีปริมาตรจ ากัดในสองมิติและสามมิติ ค  านวณ       
การถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในเมล็ดข้าวหน่ึงเมล็ด พบว่าการค านวณในสองมิติ                  
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มีความเพียงพอต่อการหาค่าพฤติกรรมท่ีส าคญัท่ีเกิดข้ึนภายในเมล็ดขา้ว เช่น เวลาท่ีเกิดเกรเดียนต์  
ของความช้ืนสูงสุด อย่างไรก็ตามงานวิจยัเหล่าน้ียงัพิจารณาผลท่ีเกิดข้ึนอยู่เฉพาะภายในเมล็ด
ขา้วเปลือกเพียงเท่านั้น ยงัไม่ไดพ้ิจารณากระบวนการไหลของอากาศท่ีใชใ้นการอบแห้งภายนอก
เมล็ดขา้ว ซ่ึงจะเป็นงานวจิยัของวทิยานิพนธ์น้ี  
  ข้อสังเกตประการส าคัญของการศึกษาข้างต้นคือการก าหนดเง่ือนไขค่าสัมประสิทธ์ิ        
การถ่ายเทความร้อนและค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความช้ืนเป็นค่าเดียวตลอดพื้นผิว โดยไม่เปล่ียน
ตามเวลาท่ีเปล่ียนไป ซ่ึงไม่ถูกตอ้งนกัหากพิจารณาการไหลของอากาศผา่นเมล็ดขา้ว Kaya, Aydin, 
and Dincer (2006) ศึกษาการเปล่ียนแปลงค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและค่าสัมประสิทธ์ิ
การถ่ายเทความช้ืนของวสัดุช้ืนรูปส่ีเหล่ียมภายใตก้ารไหลของอากาศร้อนโดยใชโ้ปรแกรมค านวณ
ทาง CFD โดยวิเคราะห์การไหลและอุณหภูมิโดยรอบวสัดุเพื่อหาค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเท        
ความร้อนตลอดพื้นผิวและใช้ความสัมพนัธ์ของชั้นชิดผิวหาค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความช้ืน   
แล้วน าค่าสัมประสิทธ์ิทั้งสองมาใช้เป็นเง่ือนไขขอบส าหรับค านวณค่าการถ่ายเทความร้อนและ
ความช้ืนภายในวสัดุ Chandra Mohan, and Talukdar (2010) น าเสนอกระบวนการท่ีคล้ายคลึงกนั
โดยขยายผลไปในสามมิติ พบวา่การใชค้่าการกระจายตวัของค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทเป็นเง่ือนไข
ในการค านวณให้ค่าการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนภายในวสัดุท่ีสอดคลอ้งและสมจริง
มากข้ึน Robjer Gullman (2010) พฒันาแบบจ าลองการระเหยตวัของความช้ืนส าหรับประยุกต์ใช้  
ในการค านวณการอบแห้งของวสัดุในช่วงการอบแห้งต่าง ๆ โดยอาศยัโปรแกรมการค านวณ        
การไหลแบบส าเร็จรูปศึกษาการไหลตวัของอากาศร้อนผ่านวสัดุช้ืนท่ีมีการถ่ายเทความร้อนและ
ความช้ืนไปพร้อม ๆ กัน งานวิจยัของ Curcio (2010) พฒันาแบบจ าลองในโปรแกรมส าเร็จรูป     
เพื่อใช้อธิบายการปรากฏการณ์การถ่ายเทต่าง ๆ ท่ีเกิดข้ึนในการอบแห้งอาหาร ใช้การพิจารณา    
แบบหลายสถานะ (Multiphase approach) ส าหรับวิเคราะห์ความช้ืนในรูปของเหลวและไอน ้ า 
สมการการถ่ายเทโมเมนตมั ความร้อน และความช้ืนเกิดข้ึนพร้อมกนัโดยการให้ค่าเง่ือนไขขอบ      
ท่ี เหมาะสม โดยไม่มีการก าหนดค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและค่าสัมประสิทธ์ิ                 
การถ่ายเทความช้ืนท่ีผวิสัมผสัของวสัดุเลย ต่อมา Curcio, Aversa, Calabrò, and Iorio (2010) พฒันา
แบบจ าลองเพิ่มเติมเพื่อท านายผลของการหดตัวของอาหารเม่ือสูญเสียความช้ืนไปพร้อมกับ
กระบวนการถ่ายเทอ่ืน ๆ แบบจ าลองท่ีไดช่้วยในการเลือกใชอุ้ปกรณ์ทางอุตสาหกรรมการอบแห้ง
ใหเ้กิดความเหมาะสม 
  จะเห็นได้ว่าการค านวณทางคอมพิวเตอร์ของเทคโนโลยีการอบแห้งเป็นกระบวนการ       
ก่ึงทฤษฎี โดยท่ีข้อมูลท่ีขอบดังเช่นค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและค่าสัมประสิทธ์ิ           
การถ่ายเทความช้ืนเป็นค่าท่ีตอ้ง “ก าหนด” จากสมการปฏิสัมพนัธ์การทดลอง (Correlation equations)         
ความถูกตอ้งและเหมาะสมของสัมประสิทธ์ิเหล่าน้ีจะสูงข้ึนหากหาไดโ้ดยการ “ค านวณ” โดยตรง
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มากกวา่การ“ก าหนด” จุดประสงคห์ลกัของการศึกษาน้ีจึงเพื่อศึกษากระบวนการอบแห้งของเมล็ด
ขา้วเปลือกดว้ยการค านวณเชิงตวัเลข โดยท่ีค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเททุกตวัตอ้งเป็นค่าท่ีค  านวณได้
ไปพร้อมกบัการไหลของอากาศภายนอกและการถ่ายเทภายในเมล็ด เพื่อสามารถน าไปใชไ้ด้อย่าง    
มีความถูกตอ้งสูง จึงมีความจ าเป็นตอ้งท าการศึกษาวิจยัเพื่อเป็นขอ้มูลท่ีจะใชส้ าหรับการปรับปรุง
และพฒันาต่อไป 
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บทที ่3 
การทดสอบแบบจ าลองความป่ันป่วนในการค านวณเชิงตวัเลข  

3.1  บทคดัย่อ 
  เป็นการทดสอบเปรียบเทียบค่าการค านวณดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขกบัค าตอบเชิงทฤษฎี
ของปัญหาการไหลผ่านแผ่นบาง การไหลแบบพาความร้อนอิสระผ่านแผ่นความร้อนในแนวตั้ง     
และการไหลผ่านวตัถุทรงกลม การเปรียบเทียบค่าการค านวณน้ีก็เพื่อท าให้สามารถตัดสินใจ          
การเลือกใชแ้บบจ าลองใหเ้กิดความเหมาะสมกบัปัญหาการไหล 

3.2  บทน า 
  การทดสอบการค านวณทาง CFD เป็นส่ิงส าคญัของโปรแกรมก่อนการน าไปใช้งานจริง 
โดยท าการเปรียบเทียบผลการค านวณทาง CFD กับผลเฉลยในทางทฤษฎีหรือผลข้อมูลจาก           
การทดลองเพื่อทดสอบความถูกตอ้งแม่นย  าของแบบจ าลองการค านวณ ซ่ึงการทดสอบโปรแกรม
เพื่อให้แน่ใจว่าผลลพัธ์ของการค านวณจากแบบจ าลองจะถูกน ามาใชอ้ย่างถูกตอ้ง งานวิจยัส่วนน้ี
มุ่งเนน้ไปท่ีการทดสอบแบบจ าลองความป่ันป่วนจากการค านวณทาง CFD ของโปรแกรม FLUENT 
ซ่ึงนิยมใชส้ าหรับท านายการไหลทาง CFD ในเชิงพาณิชยท่ี์พฒันาข้ึนโดย Fluent, Inc. แบบจ าลอง
ความป่ันป่วนท่ีต้องการจะทดสอบน้ีประกอบด้วยแบบจ าลอง k-ε (Jones and Launder, 1972), 
แบบจ าลอง k-ω (Menter and Esch, 2001) และแบบจ าลอง Spalart-Allmaras (Spalart and Allmaras, 
1992) การตรวจสอบจะมุ่งเน้นไปท่ีการไหลในแบบสองมิติผ่านแผ่นราบ ได้แก่ การไหลแบบ
ราบเรียบ (Laminar flow) ผ่านแผ่นราบ การไหลแบบพาความร้อนอิสระผ่านแผ่นราบแนวตั้ ง        
การไหลแบบป่ันป่วนบนแผน่ราบ และการไหลผา่นวตัถุทรงกลม ในแต่ละผลลพัธ์ของการค านวณ
ทาง CFD ได้เปรียบเทียบกบัผลเฉลยในทางทฤษฎีหรือขอ้มูลจากการทดลอง วตัถุประสงค์ของ
การศึกษาคร้ังน้ีคือเพื่อประเมินความถูกต้องของแบบจ าลองการป่ันป่วนท่ีใช้ในการค านวณ          
ทาง CFD ของโปรแกรม FLUENT ทั้งน้ีในส่วนรายละเอียดทฤษฎีพลศาสตร์ของไหลเชิงค านวณ 
สมการหลักท่ีใช้ในการหาค าตอบ รวมทั้งแบบจ าลองความป่ันป่วนสามารถหารายละเอียดได้        
ในคู่มือเอกสารอา้งอิงโดยทัว่ไป 
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3.3  วธิีด าเนินการวจิัย 
  การทดสอบแบบจ าลองจะเร่ิมต้นจากกรณีการไหลผ่านรูปทรงพื้นฐาน เม่ือขั้นตอน         
การทดสอบสมบูรณ์แล้วก็จะสามารถเพิ่มความซับซ้อนของปัญหาการไหลในกระบวนการ
ตรวจสอบเพิ่มข้ึนได ้กระบวนการทดสอบด าเนินการดงัน้ี 
  -  การไหลในชั้นผวิบาง (Boundary layer) ในยา่นความเร็วต ่า 
  -  การไหลแบบพาความร้อนอิสระ (Free convection flow) ขา้งแผน่ความร้อนในแนวตั้ง 
  -  การไหลในท่อกลม (Duct flow) 
  -  การถ่ายโอนมวลสารดว้ยการพา (Convection mass transfer) 
  -  การไหลผา่นชั้นผวิบางแบบป่ันป่วน (Turbulent boundary layer) 
  -  การไหลผา่นวตัถุทรงกลม (Flow over spheroid) 
 ผลลพัธ์ท่ีไดจ้ากการทดสอบโปรแกรมจะไดเ้สนอเป็นกรณีต่อไป 

3.4  ผลลพัธ์และการอภิปรายผล 
  3.4.1  การไหลในช้ันผวิบางในย่านความเร็วต ่า 
    การไหลน้ีเป็นการไหลในชั้นผิวบางผา่นแผน่ราบ ก าหนดให้ความเร็วตรงทางเขา้
มีค่า Mach number เท่ากบั 0.2 และมีความดนั 101.325 Pa (ความดนับรรยากาศ) มีอุณหภูมิ 308 K 
และความเร็วเข้าเป็นความเร็วท่ีเป็นเอกรูป (Uniform flow) จากข้อมูลข้างต้น สามารถแสดง
คุณสมบติัอ่ืนของไหลไดด้งัน้ี 
   Properties of dry air at standard atmospheric pressure, T = 35ºC 
   ρ = 1.14585 kg/m3  cp = 1.0066 kJ/kg-ºC 

   = 1.888×10–5 kg/m-s  k = 26.74×10–3 W/m-ºC 
   = 1.6485×10–5 m2/s  Pr = 0.711 

   จากนิยามของค่า Mach number 

  Ma = V/a  เม่ือ  = 20.045a T                  (3.1) 

   จะไดค้วามเร็วของอากาศท่ีทางเขา้เป็น 70 m/s 
    เม่ือค านวณค่า Local Reynolds number จะไดเ้ป็น 

  ReL = UL/  = 424628.45 < 3×106  (Laminar boundary layer) 
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   กริดท่ีใช้ในการค านวณเป็นกริดขนาด 51×51 โดยกริดในทางแกน x (ซ่ึงมีขนาด 
10 ซม.) ถูกแบ่งออกในขนาดท่ีเท่ากัน ส่วนกริดในทางแกน y มีความหนาแน่นแตกต่างกนัไป        
โดยกริดมีความหนาแน่นสูงในยา่นใกลแ้ผน่ราบ ทั้งน้ีเพื่อใหส้ามารถแกส้มการไดอ้ยา่งถูกตอ้งมาก
ยิ่งข้ึนในย่านใกล้แผ่นเรียบ ซ่ึงการไหลมีความชันของความเร็วสูงกว่าด้านนอก ในขั้นแรกได้
ประเมินความหนาของชั้นผิวบางโดยจากความยาวของแผ่นราบ L = 0.1 เมตร เพื่อท าการก าหนด
ความสูงของโดเมนท่ีจะใช้ในการค านวณได้อย่างถูกตอ้ง เส้น Shock wave ควรอยู่ภายในโดเมน     
ท่ีใช้ในการค านวณ ซ่ึงจะใช้ประมาณ 5 เท่าของความสูงชั้นชิดผิวท่ีค  านวณไดจ้ากสมการชั้นชิด    
ผิวของ Blasius  (Schlichting, 2004) ท่ีความยาวทางออกของโดเมนเป็นเง่ือนไขในการหาความสูง 
พิจารณาไดจ้าก  5H เม่ือ คือค่าความสูงชั้นชิดผวิและหาไดจ้าก 

  0007673.0
Re

5
=

L

L
  m                  (3.2) 

   จากการค านวณจะได ้ReL = 424,628.45 และ H = 3.8365×10–3 m ขอ้ควรพิจารณา 
เม่ือท าการหาขนาดของอิลิเมนตแ์ลว้ ควรพิจารณาดว้ยวา่ความสูงชั้นชิดผิวท่ีโนดการค านวณแรก
ไม่ควรมีค่านอ้ยกวา่ขนาดความสูงของอิลิเมนต ์( yx  ) 
   ก าหนดให้ความหนาทางแกน y มีขนาดเป็น 5 มิลลิเมตร โดยให้กริดถัดไปมี     
ความหนาเพิ่มข้ึนคร้ังละ 12% จนกระทัง่ไม่สามารถขยายตวัได้อีกต่อไป รูปท่ี 3.1 แสดงรูปกริด
โดเมนท่ีสร้างดว้ยโปรแกรม GAMBIT เวอร์ชนั 2.0.4 

 

รูปท่ี 3.1 กริดส าหรับปัญหาการไหลชั้นผวิบาง 

   ในการค านวณด้วยโปรแกรม FLUENT ด้วยการอ่านไฟล์ (.msh) ท่ีส่งมาจาก
โปรแกรม GAMBIT แลว้นั้น จะมีล าดบัการก าหนดเง่ือนไขเพื่อท าการค านวณโดยไดผ้ลเป็นดงัน้ี 
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รูปท่ี 3.2 เปรียบเทียบรูปแบบของความเร็วท่ีทางออกของการไหลแบบราบเรียบ 

   ค่าค าตอบท่ีได้เม่ือพล็อตเทียบกบัผลเฉลยของ Blasius ดงัรูปท่ี 3.2 จะเห็นได้ว่า       
ค่าค าตอบท่ีไดมี้ค่าแตกต่างกบัค่าเชิงทฤษฎีมากถึง 5.25% ซ่ึงอาจจะเป็นผลเน่ืองมาจากการก าหนด
ปัญหาค่าขอบ เน่ืองจากพบว่าการก าหนด Boundary conditions ตามน้ีให้ผลค าตอบของปัญหาได้
สมจริงท่ีสุด หรืออาจจะเป็นผลมาจากค่าความสูงของขอบดา้นบน จึงไดท้  าการก าหนดค่าความสูง
ของขอบใหมี้ค่าสูงข้ึน ซ่ึงพบวา่ใหผ้ลของค าตอบท่ีดีข้ึนดงัจะแสดงต่อไป 

 

รูปท่ี 3.3 กริดการค านวณกรณีการไหลแบบราบเรียบผา่นแผน่ราบ 
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รูปท่ี 3.4 เวคเตอร์ความเร็วท่ีผวิแผน่เรียบ 

 

รูปท่ี 3.5 เปรียบเทียบรูปแบบความเร็วท่ีทางออกแผน่เรียบของการไหลแบบราบเรียบ 

   สรุปผลการทดสอบพบว่า ค่าท่ีได้เม่ือน ามาเปรียบเทียบค่าค าตอบในเชิงทฤษฎี      
มีความถูกตอ้งสูงข้ึน ซ่ึงเป็นผลมาจากการเปล่ียนโดเมนการไหลให้มีความสูงของขอบบนเพิ่มข้ึน 
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และการก าหนดค่าท่ีขอบแต่ละดา้นโดยเฉพาะการก าหนดค่าขอบดา้นบน พบวา่มีผลต่อค่ากระแส
การไหลท่ีได้เป็นอย่างยิ่ง ค่าความคลาดเคล่ือนส าหรับเส้นกราฟท่ีมีความเบ่ียงเบนต ่าสุดอยู่ท่ี       
1.03 เปอร์เซ็นต์ ซ่ึงลดลงไปมาก อย่างไรก็ตามยงัพบว่าค่าความเร็วท่ีได้บริเวณทางออก ยงัมีค่า
ความเร็วท่ีมีค่าสูงกวา่ค่าความเร็วท่ีทางเขา้อยูบ่า้ง ซ่ึงอาจจะเป็นผลมาจากการก าหนดค่าท่ีขอบ หรือ
ผลอนัเกิดจากการให้มีความหนาแน่นของกริดในปริมาณท่ีต ่าบริเวณผิวของแผ่นเรียบ เน่ืองจาก    
ในการทดสอบน้ีไดท้  าการเพิ่มค่าความสูงของโดเมนโดยไม่ไดป้รับค่าปริมาณกริดเพิ่มข้ึนดว้ย ทั้งน้ี
ผลของกริดบริเวณทางเขา้ก็เป็นส่วนท่ีน่าสนใจเป็นอยา่งยิง่ อยา่งไรก็ตามผูท้ดสอบยงัไม่ไดท้ดสอบ
ผลกระทบของการก าหนดโหนดและการตั้งค่าขอบบริเวณนั้นเลย โดยคาดว่าจะท าการทดสอบ     
เม่ือมีการศึกษาเพิ่มข้ึนไป 
  3.4.2 การไหลแบบพาความร้อนอสิระข้างแผ่นความร้อนในแนวตั้ง 
   พิจารณาการไหลแบบพาความอิสระข้างแผ่นความร้อนในแนวตั้งสูง 10 ซม.          
ท่ีอุณหภูมิคงท่ี 500 K วางอยู่ท่ีอากาศอุณหภูมิ 300 K ความดันบรรยากาศ  แสดงดังรูปท่ี 3.6              
เพื่อค านวณค่าความเร็วและอุณหภูมิในชั้นชิดผิวดา้นบนแผน่และค่าสัมประสิทธ์ิการพาความร้อน  
ท่ีต  าแหน่งตลอดพื้นผวิ ดว้ยสมมติฐานวา่เป็นการไหลแบบราบเรียบ 
 

 
 

รูปท่ี 3.6 การวางตวัของแผน่ความร้อนในแนวตั้ง 
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   การไหลแบบน้ีมีลักษณะพิเศษท่ีแตกต่างไปจากกรณีอ่ืนตรงท่ีการขับเคล่ือน      
ของไหลมีท่ีมาจากแรงลอยตัวอันเป็นผลพวงของแรงโน้มถ่วงของโลก และเป็นการไหลท่ีมี
ความเร็วต ่ามาก แผ่นราบในแนวตั้งมีอุณหภูมิ 500 K ท าให้บรรยากาศโดยรอบซ่ึงในตอนเร่ิมตน้
เป็นอากาศหยุดน่ิง เร่ิมร้อนและลอยตวัสูงข้ึนมีลกัษณะเป็นชั้นผิวบางทั้งของความเร็วและอุณหภูมิ 
การสร้างกริดในกรณีน้ีคลา้ยกบัในกรณีการไหลชั้นผวิบางผา่นแผน่เรียบโดยในขั้นแรกไดป้ระเมิน
หาความหนาของชั้นผวิบางตามความสัมพนัธ์ 

   
1

4
1/4

2

0.952 Pr
3.93 Gr

Pr
x

y

 −+ 
=  

 
  (3.3) 

   จะได้  0.013 จากนั้นสร้างกริดให้หนาประมาณ 5 เท่าของ โดยให้โดเมน      
มีขนาด 10×10 ซม2 ให้มีกริดขนาด 51×51 กริด มีความหนาแน่นบริเวณใกล้ผนังความร้อนแล้ว
ขยายตวั 15% ดงัรูปท่ี 3.7 

 

รูปท่ี 3.7 กริดส าหรับปัญหาการไหลแบบพาความร้อนอิสระขา้งแผน่ความร้อนในแนวตั้ง 
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   โดยการก าหนดค่าเง่ือนไขต่าง ๆ เพื่อใชใ้นการค านวณไดผ้ลดงัน้ี 

 

รูปท่ี 3.8 เส้นระดบัความเร็วท่ีผวิแผน่เรียบ 

 

รูปท่ี 3.9 เวคเตอร์ความเร็วท่ีผวิแผน่เรียบ 
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รูปท่ี 3.10 เส้นระดบัอุณหภูมิท่ีผวิแผน่เรียบ 

   เม่ือน าผลจากการค านวณมาเปรียบเทียบกบัค่าท่ีหาได้จากผลเฉลยของตัวแปร
เสมือน (Similarity solutions) จะไดผ้ลดงัรูปท่ี 3.11 ถึง 3.13 

 

 
รูปท่ี 3.11 เปรียบเทียบรูปเส้ียวของความเร็วท่ีทางออกแผน่เรียบของการไหล 

          แบบพาความร้อนอิสระ 
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รูปท่ี 3.12 เปรียบเทียบรูปแบบของอุณหภูมิท่ีทางออกแผน่เรียบของการไหล 
          แบบพาความร้อนอิสระ 

 

รูปท่ี 3.13 เปรียบเทียบรูปแบบค่า Skin friction ทางทฤษฎีบนแผน่เรียบของการไหล 
        แบบพาความร้อนอิสระ 

   จากรูปข้างต้นได้แสดงค่าของความเร็ว อุณหภูมิ และสัมประสิทธ์ิการถ่ายเท    
ความร้อน โดยน าค่ามาเปรียบเทียบกับค่าทางทฤษฎี ซ่ึงปรากฏว่าได้ค่าท่ีคล้ายกันมากโดยมี      
ความแตกต่างกนับา้ง ซ่ึงไดแ้สดงให้เห็นว่าโปรแกรม FLUENT มีความสามารถท่ีจะแกปั้ญหาได้
อย่างแม่นย  าพอสมควร ข้อแตกต่างเล็กน้อยท่ีเกิดข้ึนเม่ือเปรียบเทียบกบัค่าทางทฤษฎีท่ีอาจจะ
เน่ืองมาจากการก าหนดค่าคุณสมบติัต่าง ๆ การก าหนดเง่ือนไขขอบเพื่อให้เกิดความเหมาะสม     
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และสอดคลอ้งกบัปัญหารวมไปถึงโดเมนท่ีตอ้งการศึกษาลว้นมีผลต่อค าตอบท่ีไดท้ั้งส้ิน ซ่ึงน่าจะ
สามารถแกไ้ขไดไ้ม่ยากนกั ทั้งน้ีโปรแกรม FLUENT ท่ีท  าการทดสอบนั้นเป็นเวอร์ชนั 5.5.14 โดยท่ี
ปัจจุบนัได้พฒันาไปถึงเวอร์ชัน ANNSYS FLUENT ซ่ึงได้เพิ่มความสามารถในการแก้ปัญหา 
รวมทั้งการตั้งเง่ือนไขต่าง ๆ ได้อย่างหลากหลายมากข้ึนไปอีก ทั้งในระดบัสองมิติและสามมิติ       
จึงเห็นควรท่ีจะน ามาศึกษาเพื่อใชแ้กปั้ญหาตามความตอ้งการไดต่้อไป 
  3.4.3 การไหลในท่อกลม 
   จุดประสงค์ของปัญหาน้ีเพื่อทดสอบการไหลแบบราบเรียบในท่อกลมโดย
พิจารณาเป็นการไหลในสองมิติผ่านท่อหน้าตัดกลมรัศมี 0.02647 เมตร ความยาวของท่อ             
9.144 เมตร โดยขอบเขตของปัญหาแสดงดงัรูปท่ี 3.14  

 

รูปท่ี 3.14 ขอบเขตของปัญหาการไหลในท่อ 

   อากาศท่ีมีความหนาแน่น 1.1133 kg/m3 และความหนืด 1.9332×10–5 kg/m-s           
ท่ีความดนับรรยากาศ โดยการก าหนดค่าความดันทางเขา้ (Pinlet) สูงกว่าท่ีจะท าให้เกิดความดัน
แตกต่างเร่ิมตน้ ( iP ) ท่ีค่าต่าง ๆ ในยา่นการไหลแบบราบเรียบ กริดท่ีใชใ้นการค านวณภายในท่อ
แสดงในรูปท่ี 3.15 

 

รูปท่ี 3.15 กริดส าหรับปัญหาการไหลในท่อ 
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 ดว้ยการก าหนดค่าเง่ือนไขต่าง ๆ เพื่อใชใ้นการค านวณไดผ้ลดงัน้ี  

 

รูปท่ี 3.16 เวคเตอร์ความเร็วดา้นทางออก 

 จากรูปท่ี 3.16 แสดงค่าเวคเตอร์ความเร็วท่ีทางออกท่อการไหลท่ีความดนัตกคร่อม
เร่ิมตน้ 0.5 Pa ภายหลงัการค านวณพบวา่ ค่าความดนัสถิตยแ์ละความดนัจลน์ท่ีทางเขา้และทางออก
มีการเปล่ียนแปลง ดงัแสดงในรูปท่ี 3.17 และรูปท่ี 3.18 

 

รูปท่ี 3.17 ความดนัสถิตยต์ามแนวรัศมี 
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รูปท่ี 3.18 ความดนัจลน์ตามแนวรัศมี 

   ทั้งน้ีเพื่อเปรียบเทียบค่ารูปแบบของความเร็วกับทางทฤษฎี Poiseuille's flow ท่ี  
ความดนัตกคร่อมเดียวกนัท่ีเกิดข้ึนภายหลงัการค านวณ แสดงดงัรูปท่ี 3.19 พบวา่ไดค้่าท่ีสอดคลอ้ง
กนัอยา่งดีโดยเฉพาะท่ีค่าความดนัตกคร่อมต ่า ๆ 

 

รูปท่ี 3.19 เปรียบเทียบรูปเส้ียวของความเร็วกบัทางทฤษฎีท่ีความดนัตกคล่อมเดียวกนั 
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  3.4.4 การถ่ายโอนมวลสารด้วยการพา 
    พิจารณาการไหลผ่านแผ่นราบเพื่อเทียบสอบชั้นชิดผิวของความหนาแน่นมวล    
ในยา่นการไหลของอากาศแบบราบเรียบ โดยก าหนดให้แผน่เรียบมีค่าสัดส่วนมวลของ H2O เป็น 1 
มีความกวา้งมากเพื่อพิจารณาในสองมิติ มีรูปแบบของความเร็วของอากาศแบบเอกรูป ณ ทางเขา้       
x = 0 ดว้ยเง่ือนไขของตวัแปรไร้มิติเหล่าน้ี คือ ReL = 6.4×103, Pr = 0.7089, และ Sc = 0.6  
   ดว้ยเง่ือนไขขา้งตน้สามารถก าหนดคุณสมบติัการไหลของอากาศท่ีความเร็ว 0.1 m/s 
ไดด้งัน้ี   
   ρ = 1.1774 kg/m3  cp = 1.0057 kJ/kg-ºC 
      = 1.8462×10–5 kg/m-s  k = 26.24×10–3 W/m-ºC 
      = 1.569×10–5 m2/s    = 0.22160 m2/s 
   ค านวณโดยอาศยัแบบจ าลองการถ่ายเทพนัธุมวล (Species equations) ท่ีความดนั
บรรยากาศ แสดงเส้นสัดส่วนมวลของ H2O ในรูปท่ี 3.20 และแสดงเส้นความหนาแน่นโมลของ 
H2O ในรูปท่ี 3.21 

 

รูปท่ี 3.20 เส้นสัดส่วนมวลของ H2O 
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รูปท่ี 3.21 เส้นความหนาแน่นโมลของ H2O (kmol/m3) 

   เ ม่ือพิจารณารูปเส้ียวความหนาแน่นส าหรับการถ่ายเทมวลของชั้ นชิดผิว            
แบบราบเรียบบนแผน่เรียบเทียบกบัรูปแบบค าตอบของ Blasius แสดงดงัรูปท่ี 3.22 พบวา่ รูปแบบ
ของสัดส่วนโมล(Mole fraction) และความหนาแน่นโมล (Molar concentration) ให้ผลสอดคล้อง
กวา่ค่าสัดส่วนมวลของ H2O 

 

รูปท่ี 3.22 รูปเส้ียวความเขม้ขน้ส าหรับการถ่ายเทมวลในชั้นชิดผวิแบบราบเรียบบนแผน่ราบ 

 



25 

  3.4.5 การไหลผ่านช้ันผวิบางแบบป่ันป่วน 
   การทดสอบความถูกต้องน้ีกระท าโดยเปรียบเทียบค่าความเสียดทานของผิว     
(Skin friction) และขอ้มูล Law-of-the-wall ของแบบจ าลองความป่ันป่วนใน FLUENT โดยมุ่งเน้น
ไปท่ีความสามารถขั้นพื้นฐานของแต่ละแบบจ าลองการป่ันป่วนเพื่อแกปั้ญหาการไหลแบบป่ันป่วน
ของชั้นชิดผิวอยา่งง่าย การทดสอบแต่ละกรณีประกอบไปดว้ย การศึกษาการลู่เขา้ของการค านวณ, 
การศึกษากริดท่ีเหมาะสม, การเปรียบเทียบผลลพัธ์ของ CFD กบัขอ้มูลทางทฤษฎี/ขอ้มูลการทดลอง 
และการใชง้านแบบจ าลองความป่ันป่วนในหลากหลายรูปแบบ 
   การไหลน้ีเป็นการไหลในชั้นผิวบางผา่นแผน่เรียบ ก าหนดใหค้วามเร็วตรงทางเขา้
มีค่า Mach number เท่ากบั 0.2 และมีความดนั 101,325 Pa มีอุณหภูมิ 300 K และความเร็วเข้าเป็น
ความเร็วเอกรูป (Uniform flow) ดงัแสดงในรูปท่ี 3.23 

 

รูปท่ี 3.23 โดเมนการค านวณส าหรับการไหลผา่นแผน่เรียบแบบป่ันป่วน 

   จากขอ้มูลขา้งตน้สามารถแสดงความคุณสมบติัอ่ืน ๆ ของของไหลไดด้งัน้ี 
   Properties of dry air at standard atmospheric pressure, T = 300K 
   ρ = 1.225 kg/m3   cp = 1.00643 kJ/kg-ºC 
     = 1.7894×10–5 kg/m-s  k = 24.2×10–3 W/m-ºC 
     = 1.4607×10–5 m2/s  Pr = 0.711 
   จากนิยามของค่า Mach number จะไดค้วามเร็วของอากาศท่ีทางเขา้เป็น 70 m/s เม่ือ
ค านวณค่า Local Reynolds number ท่ีความยาวของแผน่เรียบ 5 เมตร จะไดเ้ป็น 

  ReL = UL/  = 23960545.43 > 3×106  (Turbulent boundary layer) 
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   ขนาดของโดเมนท่ีใชใ้นการพิจารณาในเบ้ืองตน้น้ีใชโ้ดเมนขนาด 5×5 ตารางเมตร 
กริดท่ีใช้ในการค านวณมีขนาด 201×351 กริด โดยในทางแกน y ไดเ้พิ่มจ านวนกริดบริเวณติดกบั
แผน่เรียบ ก าหนดเป็นช่วงชั้นผวิบาง 

 

รูปท่ี 3.24 กริดการค านวณกรณีการไหลแบบป่ันป่วนผา่นแผน่ราบ 

   การค านวณการไหลแบบป่ันป่วนผ่านแผ่นบางเป็นไปในทิศทางท่ีดีส าหรับ        
การทดสอบเบ้ืองต้นส าหรับการศึกษาแบบจ าลองความป่ันป่วน แบบจ าลองความป่ันป่วนท่ีดี      
ควรมีความสามารถในการเปรียบเทียบได้ดีกับค่ารูปแบบมาตรฐาน (Law-of-the-wall profile)
เปรียบเทียบผลลัพธ์ทาง CFD กับข้อมูลการทดลองในรูปแบบมาตรฐานแสดงในรูปท่ี 3.25              
ซ่ึงขอ้มูลการทดลองได้จาก Wieghardt and Tillman (1951) ค่าโปรไฟล์ของการค านวณน ามาจาก
บริเวณด้านทา้ยของแผ่นราบ ในบริเวณส่วนชั้นราบเรียบ (The laminar sub layer region) ผลจาก     
แต่ละแบบจ าลองเป็นแนวเดียวกัน ท่ีค่า y+ จาก 10 ข้ึนไป แบบจ าลองแต่ละชนิดเร่ิมแสดง          
ความแตกต่างบางอย่าง ค่าแรงเสียดทานของผิวกบัค่าตวัเลขเรยโ์นล์ดส าหรับแต่ละแบบจ าลอง
ความป่ันป่วนแสดงในรูปท่ี 3.26 แบบจ าลองความป่ันป่วนเปรียบเทียบกบัขอ้มูลจากการทดลอง
โดย Wieghardt and Tillman (1951) ส าหรับแผ่นราบเรียบพบว่า  แบบจ าลองมาตรฐาน k-ε, 
แบบจ าลอง Realizable k-ε และแบบจ าลอง Renormalization-group (RNG) k-ε สามารถท านายให้
ผลลพัธ์ท่ีไดค้ลา้ยกนัมากกบัขอ้มูลการทดลอง แต่ RNG ใหผ้ลในภาพรวมท่ีดีกวา่แบบอ่ืน 
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รูปท่ี 3.25 เปรียบเทียบขอ้มูลของ Law-of-the-wall 

 

รูปท่ี 3.26 เปรียบเทียบค่า Skin friction ทางทฤษฎี 

  3.4.6 การไหลผ่านวตัถุทรงกลม 
   เป็นการจ าลองการไหลผา่นวตัถุทรงกลมในสามมิติเพื่อสอบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิ    
การถ่ายเทความร้อนของแบบจ าลองการไหลแบบต่าง ๆ กับสมการปฏิสัมพนัธ์ทางวิศวกรรม
(Engineering correlation) อ้างอิง (Holman, 1997) โดยจ าลองทรงกลมขนาดเส้นผ่านศูนย์กลาง          
10 mm อุณหภูมิคงท่ีท่ี 29ºC มีคุณสมบติัเป็นเน้ือข้าว (Endosperm) คือมีค่า ρ = 2026.04 kg/m3,        
cp = 2357.28 kJ/kg-ºC, และ k = 0.154025 W/m-ºC อยูภ่ายใตก้ารไหลของอากาศร้อนอุณหภูมิ 60 ºC 
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ท่ีก าหนดความเร็วการไหลด้วยค่าตวัเลขเรย์โนลด์ (Re) ดงัแสดงในตารางท่ี 3.1 คุณสมบติัของ
อากาศและขอบเขตของปัญหาแสดงในรูปท่ี 3.27 

ตารางท่ี 3.1 ความเร็วของการไหลท่ีทดสอบตามค่าตวัเลขเรยโ์นลด ์
Re U (m/s) 
100 0.1886 
300 0.5658 

1000 1.886 
10000 18.86 

Rec = 385000 726.09 

 

รูปท่ี 3.27 ขอบเขตของปัญหาการไหลผา่นทรงกลม 
 

   เพื่อทดสอบขนาดของกริดการค านวณต่อแบบจ าลองต่าง ๆ ได้แก่ แบบจ าลอง
แบบราบเรียบและแบบจ าลองแบบป่ันป่วน ไดก้ าหนดขนาดกริดทดสอบไว ้2 แบบ ดงัตารางท่ี 3.2 
โดยลกัษณะของกริดแสดงในรูปท่ี 3.28 และรูปท่ี 3.29 ทั้งน้ีจะใช้กริดหยาบส าหรับแบบจ าลอง  
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แบบราบเรียบเท่านั้น ส่วนกริดละเอียดจะใชท้ดสอบทั้งแบบจ าลองแบบราบเรียบและแบบจ าลอง
แบบป่ันป่วน 3 แบบ คือ Spalart-Allmaras (S-A) model, k -  model, และ k -   model 

ตารางท่ี 3.2 รายละเอียดกริดการค านวณ 
กริด (Grid) แบบหยาบ (Coarse) แบบละเอยีด (Finer) 

ระยะโนดแรกจากผวิ (mm) 0.1 0.0001 
จ านวนเซล (Cells) 231,034 607,773 
จ านวนโนด (Nodes) 43,156 163,535 

 

รูปท่ี 3.28 กริดโดเมนแบบหยาบ 
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รูปท่ี 3.29 กริดโดเมนแบบละเอียด 

   ตวัอย่างเส้นระดบัของความเร็วและอุณหภูมิของการทดสอบแบบจ าลองต่าง ๆ 
แสดงในรูปท่ี 3.30 
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(ก) Coarse grid; Laminar; Re = 103 

 
(ข) Finer grid; Laminar; Re = 103 

 
(ค) Finer grid; S-A model; Re = 103 

รูปท่ี 3.30 ตวัอยา่งเส้นระดบัความเร็ว (m/s) เส้นระดบัอุณหภูมิ (K) ของการจ าลองแบบ 

   ทั้งน้ีไดเ้ปรียบเทียบค่าตวัเลขนสัเซล (Nusselt number) ของการจ าลองแบบต่าง ๆ 
กับสมการปฏิสัมพนัธ์ทางวิศวกรรมอ้างอิงจาก Holman (1997) กล่าวถึงปฏิสัมพนัธ์ทางทฤษฎี    
และการทดลองส าหรับการพาความร้อนแบบบงัคบั โดย McAdams (1954) แนะน าความสัมพนัธ์
ส าหรับการถ่ายเทความร้อนจากทรงกลมไปยงัของไหลท่ีไหลตวั ดงัน้ี 

  0.6Re37.0Nu DD =  ส าหรับ 17 < ReD < 70000                (3.4) 
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   จาก  Welty, Wicks, and Wilson (1983) ส าห รับทรงกลมเ ด่ียวปฏิสัมพันธ์ ท่ี   
น าเสนอโดย Whitaker (1972) ท่ีแนะน าส าหรับเง่ือนไข : 0.71 < Pr < 380, 3.5 < ReD < 7.6×104,      
1.0 < s / < 3.2 โดยค่าคุณสมบติัต่าง ๆ หาจากท่ีค่าอุณหภูมิ  T ของอากาศยกเวน้ s  ท่ีหาจาก
ค่าอุณหภูมิผวิ ซ่ึงปฎิสัมพนัธ์ของ Whitaker คือ 

  4/10.42/31/2 )/()PrRe06.0(0.4Re2Nu sDDD ++=                 (3.5) 

   ค่าเปรียบเทียบจากสมการปฏิสัมพนัธ์ดังสมการท่ี 3.4 และสมการท่ี  3.5 กับ
แบบจ าลองท่ีทดสอบแสดงในตารางท่ี 3.3 และแสดงกราฟเปรียบเทียบในรูปท่ี 3.31 

ตารางท่ี 3.3 ค่าตวัเลขนทัเซลเปรียบเทียบ  
ReD NuD Coarse Finer (ตารางที ่3.2) 

Eq. (3.4) Eq. (3.5) Laminar Laminar S-A k-ε k-ω 
60 4.31 5.55 5.98 - - - - 

100 5.86 6.67 6.98 - - - - 
300 11.33 10.50 10.91 - - - - 

1000 23.35 18.48 18.61 17.95 20.27 20.50 39.69 
10000 93.94 61.95 64.17 56.05 70.03 80.60 n/a 

100000 370.00 227.97 158.96 245.34 306.87 635.00 n/a 
300000 715.28 433.14 181.00 427.72 712.48 1685.83 n/a 

   จากรูปท่ี 3.31 พบวา่ แบบจ าลองแบบราบเรียบท่ีใชก้ริดละเอียดให้ค่าท่ีสอดคลอ้ง
กบัสมการปฏิสัมพนัธ์ท่ีสอง  (สมการท่ี 3.5) รวมถึงแบบจ าลองความป่ันป่วนแบบ Spalart-Allmaras 
ทั้งน้ีเน่ืองจากย่านการไหลท่ีทดสอบยงัอยู่ในช่วงไม่เกินค่าความเร็ววิกฤติ โดยแบบจ าลอง k-ω      
ไม่สามารถหาค่าทดสอบไดเ้ม่ือค่าตวัเลขเรยโ์นลด์ท่ีทดสอบมากกวา่ 1,000 เน่ืองจากไม่มีการลู่เขา้
ของค่าค าตอบจากแบบจ าลอง 
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รูปท่ี 3.31 กราฟเปรียบเทียบค่า NuD กบั ReD ของแบบจ าลองทดสอบ 

3.5  สรุปผลการวจิัย 
  การสร้างแบบจ าลองทางคอมพิวเตอร์เพื่อแก้ปัญหาทางวิศวกรรมด้วยการค านวณ             
เชิงตวัเลขเปรียบเทียบความถูกตอ้งของผลลพัธ์ท่ีไดก้บัค่าการค านวณทางทฤษฎีหรือค่าจากการ
ทดลองส าหรับปัญหาการไหลแบบต่าง ๆ พบวา่ไดค้่าท่ีสอดคลอ้งกนัพอสมควร ส าหรับแบบจ าลอง
ความป่ันป่วนท่ีทดสอบส าหรับปัญหาการไหลในชั้นชิดผิวแบบจ าลอง k- ทั้งสามแบบให้ค่า         
ท่ีสอดคลอ้งอยา่งดีกบัค่าอา้งอิง ในปัญหาการไหลผา่นวตัถุทรงกลมในสามมิติแบบจ าลอง Spalart-
Allmaras มีแนวโน้มท่ีสอดคล้องกับปฎิสัมพันธ์อ้างอิงมากท่ีสุด ทั้ ง น้ีนอกจากการเลือกใช้
แบบจ าลองให้เหมาะสมกับปัญหาแล้วยงัต้องค านึงถึงรูปแบบของโดเมน ขนาดของกริด               
การก าหนดเง่ือนไขให้แบบจ าลอง และย่านการไหลท่ีใช้โดยประกอบกนัเพื่อให้เกิดความถูกตอ้ง
ของผลลพัธ์ท่ีดีท่ีสุด ดงันั้นในการวจิยัต่อไปจะใชแ้บบจ าลอง Spalart-Allmaras เป็นหลกั 
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บทที ่4 
การวเิคราะห์สมการการอบแห้งวสัดุแบบช้ินเดยีว 

4.1  บทคดัย่อ 
  การสร้างสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ส าหรับวิเคราะห์การถ่ายเทความร้อนและ
ความช้ืนภายในวสัดุช้ืนภายใตเ้ง่ือนไขสภาวะการอบแห้งของอากาศคงท่ี มีช่วงสมการของการ
อบแหง้แบ่งเป็นสองช่วง คือ ช่วงอตัราการอบแห้งคงท่ี ในกรณีท่ีค่าความช้ืนเฉล่ียเร่ิมตน้ของวสัดุมี
ค่าสูงกวา่ค่าความช้ืนวิกฤต และช่วงอตัราการอบแห้งลดลงท่ีค่าความช้ืนเฉล่ียของวสัดุอยูต่  ่ากวา่ค่า
ความช้ืนวิกฤตแต่ไม่ต ่ากว่าค่าความช้ืนสมดุล สมการแบบจ าลองท่ีได้จะแสดงการประยุกต์ใช้
ส าหรับการหาค่าการการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ดขา้วท่ีเปล่ียนแปลงใน
ระหวา่งกระบวนการอบแหง้ 

4.2  บทน า 
  การศึกษากระบวนการเปล่ียนแปลงภายในเมล็ดพืชเมล็ดเดียวแทนกลุ่มเมล็ดจ านวนมาก 
ถึงผลการเปล่ียนแปลงค่าอุณหภูมิและความช้ืนในระหวา่งขั้นตอนกระบวนการอบแห้งและการพกั 
ช่วยให้เราเขา้ใจได้ถึงผลกระทบของค่าตวัแปรท่ีใช้ในกระบวนการอบแห้งและการพกั ทั้งน้ีแม้
เมล็ดจะอยูใ่นกลุ่มกองก็จะไดรั้บการสัมผสัจากอากาศอบแห้งไดเ้ช่นเดียวกนั เสมือนวา่เมล็ดถูกลด
ความช้ืนอยู่ภายในกอง ดงันั้นค่าคุณภาพของเมล็ดขา้วหน่ึงเมล็ดก็ยอ่มจะสามารถแทนค่าคุณภาพ
ของทั้งหมดไดเ้ช่นกนั 
  หากพิจารณาจ านวนงานวิจยัทั้งทางทฤษฎีและการทดลองท่ีผนวกเขา้ดว้ยกนั เพื่ออธิบาย
กระบวนการลดความช้ืนของเมล็ดพืชแลว้ Luikov (1966) พฒันาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์เพื่อ
อธิบายการอบแห้งของวสัดุพรุน โดยมีนกัวิจยัไดน้ ามาประยุกตใ์ชส้ าหรับการอบแห้งเมล็ดพืช Jia 
et al. (2000) น าแบบจ าลองของ Luikov มาใชพ้ิจารณาผลกระทบของพฤติกรรมเชิงความร้อนของ
เมล็ด อุณหภูมิภายในและปริมาณความช้ืน เพื่อไปเพิ่มความถูกต้องในการค านวณการอบแห้ง 
อย่างไรก็ตาม การก าหนดสมมุติฐานบางประการ เช่น ก าหนดให้ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่และ
คุณสมบัติของว ัสดุเป็นค่าคงท่ี เพื่อให้การค านวณสะดวกข้ึน ย่อมมีผลต่อความถูกต้องของ                 
การค านวณ ในปัจจุบนัความเป็นได้ของการระเหยของความช้ืนภายในเมล็ดเป็นเร่ืองท่ีสมควร        
ในการพิจารณา นอกจากน้ี นกัวิจยับางท่านยงัเห็นประโยชน์ของการพิจารณารูปแบบการกระจาย  
ตวัของความช้ืน ในระหวา่งการ อบแหง้และการพกัท่ีคาดวา่จะมีผลต่อคุณภาพของผลิตภณัฑท์า้ยสุด 
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จุดประสงค์ส าหรับการศึกษาคร้ังน้ีจึงเป็นการศึกษาเพื่อสร้างสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
ส าหรับการอบแหง้วสัดุช้ินเดียวภายใตส้ภาวะอากาศอบแหง้คงท่ี 

4.3  วธิีด าเนินการวจิัย 
  4.3.1 การวเิคราะห์การอบแห้งก้อนวสัดุ 
   หากพิจารณาวสัดุช้ืนท่ีมีมวล S มีมวลแห้งเป็น Sd และมวลความช้ืนเป็น W            
ค่าปริมาณความช้ืน (มาตรฐานแหง้) ของกอ้นวตัถุน้ีจะนิยามใหเ้ป็น 

  
dS

W
M =                      (4.1) 

   ค่าปริมาณความช้ืนของวสัดุยงัสามารถเขียนในรูปเปอร์เซ็นตม์าตรฐานเปียกไดเ้ป็น 

 
S

W
M w

100
=   (4.2) 

  การเปล่ียนจากค่า M มาเป็น Mw สามารถท าไดโ้ดยอาศยัความสัมพนัธ์ 

 
M

M
M w

+
=

1

100   (4.3) 

และเปล่ียนจาก Mw มาเป็น M : 

 
w

w

M

M
M

−
=

100
 (4.4) 

  ในการอบแห้งวสัดุโดยทั่วไป จะใช้อากาศร้อนเป็นตัวกลางในการอบแห้ง       
ความร้อนจะถ่ายเทจากอากาศไปยงัผิววสัดุ โดยความร้อนส่วนใหญ่จะถูกใชไ้ปในการระเหยตวัของน ้ า
เพื่อใหไ้อน ้าเคล่ือนตวัออกจากผวิวสัดุไปสู่อากาศ หากวสัดุมีมวลน ้าอิสระท่ีผวิจ านวนมาก อุณหภูมิ
และความเขม้ขน้ของไอน ้ าท่ีผิวจะคงท่ี ส่งผลให้อตัราการถ่ายเทความร้อนและอตัราการอบแห้ง
คงท่ีไปด้วยโดยท่ีเง่ือนไขการอบแห้งของอากาศมีค่าคงท่ี เม่ือผิวของวสัดุสูญเสียปริมาณน ้ าไป    
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มากแล้ว อุณหภูมิและความเข้มข้นของไอน ้ าท่ีผิววสัดุย่อมเปล่ียนแปลงไป โดยจะมีอุณหภูมิ          
จะสูงข้ึนและความเขม้ขน้จะลดลง ส่งผลให้อตัราการถ่ายเทความร้อนและอตัราการอบแห้งลดลง 
และเม่ือระยะเวลาการอบแห้งผ่านไปพอสมควรอตัราการอบแห้งก็จะเข้าสู่ศูนย ์และความช้ืน       
ของวสัดุจะเขา้สู่ความช้ืนสมดุล Me จึงสามารถแบ่งการอบแห้งออกไดเ้ป็นสองช่วงโดยช่วงแรก    
จะเรียกว่า “ช่วงอัตราการอบแห้งคงท่ี” และช่วงท่ีสองเรียกว่า “ช่วงอัตราการอบแห้งลดลง”            
ค่าความช้ืนท่ีอยูร่ะหวา่งช่วงท่ีสองน้ีเรียกวา่ “ความช้ืนวิกฤต (Mcr)” โดยค่าความช้ืนท่ีอา้งถึงทั้งหมดน้ี
เป็นค่าความช้ืนเฉล่ียของวสัดุ 

 

รูปท่ี 4.1 เส้นโคง้การอบแหง้และอตัราการอบแหง้ dM/dt 

  เส้นกราฟการอบแห้งและอตัราการอบแห้ง dM/dt แสดงในรูปท่ี 4.1 ทั้งสองช่วง
ของการอบแห้ง (I, คงท่ี; II, ลดลง) ค่าอุณหภูมิ T(t) และค่าความช้ืน M(t) ของวสัดุในระหว่างช่วง
การอตัราการอบแหง้คงท่ีและลดลงแสดงในรูปท่ี 4.2 
  ค่าอุณหภูมิเร่ิมตน้ของวสัดุ T0 เขา้สู่ค่าอุณหภูมิกระเปาะเปียก Twb และคงค่าท่ี Twb 
ในช่วงเวลาอตัราการอบแห้งคงท่ี เม่ือเร่ิมเขา้สู่ช่วงอตัราการอบแห้งลดลงค่าอุณหภูมิของวสัดุ       
จึงเพิ่มค่าอยา่งต่อเน่ือง หากด าเนินการอบแหง้ต่อเน่ืองไปพอสมควร ค่าอุณหภูมิ T(t) จะเพิ่มค่าเขา้สู่
ค่าอุณหภูมิ Ta ของอากาศอบแห้ง ในรูปท่ี 4.2 ค่า Ts เป็นค่าอุณหภูมิท่ีผิวของวสัดุและค่า Tc เป็น     
ค่าอุณหภูมิตรงกลางเน้ือวสัดุ 
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  ค่าความช้ืนและอุณหภูมิของวสัดุท่ีมีการอบแห้งในช่วงอตัราการอบแห้งลดลง
เพียงอยา่งเดียวแสดงในรูปท่ี 4.3 ในกรณีน้ีค่าความช้ืนเร่ิมตน้ M0 ตอ้งมีค่านอ้ยกวา่ค่าความช้ืนวกิฤต 
Mcr ซ่ึงจะข้ึนอยูก่บัค่าคุณสมบติัของวสัดุรวมไปถึงเง่ือนไขการอบแหง้ในตอนแรกดว้ย 

 

 

รูปท่ี 4.2 อุณหภูมิ T(t) และความช้ืน M(t) ของวสัดุในระหวา่งช่วงอตัราการอบแหง้คงท่ีและลดลง 

 

รูปท่ี 4.3 ความช้ืน M(t) และอุณหภูมิ T(t) ของวสัดุในระหวา่งช่วงอตัราการอบแหง้ลดลง 
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  4.3.2 ช่วงอตัราการอบแห้งคงที ่
   สมมุติฐาน “ถา้ความช้ืนเร่ิมตน้ M0 ของวสัดุท่ีอบแห้งภายใตส้ภาวะเง่ือนไขคงท่ีมี
ค่ามากกวา่ค่าความช้ืนวิกฤต Mcr แลว้อตัราการอบแห้งของวสัดุจะคงท่ีเน่ืองจากความช้ืนท่ีออกจาก
ผวิวสัดุจะมีค่าอตัราเดียวกนักบัท่ีผวิอิสระของน ้าภายใตเ้ง่ือนไขการอบแหง้คงท่ีค่าเดียวกนั” 
   ขอ้สรุปแรกจากสมมุติฐานขา้งตน้ คือ อุณหภูมิท่ีผิวของวสัดุอบแห้งจะมีค่าเท่ากบั
ค่าอุณหภูมิกระเปาะเปียก ดงันั้นในช่วงอตัราการอบแหง้คงท่ีจะไดว้า่ 

 wbs TT =   (4.5) 

 ค่าการถ่ายเทความร้อนไปยงัวสัดุผา่นชั้นผิวบางหาไดจ้าก )( sat tthq −=  เม่ือ ht 
คือ ค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อน หากไม่คิดการสูญเสียความร้อนแลว้ ปริมาณความร้อนท่ีใช้
ในการระเหยของน ้าจากวสัดุไปยงัอากาศแวดลอ้ม สามารถค านวณไดจ้าก 

 fgQwq  −=   (4.6) 

เม่ือ  Qfg  คือ ค่าความร้อนแฝงของการกลายเป็นไอ 

   เม่ือรวมสมการขา้งตน้เขา้ดว้ยกนัผลท่ีไดด้งัสมการท่ี 4.7 ซ่ึงเป็นสมการการถ่ายเท
ของน ้าท่ีใชใ้นช่วงอตัราการอบแหง้คงท่ี 

 )( wba

fg

t TT
Q

h
w −−=   (4.7) 

   ข้อสรุปท่ีสองของสมมุติฐาน คือ หากเง่ือนไขการอบแห้งคงท่ีแล้วอุณหภูมิท่ี        
ผวิของวสัดุอบแหง้จะมีค่าเท่ากบัค่าอุณหภูมิกระเปาะเปียกและจะตอ้งมีค่าคงท่ีในระหวา่งช่วงอตัรา
การอบแหง้คงท่ี 

  == wbs TT  ค่าคงท่ี  (4.8) 
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  หากไม่พิจารณาการสูญเสียความร้อนแลว้ ค่าความร้อนท่ีให้กบัวสัดุอบแห้งจะใช้
ส าหรับการระเหยตวัของน ้า ดงันั้น 

  vd QQ  =   (4.9) 

เม่ือ  
d

Q   คือ ความร้อนท่ีใหก้บัวสัดุ 
  

v
Q   คือ ความร้อนท่ีใชส้ าหรับการระเหยตวัของน ้าจากวสัดุ 

   ความร้อนท่ีใหก้บัวสัดุผา่นพื้นท่ี A สามารถเขียนไดเ้ป็น 

  )( satdd TTAhqAQ −==    (4.10) 

   แทนค่าจากสมการท่ี 4.8 ลงในสมการท่ี 4.10 จะได ้

  )( wbatdd TTAhqAQ −==    (4.11) 

สุดทา้ย ค่าความร้อนท่ีใชส้ าหรับการระเหยตวัของน ้าจากวสัดุอบแหง้ จะเป็น 

  
I

fgsdsdv
dt

dM
QVQ 








−=    (4.12) 

เม่ือ  
sd
   คือ ความหนาแน่นของส่วนวสัดุแหง้ 

  
sd

V   คือ ปริมาตรของส่วนวสัดุแหง้ 
  dM/dt คือ อตัราการอบแหง้ในช่วงการอบแหง้คงท่ี 

   เทอม sdsdV  มีค่าเท่ากบัมวลแหง้ Sd ของวสัดุแหง้ แทนค่าจากสมการท่ี 4.11 และ
สมการท่ี 4.12 ลงในสมการท่ี 4.9 จะได ้
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dt
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  (4.13) 
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   แทนค่าจากสมการท่ี 4.7 ลงในสมการท่ี 4.13 จะไดส้มการการอบแหง้ในช่วงอตัรา
การอบแหง้คงท่ี 

  w
S

A

dt

dM

dI

=






                   (4.14) 

  4.3.3 ช่วงอตัราการอบแห้งลดลง 
   สมมุติฐาน “ถา้ความช้ืนเร่ิมตน้ M0 ของวสัดุมีค่านอ้ยกวา่ค่าความช้ืนวกิฤต Mcr ท่ีมี
การอบแหง้ภายใตส้ภาวะเง่ือนไขคงท่ี จะท าใหอ้ตัราการอบแหง้ของวสัดุมีค่าลดลงเม่ือกระบวนการ
อบแห้งด าเนินไป เน่ืองจากความตา้นทานการถ่ายเทความช้ืนภายในวสัดุมีมากกวา่ความตา้นทาน
การถ่ายเทความช้ืนภายนอกท่ีออกจากผวิวสัดุ” 
   4.3.3.1 สมการการถ่ายเทความร้อนในวสัดุ 
    สมการการถ่ายเทความร้อนในวสัดุจะสร้างโดยอาศยัเง่ือนไขดงัน้ี 
  เง่ือนไข 1 วสัดุเป็นกอ้นวสัดุแหง้ (M = 0)  
  เง่ือนไข 2 พลงังานความร้อนทั้งหมดท่ีใหก้บัวสัดุจะมีผลไปเพิ่มอุณหภูมิของวสัดุ 
  เง่ือนไข 3 ไม่มีแหล่งพลงังานภายในวสัดุ 
   สมดุลพลังงานบนปริมาตรลูกบาศก์ขนาดเล็กมาก ( dzdydx  ) ใน
ระบบแกนฉากจะไดส้มการการถ่ายเทความร้อนส าหรับวสัดุ 

  
dt

dq
qqqqqq dzzdyydxxzyx +++=++ +++
                (4.15) 

  
t

T
dxdydzc

dt

dq
sdsd




=                   (4.16) 

เม่ือ  
sd

c   คือ ความจุความร้อนของวสัดุแหง้ 

  จากสมการท่ี 4.15 และสมการท่ี 4.16 จะได ้

  )()()( dzzzdyyydxxxsdsd qqqqqq
t

T
dxdydzc +++ −+−+−=




              (4.17) 
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   จากสมการการน าความร้อนในหน่ึงมิติทางแกน x 

  dydz
x

T
kq sdx




−=                   (4.18) 
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    ในท านองเดียวกันทางด้านแกน y และแกน z เม่ือรวมเข้าด้วยกันแล้ว     
จะไดส้มการการถ่ายเทความร้อนในสามมิติ (การน าความร้อน) 
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    ถ้าค่าสัมประสิทธ์ิการน าความร้อน ksd เป็นค่าคงท่ีและวสัดุมีคุณสมบติั
เป็นแบบ Isotropic จะสามารถเขียนไดเ้ป็น 
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หรือ 

  Tk
t

T
c sdsdsd

2=



                   (4.22) 

    ส าหรับวสัดุท่ีมีความช้ืน เง่ือนไขท่ี 1 และ 2 จะใช้ไม่ได้ อย่างไรก็ตาม
สมการท่ี 4.22 ก็ยงัสามารถปรับแกเ้พื่อใช้ส าหรับวสัดุช้ืนได ้โดยพิจารณาว่ามีการเปล่ียนแปลงค่า
ความช้ืนขนาด M ในปริมาตรขนาดเล็กมากของวสัดุท่ีช่วงเวลาสั้ น ๆ t ความช้ืนสามารถ
เคล่ือนท่ีภายในภายในวสัดุไดท้ั้งในรูปของเหลวและไอ สัดส่วนของการเคล่ือนตวัของความช้ืนคือ 
มวลไอน ้าต่อมวลความช้ืนทั้งหมดท่ีเปล่ียนแปลงโดยนิยามใหเ้ป็น 
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  10 



= 

M

M v                  (4.23) 

    มวลของความช้ืนท่ีเป็นไอ vM ตอ้งการความร้อนส าหรับการระเหยตวั 
ดงันั้นส าหรับวสัดุท่ีอยูใ่นเง่ือนไขการอบแหง้ 

  
t

M
QTk

t

T
c fgsdsdsdsd




+=




 2                 (4.24) 

เม่ือ  dM/dt  คือ อตัราการอบแหง้ของวสัดุในช่วงอตัราการอบแหง้ลดลง 

   4.3.3.2 สมการการถ่ายเทมวลในวสัดุ 
    พิจารณาวสัดุท่ีมีมวลความช้ืน สมการการถ่ายเทมวลจะจ ากดัอยู่เพียง    
การถ่ายเทความช้ืนภายในวสัดุ โดยวสัดุท่ีอบแห้งภายใต้เง่ือนไขของอากาศอบแห้งคงท่ีจะใช้
เง่ือนไขดงัต่อไปน้ี 
  เง่ือนไข 1 ค่าความช้ืนเฉล่ียM มีค่าต ่ากวา่ค่าความช้ืนวิกฤต Mcr แต่สูงกวา่ค่าความช้ืนสมดุล Me 
  เง่ือนไข 2 เม่ือกระบวนการอบแหง้ด าเนินไป ค่าความช้ืนของวสัดุจะมีค่าลดลง 
  เง่ือนไข 3 ความช้ืนท่ีเคล่ือนท่ีภายในวสัดุมายงัผวิอยูใ่นรูป ของเหลว ไอน ้า หรือทั้งสอง 
  เง่ือนไข 4 ความร้อนท่ีใหก้บัวสัดุส่วนหน่ึงจะใชเ้พิ่มอุณหภูมิใหก้บัวสัดุ อีกส่วนหน่ึงจะท า
ใหน้ ้าระเหยจากวสัดุ โดยไม่มีการสูญเสียความร้อน  
  เง่ือนไข 5 ไม่มีแหล่งพลงังานภายในวสัดุ 
   สมดุลความช้ืนบนปริมาตรลูกบาศก์ขนาดเล็กมาก ( dzdydx  ) ใน
ระบบแกนฉากจะไดส้มการการถ่ายเทความช้ืนส าหรับวสัดุ 

  
dt

dw
wwwwww dzzdyydxxzyx +++=++ +++
                (4.25) 

  
t

M
dxdydzc

dt

dw
sdsd




=                       (4.26) 

   จากสมการท่ี 4.25 และสมการท่ี 4.26 จะได ้
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


              (4.27) 

    จากสมการการถ่ายเทมวลในหน่ึงมิติทางแกน x 
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เม่ือ  
w

D   คือ สัมประสิทธ์ิการแพร่ความช้ืนเหลว 
  

t
D    คือ สัมประสิทธ์ิการแพร่ทางความร้อน 

   ในท านองเดียวกนัทางด้านแกน y และแกน z เม่ือรวมเขา้ไปในสมการ
แลว้จะไดรู้ปแบบของสมการการถ่ายเทความช้ืน 
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   ถา้สมมุติให ้

  =wD  คงท่ี =tD  คงท่ี                 (4.31) 

     สมการท่ี 4.30 จะเขียนไดง่้ายข้ึนเป็น 
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หรือ 
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หรือ 

  )( 22 TDMD
t

M
tw +=



                  (4.34) 

    จากเง่ือนไขท่ี 3 แทนค่าดว้ยสัมประสิทธ์ิการแพร่ของความช้ืนทั้งหมดเป็น 

  )( 22 TDMD
t

M
t+=



                  (4.35) 

    สมการท่ี 4.35 สามารถอยูใ่นรูปท่ีง่ายข้ึนเม่ือน าไปจ าลองการอบแหง้เมล็ด
พืชเน่ืองจากค่าความชนัของอุณหภูมิภายในเมล็ดมีค่านอ้ยมากจะได ้

  MD
t

M 2=


                    (4.36) 

    สมการท่ี 4.36 น้ีสามารถเขียนได้ทั้ งในพิกัดแกนตั้ งฉาก  พิกัดแกน
ทรงกระบอก หรือพิกดัแกนแบบทรงกลม 
     ตวัอยา่งการน าไปใชมี้งานวจิยัหลายช้ินจาก Arkansas Rice Research ท่ีได้
ศึกษาเก่ียวกบัผลกระทบของการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิและความช้ืนท่ีมีผลต่อคุณภาพของเมล็ด
ขา้วเปลือกท่ีอยู่ภายใตก้ระบวนการลดความช้ืนดว้ยอากาศร้อน ใช้การค านวณดว้ยระเบียบวิธีช้ิน
ประกอบจ ากดั (Yang et al., 2000a; 2000b) ท่ีจ  าลองมาจากสมการการแพร่และสมการพลังงาน       
ในระบบแกนทรงกระบอก (Cylindrical coordinate system) ส าหรับเมล็ดขา้ว 1/4 ส่วนของเมล็ด 
พร้อมทั้งการก าหนดเง่ือนไขขอบส าหรับการพิจารณาในเชิงสองมิติ ในการสมมุติฐานแบบทัว่ไป
คือ ให้การเคล่ือนตัวของความช้ืนภายในเมล็ดกระท าโดยกระบวนการแพร่ ท่ีผิวของเมล็ดมี           
การแลกเปล่ียนความร้อนกบัอากาศแวดลอ้มดว้ยการพาความร้อน โดยภายในเมล็ดเป็นแบบการน า
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ความร้อน งานวิจยัน้ีสมมุติให้ความช้ืนท่ีแพร่มายงัผิวขอบนอกของเมล็ดมีทั้งในรูปของของเหลว
และไอและการระเหยตัวเกิดข้ึนได้ทั้ งท่ีผิวและภายในเมล็ด สมการการถ่ายเทความร้อนและ
ความช้ืนสามารถเขียนในระบบแกนทรงกระบอกไดด้งัน้ี 
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     เทอมสุดท้ายในสมการท่ี 4.38 สะท้อนค่าการระเหยตัวของความช้ืน        
ค่าเง่ือนไขขอบและค่าเร่ิมตน้ส าหรับสมการท่ี 4.37 และสมการท่ี 4.38 ในระหวา่งการอบแห้งเป็น
ดงัน้ี 
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  00,,0 TTMMt ===                 (4.41) 

    เม่ือ D แทนค่าสัมประสิทธ์ิของการแพร่ของความช้ืนโดยรวมทั้ งใน        
รูปของเหลวและไอ โดยท่ี ca, cg, cv, D, hm, ht, Qfg, k, Me, a  และ g เป็นตวัแปรท่ีทราบค่าจาก
ขอ้มูลอา้งอิง ภายหลงัจากการใช้ระเบียบวิธีช้ินประกอบจ ากดั จะสามารถค านวณและแสดงค่าได ้ 
ดงัผลตวัอยา่งในรูปท่ี 4.4 ถึงรูปท่ี 4.6 
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รูปท่ี 4.4 โดเมนการค านวณส าหรับเมล็ดขา้ว 

 

รูปท่ี 4.5 ผลการค านวณแสดงค่าการกระจายตวัของความช้ืนภายในเมล็ดขา้ว 
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รูปท่ี 4.6 ผลการค านวณแสดงค่าการกระจายตวัของอุณหภูมิภายในเมล็ดขา้ว 

4.4  ผลลพัธ์และการอภิปรายผล 
  4.4.1 กรณศึีกษาการวิเคราะห์เชิงตัวเลขของการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนของเมล็ด

ข้าวเปลือก 
   ไดศึ้กษาหาอตัราการถ่ายเทความร้อนและมวลความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือกหน่ึง
เมล็ดท่ีอยูภ่ายใตก้ระแสการไหลของอากาศร้อน ใชก้ารค านวณดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขโดยปรับ
ค่าปัจจยัต่าง ๆ ดงัน้ี ความเร็วอากาศ อุณหภูมิอากาศ ความช้ืนสัมพทัธ์อากาศ ความช้ืนเร่ิมตน้เมล็ดขา้ว 
และมุมเอียงของการวางตวัของเมล็ดขา้วเปลือก เพื่อน าผลท่ีไดไ้ปพฒันาวิธีการอบแห้งขา้วเปลือก
ให้มีประสิทธิภาพสูงข้ึน โดยเฉพาะการลดการใชพ้ลงังาน การลดเวลาในการอบแห้ง และการลด
การแตกหกัของเมล็ดขา้ว มีหวัขอ้ท่ีศึกษาเป็นล าดบัดงัน้ี 
   - การศึกษาการถ่ายเทความร้อนและมวลในขา้วขาวหน่ึงเมล็ด 
    การจ าลองเน้ือขา้วขาวหน่ึงเมล็ดโดยใชโ้ดเมนการค านวณท่ี 1/4 ส่วนหนา้ตดั
ของเมล็ด ดงัรูปท่ี 4.7 ด าเนินการโดยก าหนดตวัแปรความช้ืนให้กบัแบบจ าลอง ก าหนดคุณสมบติั
ให้กบัเน้ือขา้ว (Endosperm) โดยก าหนดเง่ือนไขขอบให้มีการพาความร้อนและความช้ืนท่ีผิวนอก
เมล็ด รวมทั้งเง่ือนไขเร่ิมตน้ เพื่อหาค่าการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ด สามารถ
แสดงการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนไดด้งัแสดงในรูปท่ี 4.8 และรูปท่ี 4.9 
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รูปท่ี 4.7 โดเมนเมล็ดขา้วขาว 

 

รูปท่ี 4.8 การกระจายตวัของอุณหภูมิภายในเน้ือขา้ว 
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รูปท่ี 4.9 การกระจายตวัของความช้ืนภายในเน้ือขา้ว 

   - การศึกษาการถ่ายเทความร้อนและมวลในขา้วหน่ึงเมล็ด 
    การจ าลองเน้ือข้าวหน่ึงเมล็ดท่ีประกอบไปด้วยชั้ นข้าวขาว (Endosperm)       
ชั้นร าข้าว (Bran) และชั้นเปลือกข้าว (Hull) ใช้โดเมนการค านวณท่ี 1/4 ส่วนหน้าตดัของเมล็ด        
ดงัรูปท่ี 4.10 เนินการโดยก าหนดตวัแปรความช้ืนให้กบัแบบจ าลอง ก าหนดคุณสมบติัให้กบัส่วน
ประของขา้ว โดยก าหนดเง่ือนไขขอบให้มีการพาความร้อนและความช้ืนท่ีผิวนอกเมล็ด รวมทั้ง
เง่ือนไขเร่ิมตน้ เพื่อหาค่าการเปล่ียนแปลงอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ด เพื่อน าผลเปรียบเทียบ
กบัค่าจากการทดลองอา้งอิงทั้งค่าความช้ืนเฉล่ียและอุณหภูมิกลางเมล็ดดงัแสดงในรูปท่ี 4.11 
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รูปท่ี 4.10 โดเมนเมล็ดขา้ว 

 

รูปท่ี 4.11 การเปรียบเทียบค่าจากการค านวณเทียบกบัการทดลอง 
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   - การเปรียบเทียบการค านวณจากโปรแกรม ANSYS CFX และโปรแกรม COMSOL 
    เปรียบเทียบค่าจากการศึกษาการถ่ายเทความร้อนและมวลในขา้วหน่ึงเมล็ด 
ทั้งการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนดงัแสดงในรูปท่ี 4.12 และการเปรียบเทียบค่าความช้ืน
เฉล่ียดงัแสดงในรูปท่ี 4.13 

 

รูปท่ี 4.12 การกระจายตวัของความช้ืนดว้ยโปรแกรม COMSOL 

 

รูปท่ี 4.13 การเปรียบเทียบค่าความช้ืนเฉล่ียโปรแกรม ANSYS CFX และโปรแกรม COMSOL 
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  4.4.2 แบบจ าลองเส้นการไหลและข้อมูลอุณหภูมิของอากาศอบแห้ง 
   ศึกษาการไหลแบบอดัตวัไม่ไดข้องอากาศร้อนผ่านวสัดุอุณหภูมิคงท่ีในสองมิติ
ดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลข เพื่อหาเส้นการไหลและขอ้มูลอุณหภูมิของอากาศร้อนรอบวสัดุ พร้อมทั้ง
เปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนท่ีผิวของวสัดุกบังานวิจยัอา้งอิง และเปรียบเทียบ
ค่าฟลกัซ์ความร้อนท่ีผวิของวสัดุจากการค านวณดว้ยแบบจ าลองสองแบบ 
   จากรูปท่ี 4.14 แสดงปัญหาวสัดุอุณหภูมิคงท่ี 298 K ความยาวไม่ส้ินสุด ความเร็ว
ของของไหลเป็นแบบเอกรูปท่ีทางเข้าโดยมีอุณหภูมิ 323 K เพื่อความสะดวกจะก าหนดให้              
ค่าคุณสมบติัเป็นค่าคงท่ี พิจารณาเป็นการไหลแบบอดัตวัไม่ไดใ้นสองมิติ (การใช้สมมติฐานเป็น
การไหลแบบอดัตวัไม่ได้จะมีความถูกต้องน้อยหากใช้ในกรณีท่ีมีความแตกต่างของอุณหภูมิ
ระหวา่งวสัดุกบัของไหลมีค่ามาก) ในกรณีการไหลน้ีใชเ้ง่ือนไขการไหลของอากาศเป็น U = 0.33 m/s, 

T  = 323 K ค่าคุณสมบติัของอากาศท่ีความดนับรรยากาศมีดงัน้ี  = 1.09 kg/m3,  = 1.95×10−5 Pas,      
 = 1.79×10−5 m2/s, cp = 1.00792 kJ/kgK, k = 0.028 W/mK,  = 2.59×10−5 m2/s แ ล ะ                        
Pr = 0.70378 โดยวเิคราะห์การไหลจากตวัแปรไร้มิติจะไดว้า่ 

  6
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รูปท่ี 4.14 โดเมนปัญหาการไหลรอบวสัดุ (Kaya, Aydin, and Dincer, 2006)  

  เพื่อแสดงค่าเส้นการไหลและเส้นอุณหภูมิคงตวัรอบวสัดุ รวมทั้งค่าสัมประสิทธ์ิ
การถ่ายเทความร้อนโดยรอบวสัดุ โดยใชส้มการควบคุมหลกัส าหรับการอนุรักษ์มวล, โมเมนตมั, 
และพลงังาน อาศยัการค านวณทางคอมพิวเตอร์เพื่อหาค าตอบดว้ยวธีิเชิงตวัเลขโดยการสร้างโดเมน
ของปัญหาการไหลรอบวสัดุ และเปรียบเทียบผลกบัขอ้มูลอา้งอิง 
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- ผลเฉลยจากการค านวณดว้ย FLUENT 
    การสร้างโดเมนปัญหากระท าดว้ยโปรแกรม GAMBIT ไดผ้ลดงัรูปท่ี 4.15 

 

รูปท่ี 4.15 กริดโดเมนดว้ย GAMBIT 

   ก าหนดปัญหาในสองมิติแบบสภาวะคงตวั แบบจ าลองความหนืดเป็นแบบ
ราบเรียบ โดยตรวจสอบการลู่เขา้ของผลเฉลยจากสมดุลมวลและสมดุลพลงังานเขา้ออกในโดเมน
ของปัญหา ไดผ้ลของเส้นการไหลและอุณหภูมิแสดงดงัรูปท่ี 4.16 และดงัรูปท่ี 4.17 

 

 

รูปท่ี 4.16 Contours of Stream Function (kg/s) 
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รูปท่ี 4.17 Contours of Static Temperature (K) 

   การแสดงค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนท่ีผวิสัมผสัโดยนิยามใน FLUENT 
เป็นไปดงัสมการท่ี 4.42 

  
refwall

eff
TT

q
h

−
=  (4.42) 

เม่ือ  q  คือ ฟลกัซ์ความร้อนร่วมการพาและการแผรั่งสี  
  Twall  คือ อุณหภูมิท่ีพื้นผวิ  
  Tref  คือ อุณหภูมิอา้งอิง ค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนท่ีผวิรอบวสัดุดงัรูปท่ี 4.18 

 

 

รูปท่ี 4.18 Surface Heat Transfer Coef. vs. Curve Length 
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   - ผลเฉลยจากการค านวณดว้ย ANSYS CFX 
    การสร้างโดเมนปัญหากระท าด้วยโปรแกรม ANSYS ICEM CFD แสดงผล  
ดงัรูปท่ี 4.19 ซ่ึงผลของเส้นการไหลและอุณหภูมิแสดงไดด้งัรูปท่ี 4.20 และรูปท่ี 4.21 

 

รูปท่ี 4.19 กริดโดเมนดว้ย ANSYS ICEM CFD 

 

รูปท่ี 4.20 เส้นแนวการไหล 
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รูปท่ี 4.21 เส้นแนวอุณหภูมิ 

  เม่ือน าค่าฟลกัซ์ความร้อนโดยรอบผิววสัดุเปรียบเทียบระหวา่งวิธีการค านวณ
ดว้ย CFX และ FLUENT แสดงในรูปท่ี 4.22 และรูปท่ี 4.23 แสดงค่าสัมประสิทธ์ิการพาความร้อน
โดยรอบผิววสัดุเปรียบเทียบระหว่างวิธีการค านวณด้วย CFX และ FLUENT กบัค่าการค านวณ
อา้งอิง (Kaya, Aydin, and Dincer, 2006) ซ่ึงพบว่า ค่าการกระจายตวัตลอดแนวผิวให้แนวโน้มไป
ในทิศทางเดียวกนั 

 

รูปท่ี 4.22 ค่าฟลกัซ์ความร้อนโดยรอบผิววสัดุเปรียบเทียบ 
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รูปท่ี 4.23 ค่าสัมประสิทธ์ิการพาความร้อนโดยรอบผวิวสัดุเปรียบเทียบ 

  4.4.3 การศึกษาการไหลทีมุ่มปะทะเมลด็ข้าวต่อค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อน 
   การศึกษาการไหลผา่นเมล็ดขา้วในสามมิติรูปทรงรีในทิศทางต่าง ๆ ไดแ้ก่ ท่ีมุม 0, 
45, 60 และ 90 องศากบัแกนยาวของเมล็ดขา้ว เพื่อศึกษาผลกระทบต่อค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเท
ความร้อน ตารางท่ี 4.1 แสดงค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนเฉล่ียตลอดผวิเมล็ดขา้วท่ีมุมปะทะ
ต่าง ๆ 

ตารางท่ี 4.1 ค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนเฉล่ียตลอดผวิท่ีมุมปะทะต่าง ๆ 
มุมปะทะ (Degree) ค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนเฉล่ีย (W/m2-K) 

0 30.01986 
45 32.30082 
60 33.20421 
90 33.94621 

   จากตารางท่ี 4.1 พบว่า ท่ีการไหลตามแนวยาวของเมล็ดข้าวจะได้ค่าเฉล่ีย
สัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนต ่าท่ีสุด แต่ค่าท่ีต าแหน่งปลายด้านปะทะการไหลจะมีค่าสูง         
(ดังรูปท่ี 4.24) ซ่ึงรูปแบบการกระจายตัวของค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนจะมีผลต่อ           
การกระจายตัวของอุณหภูมิภายในเมล็ดข้าวรวมทั้ งการกระจายตัวของความช้ืน เน่ืองจาก                
ปฎิสัมพนัธ์ของสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทมวลท่ีแปรผนัตามกนั 
ทั้งน้ีเม่ือเปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนเฉล่ียกบัค่าท่ีค  านวณจากสมการอา้งอิง 
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4/10.42/31/2 )/()PrRe06.0(0.4Re2Nu sDDD ++= = 32.8451 W/m2-K พบว่า มีค่าท่ีสอดคล้อง
กนัมากกล่าวไดว้า่มุมปะทะการไหลต่อเมล็ดขา้วมีผลต่อค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนเฉล่ีย
ค่อนขา้งนอ้ย 

 
(ก) มุมปะทะ 0 องศา 

 
(ข) มุมปะทะ 45 องศา 

 
(ค) มุมปะทะ 90 องศา 

รูปท่ี 4.24 การกระจายตวัของค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนท่ีผวิเมล็ดขา้ว 
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4.5  สรุปผลการวจิัย 
  การศึกษาและวิเคราะห์การถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในวสัดุช้ืนภายใตเ้ง่ือนไข
สภาวะการอบแหง้ของอากาศคงท่ี เพื่อสร้างสมการแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการอบแห้งวสัดุ
ช้ืนกอ้นเดียว โดยสามารถแบ่งช่วงสมการของการอบแหง้ไดเ้ป็นสองช่วง คือ ช่วงอตัราการอบแห้ง
คงท่ี พิจารณาไดใ้นกรณีท่ีค่าความช้ืนเร่ิมตน้ของวสัดุมีค่าสูงกว่าค่าความช้ืนวิกฤต และช่วงอตัรา
การอบแหง้ลดลงจะเกิดข้ึนเม่ือค่าความช้ืนของวสัดุอยูต่  ่ากวา่ค่าความช้ืนวกิฤต สมการท่ีไดส้ามารถ
น าไปประยุกต์ใช้ส าหรับการหาค่าการเปล่ียนแปลงความร้อนและความช้ืนภายในวสัดุท่ีตอ้งการ
อบแห้งได้อย่างหลากหลาย ทั้งน้ีจากหัวขอ้การศึกษาท่ีได้สรุปมายงัมีประเด็นการศึกษาอีกมาก    
เพื่อน าสู่การพฒันาแบบจ าลองหรือกระบวนการอบแหง้ต่อไป 
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บทที ่5 
การวเิคราะห์เชิงตวัเลขของการถ่ายเทความร้อนและความช้ืน                        

ของเมลด็ข้าวเปลือก 

 หมายเหตุ : บทท่ี 5 น้ีเป็นบทความแปล Manuscript ท่ีได้เตรียมการไวเ้พื่อส่งตีพิมพ์ใน
วารสารวชิาการ จึงมีเน้ือหาคลา้ยคลึงกบับทท่ี 1-4 อยูบ่า้ง 

5.1  บทคดัย่อ 
  สมการท่ีใชอ้ธิบายการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในเมล็ดขา้วเปลือกท่ีเกิดข้ึนพร้อม
กนัระหว่างกระบวนการอบแห้งได้ท าการค านวณทาง CFD ด้วยระเบียบวิธีปริมาตรจ ากดั เมล็ด
ขา้วเปลือกถูกจ าลองเป็นรูปทรงรีท่ีแบ่งออกเป็นสามชั้นอย่างต่อเน่ืองกนั ได้แก่ เปลือก ร า และ     
เน้ือขา้ว โดยมีกระบวนการน าความร้อนแบบไม่คงตวัและการแพร่ของความช้ืนท่ีเกิดข้ึนภายใน
เมล็ดผนวกกบัการพาความร้อนและการถ่ายโอนมวลท่ีเกิดข้ึนระหวา่งผิวของเมล็ดขา้วกบัอากาศแห้ง 
ส่วนการก าหนดสภาวะเร่ิมตน้และเง่ือนไขขอบกระท าโดยใหค้่าอุณหภูมิเร่ิมตน้และการกระจายตวั
ของความช้ืนภายในเมล็ดขา้ว รวมถึงการก าหนดค่าอุณหภูมิและความช้ืนสัมพทัธ์ของอากาศร้อน 
ผลการทดลองการอบแห้งแบบชั้นบางใช้เพื่อตรวจสอบการค านวณทาง CFD พบว่าค่าเกรเดียนท์
อุณหภูมิสูงสุดภายในเมล็ดขา้วเกิดข้ึนเพียงไม่ก่ีนาทีแรกของกระบวนการอบแห้ง ส่วนค่าเกรเดียนท์  
ความช้ืนสูงสุดท่ียงัปรากฏอยู่จะเป็นส่วนส าคญัท่ีมีผลกระทบต่อคุณสมบติัจากการอบแห้งของ
เมล็ดขา้ว 

5.2  บทน า 
  ขา้ว (Paddy) เป็นผลผลิตทางการเกษตรท่ีมีความส าคญัส าหรับประชากรโลกโดยเฉพาะ    
ในภูมิประเทศแถบเอเชีย โดยส่วนใหญ่ขา้วจะถูกเก็บเก่ียวท่ีความช้ืนสูง ดงันั้น ขา้วเปลือกจึงตอ้ง   
ท าการลดความช้ืนทนัทีภายหลงัการเก็บเก่ียวเพื่อจะได้เก็บรักษาได้อย่างปลอดภยั กระบวนการ
อบแหง้นั้นยอ่มมีค่าใชจ่้ายแต่ก็มีความส าคญัต่อผลผลิตขา้ว การอบแหง้ท่ีเหมาะสมช่วยเพิ่มคุณภาพ
ของเมล็ดขา้วและเพิ่มระยะเวลาการเก็บรักษา ในทางกลบักนักระบวนการอบแห้งท่ีไม่เหมาะสม   
จะมีผลไปลดค่าตน้ขา้วและคุณภาพขา้วสีลงได ้กระบวนการอบแห้งท่ีดีนั้นจึงจ าเป็นตอ้งมีอตัรา  
การอบแหง้สูง ไดข้า้วคุณภาพสูงโดยมีค่าใชจ่้ายนอ้ยท่ีสุด
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  การอบแห้งข้าวเปลือกเป็นกระบวนการท่ีมีความซับซ้อนมาก แบบจ าลองการอบแห้ง
ในทางทฤษฎีตอ้งการสมการหลกัท่ีถูกตอ้งรวมทั้งเง่ือนไขขอบท่ีเหมาะสม การถ่ายเทความร้อนและ
ความช้ืนทั้ งภายในและภายนอกเมล็ดข้าวเปลือกเป็นสองกระบวนการหลักทางฟิสิกส์ ท่ี            
ปรากฏเก่ียวพนัและปฏิสัมพนัธ์กนัตั้งแต่การระเหยของความช้ืนจากความร้อนแฝงให้เป็นไอน ้ า 
สืบเน่ืองจากความส าคญัและความยุ่งยากของกระบวนการอบแห้งจึงท าให้มีการศึกษาวิจยัข้ึน     
อย่างกวา้งขวาง Luikov (1966) น าเสนอชุดสมการหลักส าหรับการอบแห้งข้าวท่ีเก่ียวพันกัน                   
ด้วยการถ่ายเทในสองกระบวนการ นักวิจยัโดยส่วนใหญ่ประยุกต์ใช้สมการเหล่าน้ีเพื่อท านาย             
การอบแห้งข้าว Husain, Chen, and Clayton (1973) น า เสนอแบบจ าลองความเ ก่ียวพันของ              
การถ่ายเทความร้อนและมวลโดยอาศยัสมการของ Luikov พบว่าผลท านายส าหรับการอบแห้ง
ข้าวเปลือกให้ผลสอดคล้องอย่างดีกับข้อมูลทางการทดลอง การศึกษาเชิงตวัเลขท่ีด าเนินการ        
โดย Sarker, Kunze, and Strouboulis (1994, 1996) ใช้วิ ธี ไฟไนต์ เอลิ เมนต์ เพื่ อค านวณอัตรา             
การอบแห้งขา้วเปลือก จากการศึกษาปรากฏค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนข้ึนสูงสุดในแนวยาวใกลบ้ริเวณ
ส่วนกลางของเมล็ดข้าว Jia, Yang, Siebenmorgen, and Cnossen (2000) พัฒนาแบบจ าลองทาง
คณิตศาสตร์และภายหลงั Jia, Yang, Siebenmorgen, and Cnossen (2001) พฒันาโปรแกรมค านวณ
ทางคอมพิวเตอร์โดยใช้วิธีไฟไนต์เอลิเมนต์อันประกอบด้วยภาพกราฟฟิกท่ีสามารถเห็นค่า              
ท่ีค  านวณการอบแห้งขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ดรวมทั้งกระบวนการพกัไปจนถึงการกระจายตัวของ   
ความเคน้ภายใน Ranjan, Irudayaraj, and Mahaffy (2002) พฒันาแบบจ าลองเชิงปริมาตรในสามมิติ
ส าหรับการท านายอุณหภูมิและความช้ืนส าหรับวสัดุอาหารหลากหลายชนิด การท านายทั้งหมด
ให้ผลสอดคล้องอย่างดีกบัค่าการทดลองท่ีปรากฏและยงัแสดงศกัยภาพท่ีดีส าหรับประยุกต์ใน      
การอบแห้งเมล็ดพืชและอาหาร Wu, Yang, and Jia (2004) ใช้ระเบียบวิธีปริมาตรจ ากัดทั้งแบบ    
สองมิติและสามมิติค านวณการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในเมล็ดขา้วเปลือก โดยพบว่า            
การค านวณในแบบสองมิติเพียงพอต่อการหาค่าองค์ประกอบท่ีส าคญัภายในเมล็ดข้าวเปลือก
อยา่งเช่นเวลาการปรากฏค่าสูงสุดของเกรเดียนทค์วามช้ืน 
  ข้อส าคัญของการศึกษาข้างต้นจะเป็นการประมาณการให้ค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเท      
ความร้อนและมวลเป็นค่าคงท่ีซ่ึงในความเป็นจริงไม่เป็นดงันั้น Kaya, Aydin, and Dincer (2006) 
ศึกษาการแปรผนัของค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและมวลของวสัดุช้ืนรูปทรงส่ีเหล่ียม
ภายใตก้ารไหลโดยใชเ้ทคนิคทาง CFD โดยพิจารณาการไหลผา่นและการกระจายอุณหภูมิรอบวตัถุ
เพื่อท านายค่าการแปรผนัค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและใช้ปฏิสัมพันธ์ชั้ นชิดผิว             
เพื่อค านวณค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทมวล การกระจายตวัของค่าสัมประสิทธ์ิน้ีน าไปเป็นเง่ือนไข
ขอบและใช้ค  านวณการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในวสัดุช้ืน ผลเฉลยท่ีได้แสดงค่า               
ท่ีสอดคลอ้งอยา่งดีกบัขอ้มูลการทดลองจากงานวจิยัอา้งอิง 
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  จะเห็นได้ว่าการค านวณทางคอมพิวเตอร์ของเทคโนโลยีการอบแห้งอาศยักระบวนการ     
ก่ึงทฤษฏีโดยท่ีขอ้มูลขอบดงัเช่นค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนและมวลจะถูก “ก าหนด”     
จากปฏิสัมพนัธ์การทดลอง จึงมีความจ าเป็นอยา่งยิ่งท่ีทุกค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทควร “ค านวณ” 
มากกวา่ “ก าหนด” 
  จุดประสงค์หลักท้ายสุดของการศึกษาคือเพื่อหาค่ากระบวนการอบแห้งของเมล็ด
ขา้วเปลือกโดยการค านวณเชิงตวัเลขโดยท่ีค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเททั้งหมดจะค านวณเก่ียวพนัไป
กับกระแสการไหลและกระบวนการแพร่ภายในเมล็ดข้าวเปลือก อย่างไรก็ตามในล าดับของ
การศึกษาน้ีเพื่อลดความยุ่งยาก การไหลภายนอกจะแยกออกไปและค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทท่ี  
ขอบจะถูกก าหนดให ้

5.3  วธิดี าเนินการ 
  5.3.1 ทฤษฎสี าหรับการอบแห้ง 
    การปรับรูปชุดสมการของ Luikov ดงัท่ีไดก้ล่าวในขา้งตน้น ามาใชใ้นการศึกษาน้ี 
สมมุติฐานท่ีใช้ส าหรับแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ประกอบไปด้วย : (1) เมล็ดข้าวเปลือกเป็น         
รูปทรงรีต่อเน่ืองกันแบ่งออกเป็นสามชั้ น: เปลือก,  ร า และข้าวขาว (รูปท่ี 5.1 และรูปท่ี 5.2)                        
(2) กระบวนการน าความร้อนและการแพร่ความช้ืนเป็นแบบไม่คงท่ี และ (3) ค่าสัมประสิทธ์ิ        
การถ่ายเทความร้อนและมวลก าหนดให้ท่ีขอบ (4) การแตกร้าวหรือการเปล่ียนรูปทรงของ         
เมล็ดขา้วเปลือกระหว่างการอบแห้งเกิดข้ึนน้อยมาก (5) ไม่เกิดความร้อนข้ึนเองภายในเมล็ดขา้ว 
และ (6) ไม่มีผลของการแผ่รังสีความร้อน จากข้อสมมุติฐานข้างต้น สมการหลักท่ีใช้อธิบาย          
การอนุรักษค์วามร้อนภายในเมล็ดขา้วอยูใ่นรูปแบบดงัน้ี: 

  ( ) ( )TTc
t

gg =



   (5.1) 

   เม่ือ T คือ อุณหภูมิ [°C], t คือ เวลา [sec], ρg คือ ความหนาแน่นของเมล็ด [kg·m-3], 
cg คือ ค่าความจุความร้อนของขา้ว [J·kg-1·°C-1], และ λ คือ ค่าการน าความร้อน [W·m-1·°C-1] 
   ท านองเดียวกนั สมการการแพร่ของ Fick (Luikov, 1966) หรือสมการการถ่ายเท
ความช้ืนสามารถเขียนไดเ้ป็น: 

  ( ) ( )=



D

t
gg    (5.2) 
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   เม่ือ Φ คือ ปริมาณความช้ืน [dry basis, d.b. (นิยามเป็นมวลของน ้ าส่วนด้วยมวล
แหง้ของกอ้นวสัดุ)], และ DΦ คือ ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่ [m2·s-1] 
  5.3.2 เง่ือนไขขอบและเง่ือนไขเร่ิมต้น 
   ส าหรับสมการอนุรักษค์วามร้อนเง่ือนไขขอบคือ 

  ( )at TTh
n

T
−=




−   (5.3) 

   เ ม่ือ n คือ ทิศทางตั้ งฉากภายนอก(หรือภายใน)ของผิวเมล็ดข้าว, ht คือ ค่า
สัมประสิทธ์ิการพาความร้อน  [W·m-2·°C-1], และ Ta คือ อุณหภูมิอากาศแวดลอ้ม 
   ส าหรับสมการอนุรักษม์วลเง่ือนไขขอบคือ 

  ( )emh
n

D −=



−    (5.4) 

   เม่ือ Φe คือ ความช้ืนสมดุลของเมล็ดภายใต้สภาวะอากาศโดยรอบ และ hm คือ       
ค่าสัมประสิทธ์ิการพาของมวล [m·s-1] เง่ือนไขเร่ิมตน้ส าหรับทั้งสองสมการเป็นดงัน้ี: 

  00 , TT ==   (5.5) 

   เม่ือ Φ0 คือ ความช้ืนเร่ิมตน้ของเมล็ดขา้ว และ T0 คือ อุณหภูมิเร่ิมตน้ของเมล็ด
ขา้วเปลือก 
   สมการปฏิสัมพนัธ์ส าหรับ  ht, hm, λ, ρg, cg, DΦ และ Φe จะน าเสนอดังต่อไปน้ี     
โดย Lague and Jenkins (1991) ใชส้มการปฏิสัมพนัธ์เพื่อหาค่า ht, hm, λ, ρg และ cg เป็นดงัน้ี 

  53.087.6509.16 uht +=   (5.6) 

  553.008073.001959.0 uhm +=   (5.7) 

   เม่ือ u คือ ความเร็วเฉล่ียของอากาศ [m·s-1] 
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  ( )
( )ave

ave

*475.0656.0

0958.00637.0

−

+
=   (5.8) 

   เม่ือ Φavg คือ ปริมาณความช้ืนเฉล่ียของเมล็ดในหน่วย kg water/kg dry grain และ 
Φ*avg คือ ปริมาณความช้ืนเฉล่ียของเมล็ดในหน่วย kg water/kg wet grain [wet basis, w.b.] 

  
ave

ave
ii A

+

+
=

1

7051456
   (5.9) 

   เม่ือ Ai เป็นค่าคงท่ีส าหรับส่วนข้าวขาว, ชั้นร า, และชั้นเปลือกข้าวเป็น 1.257, 
1.493, 0.532 ตามล าดบั แบบจ าลองค่าความจุความร้อนน ามาจาก Lague and Jenkins (1991) เป็น
ดงัน้ี: 

  aveendospermc *37661180 +=   (5.10) 

  ]/875.0)*38071201/(1/[(125.0 endospermavebran cc −+=   (5.11) 

  ]/7.0/1.0)*44771109/(1/[2.0 endospermbranavehull ccc −−+=   (5.12) 

   ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่ความช้ืนของเมล็ดค านวณในรูปสมการจาก Lu and 
Siebenmorgen (1992): 

  )]15.273/(5.5289exp[
3600

6163.1
+−= aveendosperm TD   (5.13) 

  3600/)]15.273/(5.7042exp[969.110 +−= avebran TD   (5.14) 

  3600/)]15.273/(5.6000exp[0101.3 +−= avehull TD   (5.15) 

 



67 

   เม่ือ Tavg คือ ค่าอุณหภูมิเฉล่ียของเมล็ดขา้วเปลือก ส าหรับค่าความช้ืนสมดุลของ
อากาศอบแหง้ใชค้่าใน ASAE Standards (2001) เป็น: 

  )]ln()703.35(ln[046015.029394.0 RHTae +−−=   (5.16) 

   เม่ือ RH คือ ค่าความช้ืนสัมพทัธ์ของอากาศอบแหง้ 
  5.3.3 ข้อมูลการทดลองทีใ่ช้ 
   ขอ้มูลการทดลองการอบแห้งแบบชั้นบางท่ีน าเสนอโดย Cnossen and Siebenmorgen 
(2000) และ Yang, Jia, Siebenmorgen, Howell, and Cnossen (2002) ใชเ้ทียบสอบกบัผลการค านวณ
ท่ีจะน าเสนอ เง่ือนไขท่ีใชใ้นการทดลองแสดงในตารางท่ี 5.1 ค่าอุณหภูมิเร่ิมตน้ของขา้วเปลือกใน
ทุกเคสมีค่าอยูท่ี่ 29 °C และความเร็วของอากาศท่ีไหลเขา้สู่ชั้นบางของขา้วอยูท่ี่ 0.11 m·s-1 

ตารางท่ี 5.1 เง่ือนไขอบแหง้ของการทดสอบการอบแหง้แบบชั้นบาง 

  5.3.4 การสร้างขนาดเมลด็ข้าว 
   ในการศึกษาน้ีจะสมมุติใหเ้มล็ดขา้วเปลือกเป็นรูปทรงรีดงัแสดงในรูปท่ี 5.1 

 

รูปท่ี 5.1 ปริมาตรรูปทรงรีท่ีประกอบดว้ยแกน a, b, c 
 

Case Ta (ºC) %RH M0 %[w.b.] 

I. 60 17 21.1 
II. 42 30 16.4 
III. 38 47 21.3 
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   ข้าวเปลือกเมล็ดยาวพนัธ์ุ Cypress ใช้ในการศึกษาน้ี โดยรูปทรงรีก าหนดให้มี
ขนาดเป็นดงัน้ี: 8.83 mm เป็นขนาดทางแกนยาว, 2.48 mm เป็นขนาดทางแกนสั้ น, 1.92 mm เป็น
ขนาดของแกนสั้นสุด (Wu et al., 2004) รูปท่ี 5.2 แสดงขนาดขององคป์ระกอบทั้งสามชั้น 

 

 

รูปท่ี 5.2 ขนาดของส่วนเปลือก, ร า และขา้วขาวของขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ด (หนา้ตดั 1/4) 

  5.3.5 การเกบ็รวบรวมข้อมูล 
   การค านวณทางพลศาสตร์ของไหลดว้ยโปรแกรมคอมพิวเตอร์ (ANSYS Inc., 2005) 
ถูกเลือกน ามาใชห้าผลเฉลยของกระบวนการอบแหง้ ในส่วนน้ีจะใช ้CFD แกปั้ญหาสมการอนุรักษ์
และการถ่ายเทโดยระเบียบวิธีปริมาตรจ ากัด กริดท่ีใช้ค  านวณทางคอมพิวเตอร์ถูกจ าลองข้ึน         
ดว้ยกรรมวิธีการสร้างเมสในรูปทรงปิรามิดฐานสามเหล่ียม ขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ดถูกจ าลองแบบ
สมมาตรรอบแกนโดยใชแ้นวเส้นศูนยก์ลางแกนยาวเป็นแกนสมมาตร คุณลกัษณะของการสมมาตร
รอบแกนของปัญหาจะถูกค านวณในขอบข่ายการค านวณทางคอมพิวเตอร์แบบสองมิติทรงรูปล่ิม
มุม 15° ไปในทิศทางท่ีสาม (ดูรูปท่ี 5.3) ดว้ยความสมมาตรเพียงเศษหน่ึงส่วนส่ีของพื้นท่ีหน้าตดั   
จะถูกค านวณ ขอบข่ายถูกยอ่ยเป็น 4,881 เอลิเมนตท์รงสามเหล่ียมท่ีมีจ านวนทั้งหมด 1,487 โหนด 
โดย CFD จะค านวณสองสมการหลักส าหรับสองตัวแปร : อุณหภูมิและปริมาณความช้ืน                
การค านวณโดยข้ึนกับเวลาถูกจัดสรรขั้นเวลาให้เท่ากันใน (i) 1 วินาที ส าหรับช่วงแรกของ            
การอบแห้ง; (ii) 1 นาที ภายหลงัจากนั้น; โดยขอ้พิจารณาน้ีไดม้าจากการเห็นอตัราการอบแห้งจาก
การหาค่าทางการทดลอง 
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รูปท่ี 5.3 กริดโครงสร้างใชส้ าหรับล่ิม 15 องศาในขอบข่ายการค านวณแบบสมมาตรรอบแกน 

   เง่ือนไขขอบท่ีเหมาะสมเป็นท่ีตอ้งการส าหรับผลส าเร็จของงานการค านวณทาง
คอมพิวเตอร์ เง่ือนไขเร่ิมต้นก าหนดในค่าของอุณหภูมิและความช้ืนของเมล็ดและอากาศท่ี              
อยู่โดยรอบ นอกจากนั้นเง่ือนไขขอบของอุณหภูมิและความช้ืนท่ีแสดงในสมการ (5.3) และ (5.4) 
ถูกใช้ท่ีด้านนอกผิวของเมล็ด เง่ือนไขขอบ “สมมาตร” ถูกใช้ท่ีระนาบ  ด้านสูงและต ่า และใน    
ด้านผิวหน้าตดัของล่ิม กรณีการทดสอบทั้งหมดจะค านวณจนกระทัง่กากของสมการมีการลู่เขา้ 
อย่างไรก็ตามการลู่เขา้ของการค านวณถูกยืนยนัความถูกตอ้งด้วยการสังเกตกฏคงมวลของแนว    
การไหลประกอบไปดว้ย 

5.4  ผลการวเิคราะห์ข้อมูลและการอภิปรายผล 
  การเปรียบเทียบค่าของอุณหภูมิท่ีส่วนตรงกลางของเมล็ดดว้ยขอ้มูลการทดลองของ Yang 
et al. (2002) ไดแ้สดงในรูปท่ี 5.4 ในการค านวณเร่ิมแรก (simulation 1) มีความแตกต่างระหวา่งผล
ท่ีสองค่าเป็นอยา่งมาก โดยเฉพาะในช่วงแรกของการอบแห้ง ความไม่สอดคลอ้งน้ีเช่ือวา่เป็นผลมา
จากความคลาดเคล่ือนของค่าพารามิเตอร์ทั้งหลายท่ีไม่ไดว้ดัมาโดยเฉพาะส าหรับขา้วพนัธ์ุ Cypress 
ท่ีใช้ในการศึกษาน้ี โดยวิธีการหาค่าคุณสมบติัของขา้วถูกน ามาจากงานวิจยัอา้งอิง; ตวัอย่างเช่น     
ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่ของมวลถูกพฒันามาส าหรับข้าวพนัธ์ุ ‘Newbonnet’ โดยมีพารามิเตอร์    
ส่วนหน่ึงท่ีเก่ียวกบัอตัราการถ่ายเทความร้อน ดงัเช่น ค่าความจุความร้อนของขา้ว cg, ค่าการน า
ความร้อน λ, และค่าสัมประสิทธ์ิการพาความร้อน ht ดว้ยขอ้สงสัยน้ีจึงท าการปรับค่า cg ดว้ยการคูณ
ค่าปรับแก้ ในรูปท่ี 5.4 ‘Simlation 1’, ‘Simlation 2’ และ  ‘Simlation 3’ น า เสนอเพื่อแสดงผล          
การค านวณเม่ือปรับค่า cg ดว้ยการคูณโดย 1.0, 0.8 และ 0.6 ตามล าดบั 
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รูปท่ี 5.4 ค่าการทดลองและค่าการค านวณอุณหภูมิตรงกลางเมล็ดขา้วเปลือกท่ีอากาศอบแหง้ 60 °C  
   และความช้ืนสัมพทัธ์ 17% 

  จากผลท่ีได้พบว่า ‘Simlation 3’ สอดคล้องอย่างดีท่ีสุดกับข้อมูลการทดลอง จะเห็นว่า
อุณหภูมิตรงกลางของเมล็ดเพิ่มข้ึนถึงค่าอุณหภูมิอากาศอบแห้งด้วยเวลาประมาณ 2 นาที การเพิ่ม
อย่างรวดเร็วของอุณหภูมิสามารถมีผลให้เกิดความเค้นอันเน่ืองจากความร้อนท่ีท าให้เมล็ด
ขา้วเปลือกแตกหกัได ้(Sarker et al., 1996) 
  การค านวณด้วยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขเพื่อหาค่าส าหรับกรณีทั้งสามเง่ือนไขการอบแห้ง        
ท่ีปรากฏในตารางท่ี 5.1 นอกจากในกรณีของอุณหภูมิท่ีกล่าวมาแล้วนั้น ผลในตอนท้ายแสดง    
ความแตกต่างอย่างมากของค่าปริมาณความช้ืนเฉล่ีย ค่าสัมประสิทธ์ิการพามวล hm และ                   
ค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่ของมวล DΦ เป็นพารามิเตอร์หลักท่ีมีผลต่ออตัราการถ่ายเทความช้ืน          
ในทา้ยสุดมีการปรับค่าโดยกระท าต่อค่า DΦ ด้วยการคูณค่าตวัปรับแก้ในส่วนทั้งหมดของเมล็ด    
โดยท่ียงัคงค่าสัมประสิทธ์ิการพามวลไม่ให้มีค่าเปล่ียนแปลง ผลเปรียบเทียบค่าความช้ืนเฉล่ีย      
ของทั้งเมล็ดส าหรับทั้งสามกรณีแสดงให้เห็นในรูปท่ี 5.5-5.7 Simlation 1’ และ ‘Simlation 2’ แทน
ผลการค านวณท่ีไม่ได้ปรับค่าและท่ีปรับค่าส าหรับ DΦ ตามล าดบั กรณีท่ี I ในรูปท่ี 5.5 ไม่ได้มี      
การปรับค่า; กรณีท่ี II ในรูปท่ี 5.6 มีตวัปรับค่าดว้ยตวัคูณ 1.2 และกรณีท่ี III ในรูปท่ี 5.7 ปรับค่าดว้ย
ตวัคูณ 1.8 จะเห็นได้ว่าตวัคูณปรับแก้สามารถช่วยเพิ่มค่าการท านายได้สอดคล้องกับค่าขอ้มูล       
การทดลอง ค่าตวัคูณปรับค่าส าหรับค่าสัมประสิทธ์ิการแพร่มวล, cD, สามารถสร้างความสัมพนัธ์
กบัค่าอุณหภูมิอากาศอบแหง้ในรูปแบบตวัแปรยกก าลงัสองเป็น: 
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  200606.06348.01727.17 aaD TTc +−=   (5.19) 

 

 

รูปท่ี 5.5 ค่าการทดลองและการค านวณปริมาณความช้ืนเฉล่ียท่ีอากาศอบแหง้ 60°C และความช้ืน 
   สัมพทัธ์ 17% 

 

 

รูปท่ี 5.6 ค่าการทดลองและการค านวณปริมาณความช้ืนเฉล่ียท่ีอากาศอบแหง้ 42°C และความช้ืน 
   สัมพทัธ์ 30% 
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รูปท่ี 5.7 ค่าการทดลองและการค านวณปริมาณความช้ืนเฉล่ียท่ีอากาศอบแหง้ 38°C และความช้ืน 
   สัมพทัธ์ 47% 

  ค่าเกรเดียนท์ความช้ืนเป็นผลกระทบหลกัท่ีท าให้เกิดการแตกร้าวของเมล็ดขา้ว การลดลง
อย่างมากของปริมาณความช้ืนสามารถสังเกตเห็นไดใ้นระหว่างช่วงนาทีแรก ๆ ของการอบแห้ง; 
ภายหลังจากนั้นความช้ืนลดลงอย่างช้า ๆ พฤติกรรมน้ีเป็นท่ีทราบกันดีในทางวิทยาศาสตร์            
การอบแห้งเมล็ดข้าวเปลือกและยงัสามารถท านายค่าได้อย่างถูกต้องด้วยกรรมวิธีการค านวณ       
ทางคอมพิวเตอร์ 
  หลากหลายงานวิจยัได้น าเสนอผลอนัเกิดจากเกรเดียนท์ความช้ืนและอุณหภูมิท่ีท าให้      
เกิดระดบัความเคน้อย่างสูงในเมล็ด เน่ืองจากเกรเดียนท์อุณหภูมิปรากฏเฉพาะในช่วงนาทีแรก ๆ 
ของกระบวนการอบแหง้; ดงันั้นส่ิงน้ีจึงมีผลผลกระทบต่อการแตกร้าวนอ้ยกวา่เกรเดียนทค์วามช้ืน; 
ดงันั้นจึงมีงานวิจยัโดยมาก (Sarker et al., 1994; Ranjan et al., 2002; Yang et al., 2002) ท่ีละเวน้   
การน าเสนอในส่วนของอุณหภูมิไป ในทางตรงกนัขา้มค่าเกรเดียนท์ความช้ืนจะมีค่าค่อนขา้งน้อย
ในช่วงแรกของการอบแห้งเน่ืองจากปริมาณความช้ืนท่ีน าออกจากเมล็ดมีไดจ้  ากดั แต่จะมีค่าเพิ่ม
ข้ึนมาอีกโดยตลอดท่ีกระบวนการอบแห้งด าเนินไป (Yang, Zhang, and Jia, 2005) ดงัตวัอยา่งท่ี
แสดงเห็นของค่าเกรเดียนท์ความช้ืนและอุณหภูมิในรายละเอียดแล้วนั้น จึงเป็นความส าคญัท่ี         
จะตอ้งทราบค่าการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนในเมล็ดขา้วเปลือกในระหวา่งกระบวนการ
อบแหง้ 
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  ขอ้ดีประการหน่ึงของ CFD ท่ีสามารถเห็นการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนได้     
ทัว่ทั้ งเมล็ดในโดเมนการค านวณในแต่ละขั้นเวลาได้ การกระจายตวัของอุณหภูมิภายในเมล็ด
ภายหลัง 30 วินาที ของกรณีท่ี I ได้แสดงในรูปท่ี 5.8 ซ่ึงแสดงให้เห็นว่าในช่วงเร่ิมต้นของการ
อบแห้งปรากฏค่าความแตกต่างอย่างมากระหว่างบริเวณผิวและส่วนดา้นในของเมล็ดขา้วเปลือก 
(อุณหภูมิแตกต่างอยูท่ี่ประมาณ 5°C ภายหลงั 30 วนิาที) เม่ือกระบวนการอบแหง้ด าเนินไปมีการลด
ระดบัการกระจายตวัของอุณหภูมิอย่างรวดเร็ว ดงันั้นในกระบวนการอบแห้งตอ้งมีการควบคุม   
อย่างระมดัระวงัท่ีจะให้เกิดความเสียหายน้อยท่ีสุดอันเน่ืองจากการเพิ่มข้ึนของความเค้นจาก      
ความร้อนของอุณภูมิท่ีเกิดข้ึนภายในเมล็ด 

 

รูปท่ี 5.8 การกระจายตวัของอุณหภูมิภายหลงั 30 วินาที ของกรณีท่ี I ในตารางท่ี 5.1 

  ส าหรับการค านวณค่าเกรเดียนทอุ์ณหภูมิสูงสุดจะน าเสนอดงัน้ี โดยท่ีค่าเกรเดียนทอุ์ณหภูมิ
ก าหนดโดยความแตกต่างของอุณหภูมิระหว่างจุดนอกสุดของชั้นร าและจุดตรงกลางของเมล็ด
ขา้วเปลือกหารด้วยระยะระหว่างจุดอุณหภูมิทั้งสอง ค่าเกรเดียนท์อุณหภูมิตามทิศทางสองแกน 
(ตามแนวแกนยาวและแนวแกนสั้ น) ได้แสดงในรูปท่ี 5.9 ซ่ึงพบว่าค่าเกรเดียนท์อุณหภูมิสูงสุด
ปรากฏท่ีเวลา 5-10 วินาที ภายหลงัเร่ิมการอบแห้งและระดบัของเกรเดียนทอุ์ณหภูมิจะลดระดบัไป
ภายหลงั 2 นาที ขอ้มูลน้ีสอดคลอ้งกบัการคน้พบท่ีรายงานโดย Yang et al. (2002) ทั้งยงัสามารถพบ
ได้อีกว่าค่าเกรเดียนท์อุณหภูมิสูงสุดในทิศทางของแกนสั้ นมีค่าใกล้เคียงเป็นสองเท่าของค่าใน
ทิศทางแกนยาว เน่ืองจากค่าเกรเดียนท์อุณหภูมิสูงสุดจะปรากฏข้ึนเฉพาะในช่วงนาทีแรก ๆ ของ
กระบวนการอบแหง้ ดงันั้นถา้มีการใชอุ้ณหภูมิการอบแหง้ท่ีสูงในกระบวนการอบแห้งจะตอ้งมีการ
จดัการอยา่งระมดัระวงัในการใหเ้กิดค่าเกรเดียนทใ์ห้นอ้ยท่ีสุด 
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รูปท่ี 5.9 ค่าเกรเดียนทอุ์ณหภูมิของกรณีท่ี I ในตารางท่ี 5.1 

  ขอ้แตกต่างจากค่าการกระจายตวัของอุณหภูมิ, การกระจายตวัของความช้ืนภายในเมล็ด
ลดลงอยา่งชา้ ๆ ดงัท่ีแสดงใหเ้ห็นในรูปท่ี 5.10-5.11 

 

รูปท่ี 5.10 การกระจายตวัของความช้ืนของกรณีท่ี I ท่ี 80 นาที 

  การค านวณปริมาณความช้ืนท่ีสามจุดเลือกในเมล็ดขา้วเปลือกภายใตเ้ง่ือนไขการอบแห้ง
ของกรณีท่ี I  แสดงให้เห็นในรูปท่ี 5.11 เม่ือกระบวนการอบแห้งด าเนินไปจากส่วนชั้นดา้นนอกไป
ยงัส่วนในของเมล็ดขา้วเปลือก ค่าปริมาณความช้ืนของจุดตรงกลางจะยงัไม่มีการเปล่ียนแปลงใน
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ระหวา่งช่วง 20 นาทีแรก ก่อนท่ีจะลดตวัลงอยา่งชา้ ๆ หลงัจากนั้น ค่าปริมาณความช้ืนท่ีจุดผิวดา้น
แกนสั้นมีค่าลดลงอยา่งมากและมากกวา่ท่ีจุดผวิดา้นแกนยาว 

 

 

รูปท่ี 5.11 ค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนทั้งสามจุดเลือกบนเมล็ดขา้วเปลือกของกรณีท่ี I 

  ค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนคือค่าความแตกต่างของปริมาณความช้ืนท่ีจุดผิวนอกของชั้นร าและ
จุดกลางของเมล็ดขา้วเปลือกหารด้วยระยะทางระหว่างจุดทั้งสอง ค่าเกรเดียนท์ความช้ืนน้ีเป็น      
แรงขบัส าหรับการแพร่ความช้ืนจากชั้นด้านในไปยงัส่วนผิวของเมล็ด สืบเน่ืองจากเมล็ดขา้วนั้น
สามารถดูดความช้ืนได้และมีพลวตัรทางกายภาพท่ีเป็นผลจากการเปล่ียนแปลงความช้ืนและ
อุณหภูมิภายใตอ้ากาศอบแห้งโดยรอบ เมล็ดขา้วท่ีเปียกผิวจะเสียความช้ืนให้กบัอากาศท่ีแห้งกวา่
โดยความช้ืนท่ีสัมพทัธ์โดยจะปรากฏเม่ือความดนัไอท่ีผวิของเมล็ดมีค่าสูงมากกวา่ความดนัไอของ
อากาศโดยรอบ ส าหรับด้านแกนยาวค่าเกรเดียนท์ความช้ืนจะเพิ่มข้ึนอย่างต่อเน่ืองเป็นผลให้มี       
การเพิ่มของอัตราการอบแห้ง Sarker et al. (1966) และ Yang et al. (2002) พบว่าค่าเกรเดียนท์  
ความช้ืนภายในเมล็ดขา้วแต่ละเมล็ดนั้นจะมีผลกระทบอยา่งมากต่อค่าคุณภาพของขา้วในตอนทา้ย 
  รูปท่ี 5.12 แสดงค่าเกรเดียนท์ความช้ืนตามแนวของสองแกนภายใตเ้ง่ือนไขการอบแห้ง
กรณีท่ี I ค่าสูงสุดท่ีเพิ่มข้ึนท่ีเวลา 45 นาทีในแนวแกนสั้นอีกทั้งยงัเป็นค่าท่ีมากกวา่ในทางแกนยาว 
ซ่ึงเป็นขอ้ยืนยนัท่ีพบไดใ้นงานวิจยัของ Sarker et al. (1996) การเพิ่มข้ึนอย่างสูงของค่าเกรเดียนท์ 
ความช้ืนนั้นจะปรากฏในช่วงแรกของการอบแห้งแลว้จึงค่อย ๆ มีแนวโนม้ลดลง ดงันั้นแลว้เทคนิค
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กระบวนการอนัเหมาะสมอยา่งเช่น กระบวนการพกัหรือการเวน้ช่วงการอบแห้งควรน ามาใช้ก่อน
จะเกิดค่าสูงสุดของเกรเดียนทข์องความช้ืน เช่นท่ีเวลา 20 นาที เพื่อท่ีจะลดปัญหาการแตกร้าวและ
ยงัไปเพิ่มคุณภาพของเมล็ดขา้วสีภายหลงักระบวนการอบแหง้ไดอี้กดว้ย 

 

 

รูปท่ี 5.12 ค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนของกรณีท่ี I 

5.5  บทสรุป 
  การเก่ียวพนักนัของการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนภายในเมล็ดขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ด    
ในระหว่างกระบวนการอบแห้งได้ค  านวณโดยใช้ CFD เพื่อแก้ปัญหาสมการในด้านการถ่ายเท   
ความร้อนและความช้ืน การท านายผลจาก CFD ได้เทียบสอบด้วยขอ้มูลจากการทดลองอ้างอิง     
โดยค่าการท านายการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนให้ผลท่ีสอดคลอ้งเป็นอยา่งดีกบัค่าขอ้มูล
ท่ีวดัมาไดจ้ากการทดลอง ในส่วนของค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนสูงสุดและค่าเกรเดียนทอุ์ณหภูมิสูงสุด
พบวา่จะปรากฏค่าสูงในดา้นแกนสั้นของเมล็ดขา้ว ค่าเกรเดียนทค์วามช้ืนสูงสุดปรากฏอยูน่านกวา่
ค่าเกรเดียนท์อุณหภูมิสูงสุดโดยเกิดท่ีเวลาประมาณ 45 นาที การค านวณด้วย CFD หากใช้           
อย่างเหมาะสมสามารถช่วยในการวิเคราะห์ปรับปรุงสมรรถภาพและคุณภาพของเทคโนโลยี        
การอบแหง้เมล็ดขา้วได ้
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บทที ่6 
บทสรุปและข้อเสนอแนะ 

6.1  สรุปผลการวจิัย 
  การทดสอบแบบจ าลองความป่ันป่วนในการค านวณเชิงตัวเลข 
  การทดสอบค่าการค านวณด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลขกับค าตอบเชิงทฤษฎีของปัญหา         
การไหลผ่านแผ่นบางในย่านความเร็วต ่า การไหลแบบพาความร้อนอิสระขา้งแผ่นความร้อนใน
แนวตั้ง การไหลในท่อ การถ่ายโอนมวลสารดว้ยการพา การไหลผา่นชั้นผิวบางแบบป่ันป่วน และ
การไหลผ่านวตัถุทรงกลม โดยการเปรียบเทียบค่าจากการค านวณกบัค าตอบเชิงทฤษฎี เพื่อท าให้
สามารถตดัสินใจเลือกใชแ้บบจ าลองส าหรับการค านวณให้เกิดความเหมาะสมกบัปัญหาการไหลได้
ในแต่ละกรณีพบว่าในปัญหาการไหลผ่านวตัถุทรงกลมในสามมิติแบบจ าลอง Spalart-Allmaras       
มีแนวโนม้ท่ีสอดคลอ้งกบัสมการปฏิสัมพนัธ์อา้งอิงมากท่ีสุด 
  เง่ือนไขการอบแห้งทีม่ีผลต่อการกระจายตัวของอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมลด็ข้าว 
  ศึกษาการไหลแบบอัดตัวไม่ได้ของอากาศร้อนผ่านวสัดุอุณหภูมิคงท่ีในสองมิติด้วย
ระเบียบวิธีเชิงตวัเลข เพื่อหาเส้นการไหลและขอ้มูลอุณหภูมิของอากาศร้อนรอบวสัดุ พ ร้อมทั้ง
เปรียบเทียบค่าสัมประสิทธ์ิการถ่ายเทความร้อนท่ีผิวของวสัดุกบังานวิจยัอา้งอิง และเปรียบเทียบ
ค่าฟลักซ์ความร้อนท่ีผิวของวสัดุจากการค านวณด้วยแบบจ าลองสองแบบ ทั้ งศึกษาหาอัตรา          
การถ่ายเทความร้อนและมวลความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือกหน่ึงเมล็ดท่ีอยู่ภายใตก้ระแสการไหล
ของอากาศร้อนหลายแบบ ใช้การค านวณดว้ยระเบียบวิธีเชิงตวัเลขโดยปรับค่าปัจจยัต่าง ๆ ไดแ้ก่ 
ความเร็วอากาศ อุณหภูมิอากาศ ความช้ืนสัมพทัธ์อากาศ ความช้ืนเร่ิมตน้เมล็ดขา้ว และมุมเอียงของ
การวางตวัของเมล็ดขา้วเปลือก เพื่อน าผลท่ีไดไ้ปพฒันาวธีิการอบแหง้ขา้วเปลือกใหมี้ประสิทธิภาพ
สูงข้ึน โดยเฉพาะการลดการใช้พลงังาน การลดเวลาในการอบแห้ง และการลดการแตกหักของ   
เมล็ดขา้ว ซ่ึงพบว่ายงัมีประเด็นการศึกษาอีกมากท่ีจะน าไปสู่การพฒัาแบบจ าลองการอบแห้งได้     
อีกต่อไป 
  การวเิคราะห์เชิงตัวเลขของการถ่ายเทความร้อนและความช้ืนของเมลด็ข้าวเปลือก 
  ท านายการถ่ายเทความร้อนและมวลความช้ืนภายในเมล็ดขา้วเปลือกภายใตอ้ากาศอบแหง้
ท่ีผนัแปรด้วยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข ผลการค านวณท่ีได้เปรียบเทียบกับผลการทดลองอ้างอิง       
พร้อมทั้งพิจารณาหาเง่ือนไขท่ีเหมาะสมของการอบแห้งเมล็ดข้าวเปลือกท่ีใช้อากาศแห้งร้อน       
เพื่อเป็นประโยชน์ในการวเิคราะห์ปัญหาการอบแหง้และพฒันาสู่การวิเคราะห์ผลท่ีจะผนวกเขา้กบั  
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การไหลต่อไป ทั้งน้ีพบว่าค่าเกรเดียนต์อุณหภูมิภายในเมล็ดข้าวเกิดข้ึนเพียงไม่ก่ีนาทีแรกของ
กระบวนการอบแห้ง ส่วนค่าเกรเดียนต์ความช้ืนอันเป็นส่วนส าคัญท่ีมีผลกระทบต่อสมบัติ            
การอบแห้งของข้าวท่ีจะท าให้เกิดความเครียดภายในเมล็ดข้าวและมีผลต่อความแตกร้าวของ     
เมล็ดขา้วไดต่้อไป  ค่าเกรเดียนตค์วามช้ืนสูงสุดและเกรเดียนตอุ์ณหภูมิสูงสุดเกิดข้ึนบริเวณแกนสั้น
ของเมล็ดขา้ว ผลของเกรเดียนต์ความช้ืนสูงสุดท่ีเกิดข้ึนภายหลงัและยาวนานกว่าค่าสูงสุดของ      
เกรเดียนตอุ์ณหภูมิจะมีผลให้เกิดความเครียดสะสมจากความแตกต่างของความช้ืนภายในเมล็ดขา้ว
และมีผลต่อการแตกหักของเมล็ดข้าวภายหลังกระบวนการขัดสีได้ เห็นได้ว่าค่าการค านวณ          
เชิงตวัเลขสามารถใชใ้นการวเิคราะห์เพื่อเพิ่มประสิทธิภาพและคุณภาพของกระบวนการอบแหง้ได ้

6.2  ข้อเสนอแนะ 
  การวิเคราะห์การถ่ายเทความร้อนและความช้ืนของเมล็ดขา้วเปลือกภายใตก้ารไหลของ
อากาศร้อนไปพร้อมกนัจะท าให้เกิดความสมจริงของปัญหามากข้ึน เน่ืองจากการไหลของอากาศ
ร้อนภายนอกเมล็ดท่ีจะมีผลต่อค่าพารามิเตอร์การถ่ายเทระหวา่งเมล็ดขา้วกบัอากาศร้อนท่ีแปรผนั
ไปท าให้รูปแบบการกระจายตัวของอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ดข้าวเปล่ียนไปตาม                
เม่ือวิเคราะห์รูปแบบการกระจายตวัของอุณหภูมิและความช้ืนภายในเมล็ดขา้วท่ีจะมีผลต่อคุณภาพ
ของเมล็ดขา้วดา้นกายภาพต่าง ๆ ทั้งดา้นสี และการแตกร้าว เป็นตน้ หากด าเนินการไดย้อ่มเป็นผลดี
ต่อการออกแบบและพฒันากระบวนการอบแห้งโดยการใช้อากาศร้อน ทั้งยงัเป็นแนวทางต่อ
กระบวนการลดความช้ืนแบบอ่ืน ๆ ไดด้ว้ย เช่น การใชค้วามร้อนจากแสงอาทิตย ์การอบแห้งแบบ     
ท่ีใช้ไมโครเวฟ การอบแห้งแบบเยือกแข็ง ฯลฯ นอกจากน้ียงัสามารถขยายแนวทางสู่วสัดุหรือ
ผลิตภณัฑอ่ื์น ๆ ไดอี้กดว้ย จึงเป็นหวัขอ้ท่ีควรด าเนินการศึกษาต่อไป 
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ภาคผนวก ก 

การวเิคราะห์การดูดซับพลงังานแสงอาทิตย์ของต้นไม้ 
เพ่ือประยุกต์ใช้ในงานวศิวกรรม 
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ก.1  บทคดัย่อ 

  การศึกษาผลการกระจายตวัของพื้นท่ีใบไมแ้ต่ละชั้น (Canopy structure) ในรูปแบบต่าง ๆ 
ต่อพฤติกรรมการดูดซบัและการทะลุผา่นพลงังานแสงอาทิตยข์องตน้ไม ้วิธีการวิจยักระท า โดยใช้
แผ่นความร้อนท่ีมีพฤติกรรมเป็นวตัถุด า (Blackbody) หรือวตัถุเทา (Gray body) ในการกักเก็บ
พลังงานความร้อนจากแสงอาทิตย์และการแผ่รังสีท่ีเกิดภายในโครงแผ่นความร้อน โดยแผ่น      
ความร้อนจะมีลกัษณะพรุนเพื่อให้เกิดการทะลุผา่นไดข้องรังสีความร้อน ดว้ยการเขียนโปรแกรม
การค านวณทางคอมพิวเตอร์ให้กบัแบบจ าลอง ซ่ึงแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ไดส้ร้างปฏิสัมพนัธ์
ของส่วนประกอบของโครงแผน่ความร้อนท่ีจะมีผลต่อระบบ ทั้งน้ีแบบจ าลองถูกสร้างให้สามารถ
รับพลงังานแสงอาทิตยโ์ดยตรง เพื่อศึกษาผลกระทบของตวัแปรต่าง ๆ ท่ีจะมีต่อลกัษณะการดูดซบั
และการส่งผา่นรังสีความร้อนของโครงแผน่ความร้อน 
  ผลการวเิคราะห์ในกรณีต่าง ๆ พบวา่ การดูดซบัพลงังานความร้อนของแต่ละแผน่ข้ึนอยูก่บั
ค่าอตัราส่วนพื้นท่ีต่อพื้นท่ีเต็มของชั้นความร้อนนั้น ๆ เป็นส าคญั ท่ีจะมีผลต่อทั้งการแผ่รังสี         
การดูดกลืนรังสี การทะลุผ่านรวมไปถึงการสะทอ้นกลบัของค่าพลงังานความร้อนในแต่ละชั้น       
ซ่ึงผลโดยรวมท่ีได้ออกมาข้ึนกบัค่าจ านวนชั้นท่ีค่าพื้นท่ีรวมท่ีพิจารณานั้น ๆ ด้วย ในกรณีท่ีท า     
การเพิ่มค่าอุณหภูมิของแผ่นความร้อนและการเพิ่มค่าพลงังานแสงอาทิตยท่ี์เขา้มาในระบบ พบวา่   
ค่าพลังงานท่ีแผ่นความร้อนทิ้งออกจากระบบจะมีค่าเพิ่มข้ึนจากพลังงานการแผ่รังสีท่ีเพิ่มข้ึน      
ส่วนการดูดซับพลงังานความร้อนของแผ่นความร้อนแต่ละแผ่น พบว่ามีรูปแบบการกระจายตวั       
ท่ีสอดคลอ้งกบัการกระจายตวัของพื้นท่ีของชั้นความร้อนนั้น กรณีท่ีน่าสนใจเม่ือท าการศึกษาท่ี
แผ่นความร้อนแผ่นล่างมีคุณสมบติัเป็นพื้นท่ีเต็มและสามารถสะทอ้นรังสีความร้อนได้ทั้ งหมด    
แล้วท าการเพิ่มจ านวนชั้นของโครงแผ่นความร้อนในรูปแบบต่าง ๆ พบว่าระบบสามารถดูดซับ
พลงังานไดเ้พิ่มข้ึน 
  ผลของงานวิจยัน้ีช้ีให้เห็นว่า ค  าตอบของแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ในเชิงวิศวกรรมนั้น 
สามารถบ่งช้ีได้ว่าโครงแผ่นความร้อนท่ีได้ท าการศึกษาจะเป็นต้นแบบและมีความส าคญัต่อ         
การสร้างตวักกัเก็บพลงังานความร้อนท่ีสามารถใชป้ระโยชน์ได ้การศึกษาในท่ีน้ีเป็นเพียงการศึกษา
พฤติกรรมของการถ่ายเทพลังงานความร้อนขั้นต้นเท่านั้น การศึกษาขั้นต่อไปอาจจะศึกษาผล
เน่ืองจากตวัแปรอ่ืนท่ีจะส่งผลในการเพิ่มประสิทธิภาพในการกกัเก็บพลงังานความร้อนของโครง
แผน่ความร้อน เพื่อหาแนวทางในการออกแบบและพฒันาระบบใหมี้ประสิทธิภาพสูงข้ึนไดต่้อไป 

ก.2  บทน า 
  แรงดลใจในการวิจัยน้ีได้จากการท่ีได้สังเกตไม้โตเร็วหลายสกุลพบว่ามีคุณลักษณะ
โครงสร้างกลุ่มใบในภาพรวมท่ีค่อนขา้งขดัต่อคุณลกัษณะอนัพึงประสงค์ในเชิงวิศวกรรมศาสตร์ 
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กล่าวคือ มีพื้นท่ีหน้าตดัในการรับแสงแดดน้อยและมีโครงสร้างใบท่ีมีขนาดเล็ก และยงัโปร่งบาง
อีกด้วย ซ่ึงคุณลกัษณะเช่นน้ีพิจารณาโดยคร่าวน่าจะได้ขอ้สรุปว่าจะท าให้มีพื้นท่ีรองรับการตก
กระทบของแสงแดดน้อยกว่าปกติ แต่ตน้ไมเ้หล่าน้ีกลบัโตเร็วกว่าปกติ เม่ือไดว้ิเคราะห์ให้ลึกซ้ึง
ยิ่งข้ึนจึงไดค้าดคะเนวา่ ใบท่ีโปร่งนั้นอาจจะดูดซบัพลงังานไดสู้งกวา่ใบทึบเพราะใบท่ีโปร่งจะเกิด
การสูญเสียจากการสะทอ้นแสงออกสู่บรรยากาศนอ้ยกวา่ใบทึบ เพราะชั้นล่าง ๆ ของใบจะสะทอ้น
แสงข้ึนขา้งบนแต่จะถูกหลงัใบของชั้นบน ๆ สะทอ้นกลบัลงขา้งล่างเพื่อให้ดูดซบัอีก หากสามารถ
พิสูจน์ว่าการคะเนดงักล่าวเป็นความจริงโดยการใช้แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ก็น่าจะประยุกต์
ความรู้นั้นเพื่อใชก้บัอุปกรณ์ส่งถ่ายความร้อนโดยการใชห้ลกัการของการแผรั่งสีความร้อนได ้เช่น 
การรับความร้อนจากพลงังานแสงอาทิตยเ์พื่อท าน ้าร้อน เป็นตน้ 
  ในการศึกษาได้ท าการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของการรับส่งพลังงานรังสี        
ความร้อน และการวิเคราะห์ปริมาณการดูดซับและการสะทอ้นของชั้นใบต่าง ๆ ของตน้ไมโ้ดย   
การสมมติให้ใบไม้มีการกระจายในแต่ละชั้นอย่างสม ่าเสมอ ส่วนอุณหภูมิของใบไมใ้นทุกชั้น       
ให้เป็นอุณหภูมิเดียวกนัหมด ในการศึกษาไดก้ าหนดให้มีการกระจายของความหนาแน่นใบและ
จ านวนชั้นใบมีค่าต่าง ๆ กนัไป สุดทา้ยน าค่าการค านวณท่ีไดม้าวิเคราะห์คุณลกัษณะ เพื่อหาทาง
ประยกุตใ์ชป้ระโยชน์เชิงวศิวกรรมต่อไป 
  โดยการศึกษาพฤติกรรมของวตัถุจากการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ซ่ึงน าเอาวตัถุ     
ท่ีมีลกัษณะเป็นแผน่แบนเรียบหลาย ๆ แผน่มาวางซอ้นกนัใหมี้ลกัษณะเป็นชั้น ๆ โดยแต่ละชั้นจะมี
การกระจายตวัของเปอร์เซ็นต์พื้นท่ีในลกัษณะท่ีแตกต่างกนัออกไปแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์      
ท่ีไดส้ร้างข้ึนภายใตเ้ง่ือนไขเหล่าน้ีจะท าการศึกษาพฤติกรรมของการดูดกลืนและส่งผ่านพลงังาน
ความร้อนเม่ือมีการเปล่ียนแปลงเก่ียวกบัองคป์ระกอบทั้งภายในและภายนอกระบบ องคป์ระกอบ
ภายใน ได้แก่ การเปล่ียนแปลงพื้นท่ีในการรับพลังงานแสงอาทิตย์ จ  านวนชั้นของโครงแผ่น       
ความร้อน อุณหภูมิของแผน่ความร้อนโดยแผ่นความร้อนถูกตั้งสมมุติฐานวา่ทุกแผ่นมีค่าอุณหภูมิ
เฉล่ียเท่ากนั เพื่อตดัปัญหาเก่ียวกบัผลกระทบของเกรเดียนตอุ์ณหภูมิ (Temperature gradient) ท่ีจะมี
ผลต่อการถ่ายเทความร้อนแบบน าความร้อน (Heat conduction) และการถ่ายเทความร้อนแบบ      
พาความร้อน (Heat convection) เน่ืองจากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์สนใจท่ีจะศึกษาผล เน่ืองจาก
การแผรั่งสีความร้อนของโครงแผน่ความร้อนเป็นหลกัซ่ึงลกัษณะของโครงแผน่ความร้อนสร้างข้ึน
ส าหรับการศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์นั้นสามารถแสดงไดด้งัรูปท่ี ก.1 
  แนวคิดท่ีได้น ามาสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์นั้นได้มาจากพฤติกรรมของตน้ไม ้        
ท่ีมีการกระจายของพื้นท่ีใบในการรับพลงังานแสงอาทิตยต์ามสภาพแวดล้อมท่ีเปล่ียนแปลงไป 
โครงแผ่นความร้อนท่ีใช้ท าการศึกษาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ ถูกสร้างข้ึนมาเพื่อใช้ในการ       
กักเก็บพลังงานความร้อนจากแสงอาทิตย์และดักพลังงานท่ีจะสูญเสียออกจากแผ่นความร้อน        
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อันเน่ืองมาจากการแผ่รังสีความร้อนของแผ่นความร้อนและการทะลุผ่านรูหรือช่องว่างของ         
แผ่นความร้อนจากนั้ นเปรียบเทียบกับพฤติกรรมการกักเก็บพลังงานแสงอาทิตย์ของต้นไม้             
โดยสามารถอนุมานไดว้่าโครงแผ่นความร้อนท่ีเกิดจากการวางตวัของแผ่นวตัถุแบนเรียบน่าจะมี
ความสามารถในการกักเก็บพลงังานแสงอาทิตย์ได้ดีกว่าแผ่นวตัถุแบนเรียบแผ่นเดียวท่ีสภาพ       
การถ่ายเทพลงังานความร้อนเดียวกนั 

 

รูปท่ี ก.1 กระบวนการในการวเิคราะห์พลงังานความร้อนของโครงแผน่ความร้อน 

  ไดมี้นกัวิจยัไดท้  าการศึกษาพฤติกรรมของการดูดกลืนและส่งผา่นพลงังานแสงอาทิตยข์อง
ชั้นใบไม ้โดยมีการตั้งแบบจ าลองการกระจายตวัของพื้นท่ีของใบไม้แต่ละใบหรือในแต่ละชั้น 
(Canopy structure) ในการรับพลงังานแสงอาทิตยท่ี์แตกต่างกนัออกไปในรูปแบบต่าง ๆ ทั้งหมด     
3 ประเภท ได้แก่ ใบไม้ท่ีมีการวางตวัให้พื้นท่ีในการรับพลงังานแสงอาทิตย์ในแนวด่ิงของพืช
จ าพวกหญา้ (Vertical leaves) ใบไมท่ี้มีการวางตวัพื้นท่ีในการรับพลงังานแสงอาทิตยใ์นแนวนอน 
(Horizontal leaves) และใบไมท่ี้มีการวางตวัให้พื้นท่ีในการรับพลงังานแสงอาทิตยท่ี์มีการวางตวั
ผสมกนัระหวา่งการวางตวัในแนวนอนบริเวณโคนตน้และแนวด่ิงบริเวณปลายของตน้ไม ้ซ่ึงแสดง
ดังรูปท่ี ข.2 โดยการท าการวิจัยได้ศึกษาผลขององค์ประกอบภายนอกต่าง ๆ ท่ีมีกระทบต่อ            
การดูดกลืนพลงังานแสงอาทิตยข์องใบไม ้อนัได้แก่ ค่าความหนาแน่นของรังสีความร้อนท่ีแผ่        
มาจากดวงอาทิตย์, อุณหภูมิของอากาศโดยรอบต้นไม้, อุณหภูมิของดิน, ความดันของอากาศ, 
อุณหภูมิของใบไม้, พลังงานความร้อนท่ีถูกกักเก็บไวภ้ายในดิน, ความเร็วของลม, การวางตวั       
เพื่อบงัแสงและความช้ืนของใบไม ้ลว้นแลว้แต่มีอิทธิพลต่อการดูดกลืนพลงังานแสงอาทิตยข์อง
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ใบไม้ทั้ งส้ิน แต่จากการวิจยัพบว่าการจดัวางตวัของใบไมใ้นแต่ละชั้นและแต่ละใบจะมีผลต่อ       
การดูดกลืนพลงังานแสงอาทิตยข์องใบไมม้ากท่ีสุด โดยจะมีผลต่อการส่งผา่นและดูดกลืนทั้งมวล
และพลงังานผา่นชั้นของใบไมทุ้กชั้นจากชั้นบนสุดจนกระทัง่ถึงชั้นล่างสุด 

 

รูปท่ี ก.2 ลกัษณะของใบไม ้(a) พืชจ าพวกหญา้ (b) ใบไมท่ี้มีการวางตวัพื้นท่ีในการรับพลงังาน 
       แสงอาทิตยใ์นแนวนอน และ (c) ใบไมท่ี้มีการวางตวัใหพ้ื้นท่ีในการรับพลงังาน 
       แสงอาทิตยมี์การวางตวัผสม 

  เม่ือท าการวเิคราะห์ผลของการดูดซบัพลงังานของชั้นใบไมแ้ต่ละชั้นท่ีมีการกระจายตวัของ
พื้นท่ีในการดูดซบัพลงังานแสงอาทิตยมี์ค่าเพิ่มข้ึนในลกัษณะเอ็กโพเนนเชียลจากยอดตน้ไมจ้นถึง
โคนต้นไม้ และสมมุติให้การกระจายตัวของพื้นท่ีของใบไม้ในแต่ละชั้ นเป็นแบบวงกลม                
เม่ือท าการศึกษาท่ีความสามารถในการส่งพลงังานแสงอาทิตยมี์ค่าสูงสุดและพลงังานแสงอาทิตย์
ส่งผ่านท่ีค่าความยาวคล่ืนระหว่าง 400-700 nm พบว่าพืชหรือตน้ไมแ้บบท่ีมีการวางพื้นท่ีของใบ    
ในการรับพลงังานแสงอาทิตยใ์นแนวนอนจะมีการกกัเก็บพลงังานแสงอาทิตยไ์ดดี้ท่ีสุดเม่ือเทียบกบั
รูปแบบการวางตวัของโครงสร้างแบบอ่ืน ๆ ท่ีไดท้  าการศึกษา โดยผลท่ีไดคื้อ พลงังานแสงอาทิตย์    
ท่ีส่งผ่านชั้ นใบไม้แต่ละชั้ นมีค่าลดลงแบบเอ็กโพเนนเชียลจากยอดต้นไม้จนถึงโคนต้นไม้            
และความสัมพนัธ์ระหวา่ง Q0 กบั F เป็นไปตามสมการท่ี ก.1 

  FkQ
dF

dQ
−=   (ก.1) 

  kF

F eQQ −= 0   (ก.2) 
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ท าใหไ้ดค้วามสัมพนัธ์ของ QF กบั Q0 ดงัสมการท่ี ก.3 

  







=

0

ln
Q

Q
kF F  (ก.3) 

เม่ือ  QF คือ ค่าพลงังานความร้อนท่ีส่งผา่นชั้นใบไมแ้ต่ละชั้น 
  Q0 คือ ค่าพลงังานความร้อนท่ีรับมาจากดวงอาทิตยท่ี์ยอดของใบไม ้
  k คือ ค่าคงท่ีของการดูดซบัพลงังานแสงท่ีมาตกกระทบ 
  F คือ พื้นท่ีเฉล่ียของแต่ละชั้นของ Canopy structure 

  โดยผลของการศึกษาแสดงไดด้งัรูปท่ี ก.3 นอกจากไดท้  าการศึกษาการกระจายตวัของพื้นท่ี
ของใบไมใ้นแต่ละชั้นแล้ว ยงัได้มีการศึกษาผลอนัเน่ืองมาจากการวางตวัของใบไมใ้บแต่ละใบ       
ซ่ึงจะท าให้เกิดช่องว่างระหว่างใบไมข้ึ้นซ่ึงจะมีผลต่อการดูดซับพลงังานแสงอาทิตยใ์นแต่ละชั้น
ของใบไม ้เม่ือ คือ มุมท่ีใบไมท้  ากบัแกน x ดงัรูปท่ี 3.4 ถ้าการวางตวัของใบไมท้ ามุม ตั้งแต่    
0º-20º เรียกว่า “Lower inclination” และถ้ามุม   ตั้งแต่ 70º-90º จะเรียกว่า “Higher inclination”   
ซ่ึงแต่ละชั้นก็จะมีช่องว่างท่ีเกิดจากการวางตัวของใบไม้ในแต่ละชั้น แสดงดังรูปท่ี ก.5 จาก
การศึกษาจะไดค้วามสัมพนัธ์ของการส่งผา่นความร้อนของการแผรั่งสีเป็นไปตามสมการท่ี ก.4 

  Lk
eT 0)(
−

=                     (ก.4)  

หรือ 

  LkT 0)(ln =−                     (ก.5) 

โดยท่ี )(T   คือ ค่าการส่งผา่นพลงังานความร้อนท่ีมีทิศทางเดียวกนักบัการส่งผา่นพลงังาน 
        แสงอาทิตยท่ี์เกิดจากการแผรั่งสี (Transmittance of the direct solar beam) 
  L คือ Leaf area index 
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รูปท่ี ก.3 ความสัมพนัธ์ระหวา่งการทะลุผา่นของพลงังานแสงอาทิตยก์บัการกระจายตวัของพื้นท่ี 
      ของใบไมแ้ต่ละชั้น (Canopy level) 

 

รูปท่ี ก.4 ลกัษณะการวางตวัของใบไม ้
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รูปท่ี ก.5 ลกัษณะของการทะลุผา่นของรังสีความร้อนผา่นช่องวา่งระหวา่งใบ 

ก.3  วธิีด าเนินการวจิัย 
  ในการพิจารณาการดูดซับรังสีความร้อนของชั้นความร้อน เพื่อการวิเคราะห์ในเบ้ืองตน้
โดยการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์(Mathematical model) ในการหาค่าพลงังานการดูดซับ
ความร้อน ซ่ึงจะประกอบดว้ยล าดบัขั้นในการพิจารณาดงัน้ี 
  ก.3.1 การดูดซับพลงังานความร้อนจากแสงแดด 
   เม่ือพิจารณาการตกกระทบของรังสีความร้อนกบัวตัถุตวักลางชนิดหน่ึง รังสีท่ี        
ตกกระทบวตัถุจะเกิดสะทอ้น (Reflect) ทะลุ (Transmit) และบางส่วนก็ถูกดูดซับ (Absorb) ไวใ้น
วตัถุเอง ซ่ึงค่าต่าง ๆ จะข้ึนกบัคุณสมบติัของวตัถุท่ีเป็นตวักลางนัน่เอง โดยจะมีลกัษณะดงัรูปท่ี ก.6 
 

 

 



89 

 

 

รูปท่ี ก.6 ลกัษณะโดยทัว่ไปของการตกกระทบของรังสีต่อวตัถุตวักลาง เม่ือ s  = heat flux 

   จากรูปท่ี ก.6 จะไดค้วามสัมพนัธ์เป็น 

  tras  ++=  

  ssss τφγφαφφ ++=  ดงันั้นจะได ้

  1=++                      (ก.6) 

เม่ือ  
s

a




 =  คือ สัมประสิทธ์ิการดูดซบัของวตัถุ 

  
s

r




 =  คือ สัมประสิทธ์ิการสะทอ้นของวตัถุ 

  
s

t




 =  คือ สัมประสิทธ์ิการส่งผา่นของวตัถุ 

   ค่าสัมประสิทธ์ิทั้งสามค่าจะมีค่าข้ึนอยู่กบัค่าความยาวของคล่ืนแสงท่ีตกกระทบ
ดว้ย ส าหรับวตัถุท่ีสามารถดูดกลืนพลงังานการแผรั่งสีไดท้ั้งหมดโดยท่ีไม่มีการสะทอ้นและส่งผา่น
เลย  ( 0== ) เรียกวตัถุท่ีมีพฤติกรรมเช่นน้ีว่าเป็นวตัถุด าหรือ Blackbody แต่ส าหรับวตัถุ
โดยทัว่ไปแลว้จะมีคุณสมบติัของตวักลางทั้งสามแบบจะเรียกวา่เป็นวตัถุเทา หรือ Gray body 
   ในการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ของโครงแผ่นความร้อนจะพิจารณา
คุณสมบติัของแผ่นความร้อนในกรณีทัว่ไป เพื่อหาความสัมพนัธ์ท่ีใช้อธิบายกระบวนการดูดซับ
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รังสีความร้อน การแผ่รังสีของแผ่นความร้อน รวมถึงการสะทอ้นกลบัของรังสีความร้อนภายใน
ระบบโครงแผ่นความร้อนท่ีวิเคราะห์ ในเบ้ืองตน้โดยใช้ขอ้สมมติฐานเพื่ออ านวยความสะดวกใน
การสร้างแบบจ าลองดงัน้ี 
   1) ทั้ งสองด้านของแผ่นความร้อนมีคุณสมบัติเป็นวตัถุเทา (Gray body) ทึบ 
สามารถดูดซบัและสะทอ้นรังสีความร้อนไดเ้ต็มพื้นท่ีของชั้นความร้อน การส่งผา่นรังสีความร้อน
ระหว่างชั้นความร้อนได้มาจากการทะลุผ่านพื้นท่ีพรุนของแผ่นความร้อนแต่ละชั้น โดยแผ่น     
ความร้อนท่ีชั้น n ใด ๆ จะมีคุณสมบติัของแผน่ความร้อนดงัน้ี 
    na  พื้นท่ีในการดูดซบัพลงังานความร้อน 
    nt  สัมประสิทธ์ิการดูดซบัดา้นบนของแผน่ 
    nb  สัมประสิทธ์ิการดูดซบัดา้นล่างของแผน่ 
    −= nn tt  1  สัมประสิทธ์ิการสะทอ้นดา้นบนของแผน่ 
    −= nn bb  1  สัมประสิทธ์ิการสะทอ้นดา้นล่างของแผน่ 
  2) อุณหภูมิของแผน่ความร้อนมีอุณหภูมิคงท่ีเท่ากนัทุกแผน่ในทุก ๆ ชั้น 
  3) ในระบบโครงแผ่นความร้อนถือว่าแผ่นความร้อนมีความยาวมากเม่ือ
พิจารณาเชิงสองมิติ โดยจะไม่มีผลกระทบจากระยะระหวา่งแผน่ความร้อนแต่ละแผน่ 
   การวิเคราะห์หาพลงังานความร้อนท่ีสามารถออกจากระบบโครงแผ่น
ความร้อนและหาค่าพลงังานท่ีสามารถดูดซับไวไ้ด้ ซ่ึงจะได้รูปแบบสมการพลงังานท่ีพิจารณา
ตามล าดบัขั้นตอนการดูดซับความร้อนจากแสงอาทิตยท่ี์แผ่มายงัแผ่นความร้อนท่ีมีพื้นท่ีต่อพื้นท่ี
เตม็ ia  โดยท่ี i = 1, 2, 3, …, N พิจารณาไดด้งัน้ี 

ตารางท่ี ก.1 ล าดบัการสะทอ้นดา้นบนและทะลุผา่นของพลงังานความร้อนจากแสงอาทิตย,์ s  
ช้ันที่ พลงังานทีส่ะท้อนด้านบน พลงังานที่ทะลุผ่าน 

N (ชั้นบนสุด) sNN at   
sNs a  −  หรือ sNa )1( −  

N–1 sNNN aat  )1(11 −−−  
sNNsN aaa  )1()1( 1 −−− −  หรือ 

sNN aa )1)(1( 1 −− −  
N–2 sNNNN aaat  )1)(1( 122 −− −−−  

sNNN aaa )1)(1)(1( 12 −−− −−  

  
  

  
  

  
  

2 sNaaaat  )1)...(1)(1( 4322 −−−  
sNaaa )1)...(1)(1( 32 −−−  

1 (ชั้นล่างสุด) sNaaaat  )1)...(1)(1( 3211 −−−  
sNaaa )1)...(1)(1( 21 −−−  
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    จะไดพ้ลงังานท่ีสะทอ้นและทะลุผา่นท่ีชั้น n ใด ๆ โดยท่ี n มีค่าตั้งแต่ 1, 2, 3, 
…, N ดงัน้ี พลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีสะทอ้นออกดา้นบนจากชั้นท่ี N คร้ังแรกจะเท่ากบั 

  sNNaboveup atQ =)1(  

พลงังานท่ีสะทอ้นดา้นบนแผน่ความร้อนใด ๆ คร้ังแรก ก าหนดใหเ้ป็น 

  
+=

−=
N

ni

isnnn aatRT
1

)1( )1(     ส าหรับ n = 1, 2, …, N-1 

พลงังานแสงแดดท่ีทะลุผา่นชั้นความร้อนท่ีชั้น n ใด ๆ คร้ังแรก 

  
=

−=
N

ni

isntransmit aQ )1()1(,   

พลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีทะลุผา่นออกดา้นล่างจากชั้นท่ี 1 คร้ังแรกจะเท่ากบั 

  
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−=
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i

isdownthrough aQ
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)1( )1(  

พลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีสะทอ้นและทะลุออกดา้นบนจากชั้นท่ี N คร้ังท่ี 2 จะเป็น 
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พลงังานท่ีสะทอ้นดา้นล่างของแผน่ความร้อนท่ี n ใด ๆ คร้ังท่ี 1 ท่ี n มีค่าตั้งแต่ 2, 3, …, N ดงัน้ี 

  )1(122)1(2 RTabRB =      ส าหรับ n = 2 
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  
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ji

ijnnn RTaRTabRB    ส าหรับ n = 3, 4, …, N 

พลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีทะลุผา่นออกดา้นล่างจากชั้นท่ี 1 คร้ังท่ี 2 จะเท่ากบั 
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 เม่ือพิจารณาในรอบต่อไปจะไดส้มการพลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีออก
จากระบบทั้งดา้นบนและล่างในรอบท่ี m ใด ๆ เม่ือ m มีค่าจาก 2, 3, 4,… ถึง   เม่ือค่าพลงังานท่ี
ออกมีค่านอ้ยมาก 
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เม่ือ 

  )1(1)( −+= mnnnmn RBatRT       ส าหรับ n = N-1 
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  )(1)( mnnnmn RTabRB −=        ส าหรับ n = 2 
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ดงันั้นเพื่อหาค่าพลงังานแสงแดดท่ีออกจากระบบทั้งหมดจะเป็น 
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s

  

พลงังานแสงแดดท่ีสามารถดูดซบัไวไ้ดด้ว้ยระบบโครงแผน่ความร้อนจะหาไดโ้ดย 

  
sss downthroughabovwupsabsorb QQQ   −−=                  (ก.7) 

  ก.3.2 การดูดซับพลงังานความร้อนจากการแผ่รังสีความร้อน 
   การแผรั่งสีความร้อนของแผน่ความร้อนจากกฎของสเตฟาน (Stefan’s law) กล่าววา่ 
“พลงังานความร้อนท่ีวตัถุด าหน่ึงหน่วยพื้นท่ีเปล่งออกมาในรูปความร้อนต่อหน่วยเวลาเป็นสัดส่วน
โดยตรงกบัก าลงัส่ีของอุณหภูมิสมบูรณ์” ซ่ึงจะไดค้วามสัมพนัธ์ตามสมการ 4T = แต่โดยทัว่ไป
แลว้วตัถุด าเป็นวตัถุทางอุดมคติ เพื่อให้สามารถใชไ้ดจ้ริงในทางปฎิบติั สเตฟานและโบล์ทมานจึง
ไดข้ยายพจน์เพิ่มเป็น 

   4T =                     (ก.8) 

โดยท่ี   คือ ฟลกัซ์ความร้อน 
    คือ ค่า Emissivity (มีค่าเท่ากบัค่า Absorptivity) 
    คือ Stefan Boltzmann’s constant = 5.67×10-8 W/m2·K4 
   T คือ อุณหภูมิสัมบูรณ์ 

   ดงันั้นแผน่ท่ี n ใด ๆ จะแผรั่งสีออกมาทั้งดา้นบนและล่างจะมีค่าเป็น 
การแผรั่งสีความร้อนดา้นบนแผน่  4Tat nntn  =   เม่ือ nn tt  =  
การแผรั่งสีความร้อนดา้นล่างแผน่  4Tab nnbn  =  เม่ือ nn bb  =  
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   สามารถพิจารณาไดท้  านองเดียวกบัขั้นตอนขา้งตน้ โดยการหาค่าพลงังานรังสี
ความร้อนท่ีออกจากระบบ เพื่อท่ีจะหาค่าพลงังานท่ีสามารถดูดซับไวไ้ด้ซ่ึงจะแสดงดงัต่อไปน้ี 
พลงังานความร้อนจากการแผรั่งสีออกดา้นบนจากชั้นท่ี N คร้ังแรกจะเท่ากบั 

   
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itjtNaboveup aQ   

พลงังานท่ีสะทอ้นรังสีดา้นล่างของแผน่ความร้อนท่ี n ใด ๆ คร้ังแรกท่ี n มีค่าตั้งแต่ 2, 3,…, N ดงัน้ี 

  122)1(2 tabRB =     ส าหรับ n = 2  
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พลงังานความร้อนจากการแผรั่งสีออกดา้นล่างจากชั้นท่ี 1 คร้ังแรกจะเท่ากบั 
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พลงังานท่ีสะทอ้นดา้นบนแผน่ความร้อนใด ๆ คร้ังแรกจะมีค่าเป็น 

  1)1( += nnnn atRT      ส าหรับ n = N-1 
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   เม่ือพิจารณาในรอบต่อไปจะไดส้มการพลงังานความร้อนจากการแผ่รังสีท่ี
ออกจากระบบทั้งดา้นบนและล่างในรอบท่ี m ใด ๆ เม่ือ m มีค่าจาก 2, 3, 4,… ถึง   เม่ือค่าพลงังาน
ท่ีออกมีค่านอ้ยมาก 
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เม่ือ  )1(1)( −+= mnnnmn RBatRT       ส าหรับ ส าหรับ n = N-1 
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  )1(1)( −−= mnnnmn RTabRB      ส าหรับ n = 2 
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ดงันั้นเพื่อหาค่าพลงังานการแผรั่งสีท่ีออกจากระบบทั้งหมดจะเป็น 
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พลงังานความร้อนทั้งหมดท่ีสามารถดูดซบัไวไ้ดด้ว้ยระบบโครงแผน่ความร้อนจะหาไดจ้าก 

   downthroughabovwupdownthroughabovwupsabsorbtotal QQQQQ
ss

−−−−=              (ก.9) 
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  จากการวิเคราะห์ขา้งตน้น้ี เราจะน ามาศึกษาความสัมพนัธ์ของลกัษณะและ
รูปแบบของโครงแผ่นความร้อนท่ีมีผลต่อการดูดซับพลงังานความร้อนท่ีรับเขา้มาจากภายนอก 
รวมทั้งพลงังานความร้อนจากการแผรั่งสีความร้อนภายในและปริมาณความร้อนท่ีทะลุออกไปจาก
ระบบวา่มีความแตกต่างกนัอยา่งไรบา้ง โดยในส่วนการหาค่าพลงังานความร้อนต่าง ๆ ท่ีเกิดข้ึนกบั
โครงแผ่นความร้อนท่ีพิจารณานั้นจะใช้การเขียนโปรแกรมทางคอมพิวเตอร์เพื่อหาค่าพลังงาน   
ความร้อนพร้อมทั้งวเิคราะห์ผลท่ีไดใ้นเชิงตวัเลข (แสดงในภาคผนวก ค) 

ก.4  ผลลพัธ์และการอภิปรายผล 
  การวิจยัน้ีเร่ิมตน้โดยการวิเคราะห์การดูดซับพลงังานความร้อนของแผ่นความร้อนแบบ
แผ่นเดียว เพื่อเป็นตวัเปรียบเทียบค่าพลงังานการดูดซบักบัแบบโครงแผน่ความร้อนท่ีพิจารณาใน
รูปแบบต่าง ๆ ต่อไป 
  ก.4.1 การวเิคราะห์จากแผ่นความร้อนแบบแผ่นเดียว 
   เม่ือแผน่ความร้อนไดรั้บความร้อนจากแหล่งความร้อน จะมีอุณหภูมิสูงข้ึนพร้อม
ทั้ งมีการแผ่รังสี จนเม่ือระบบเข้าสมดุล (Equilibrium) พลังงานท่ีแผ่ออกมานั้นจะต้องเท่ากับ
พลงังานท่ีระบบรับเขา้ไป ดงัรูปท่ี ก.7 เราสามารถหาค่าอุณหภูมิของแผน่ความร้อนไดจ้ากกฎทาง
เทอร์โมไดนามิกส์ขอ้ท่ี 1 ซ่ึงแสดงดงัสมการท่ี ก.10 

 

รูปท่ี ก.7 การดูดซบัรังสีความร้อนและการแผรั่งสีของแผน่ความร้อนแผน่เดียวท่ีสมดุล 

  outin QQ =  

  4Tais  =  
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


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
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s

a
T                 (ก.10) 

   เม่ือเราต้องการน าความร้อนของแผ่นความร้อนมาใช้ประโยชน์ โดยการ
แลกเปล่ียนความร้อน ดงัรูปท่ี ก.8 โดยใช้การไหลเขา้ออกของพลงังานความร้อนเพื่อท าหน้าท่ี      
ดูดซบัความร้อน 

 

รูปท่ี ก.8 การแลกเปล่ียนพลงังานความร้อนเพื่อน าไปใชป้ระโยชน์ 

จากระบบพิจารณาท่ีสมดุลจะไดส้มการเป็น 

  oiis QTaQ +=+ 4  

  absorbiois QQQTa =−=− 4  
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max 
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
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=





i

absorbs

a

Q
T                 (ก.11) 

   จากสมการท่ี ก.10 และสมการท่ี ก.11 จะเห็นวา่อุณหภูมิของแผน่ความร้อนจะ
มีค่าลดลงเม่ือมีการน าความร้อนท่ีดูดซบัโดยแผน่ความร้อนไปใชป้ระโยชน์ ดงันั้น ในการก าหนด
อุณหภูมิของแผ่นความร้อนนั้นจะตอ้งมีค่าไม่มากกว่าอูณหภูมิท่ีไดจ้ากการค านวณจากพลงังานท่ี
ระบบไดรั้บเขา้มาทั้งหมด เพื่อใหเ้ป็นไปตามกฎการอนุรักษพ์ลงังาน 
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  ก.4.2 การเพิม่แผ่นความร้อนเพ่ือดักรังสีความร้อนจากการแผ่รังสีของแผ่นความร้อน 
   เม่ือมีการเพิ่มแผ่นรังสีความร้อนเพื่อท าการดกัรังสีความร้อนจากการแผรั่งสีของ
แผน่ความร้อนแผน่ล่างท่ีมีพื้นท่ีเตม็ตามรูปท่ี ก.9 เพื่อเปรียบเทียบกบัแผน่ความร้อนแบบแผน่เดียว 

 

รูปท่ี ก.9 การเพิ่มแผน่ดกัรังสีความร้อนโดยแผน่ล่างใหมี้พื้นท่ีเตม็ a1 = 100% 

เราสามารถแบ่งเป็น 2 กรณีท่ีน่าสนใจ คือ 
  กรณีท่ี 1  เม่ือเปรียบเทียบกับการแผ่รังสีแบบแผ่นเดียวท่ีมีพื้นท่ีรวมเท่ากันกับแบบท่ีมี    
การเพิ่มแผน่ความร้อนเพื่อดกัรังสีความร้อนไวด้า้นบน พบวา่ 
    -  แผน่ความร้อนสามารถดูดซบัพลงังานความร้อนไดท้ั้งหมด ท าให้สามารถ
แผรั่งสีความร้อนออกมาไดใ้นอุณหภูมิท่ีเท่ากบัแผน่ความร้อนแผน่เดียวเตม็ท่ีอุณหภูมิเท่ากนั 
    -  แผ่นความร้อนท่ีมีการดกัรังสีความร้อนจะสามารถดูดซับรังสีความร้อน    
ไดม้ากกว่า นั้นคือได ้Qabsorb มากกว่านัน่เอง เน่ืองจากมีพื้นท่ีส่วนดา้นล่างของแผ่นความร้อนเพื่อ  
ดกัรังสี   
  กรณีท่ี 2 เม่ือเปรียบเทียบกบัแผน่ความร้อนแผน่เดียวท่ีมีพื้นท่ีเท่ากบัแผน่ความร้อนแผน่ล่าง 
จะได ้ 
    -  แบบแผ่นเดียวจะสามารถแผ่รังสีได้ในอุณหภูมิท่ีมากกว่าแบบมีแผ่นดัก 
เน่ืองจากแบบแผน่เดียวจะมีพื้นท่ีในการดูดซบันอ้ยกวา่ ตามสมการท่ี ก.11 
    -  ท่ีอุณหภูมิเท่ากนัแผน่ความร้อนทั้งสองแบบจะมีค่ารังสีสะทอ้นออกดา้นบน
เท่ากนัไม่ว่าแผ่นความร้อนท่ีใช้ดกัรังสีจะมีพื้นท่ีรับแสงขนาดใดก็ตาม ท าให้ความร้อนท่ีสามารถ
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ดูดซบัเพื่อน าไปใชป้ระโยชน์มีค่าเท่ากนัดว้ย ทั้งน้ีอุณหภูมิของแผน่ความร้อนจะตอ้งไม่สูงไปกว่า
ค่าความร้อนท่ีโครงแผน่ความร้อนสามารถดูดซบัไวไ้ด ้
  ก.4.3 โครงแผ่นความร้อนทีม่ีพืน้ทีร่วมเท่ากบัแผ่นเดียวพืน้ทีเ่ต็ม 100% 
   ในกรณีน้ีจะท าให้แผ่นความร้อนแผ่นล่างมีความพรุนเกิดการทะลุผ่านของรังสี
ความร้อนได ้ซ่ึงแสดงดงัรูปท่ี ก.10 

 

รูปท่ี ก.10 ลกัษณะโครงแผน่ความร้อนท่ีมีพื้นท่ีรวมเท่ากบัพื้นท่ีแผน่เตม็ 

ผลจากการกระท าเช่นน้ีสามารถพิจารณาไดด้งัน้ี คือ 
   -  การดูดซับพลังงานแสงอาทิตย์จะมีค่าลดลงทั้งน้ีเน่ืองจากการรับพลงังาน
แสงอาทิตยจ์ะมีพลงังานบางส่วนท่ีทะลุผ่านแผ่นความร้อนออกไปได้ ซ่ึงจะท าให้ค่าอุณหภูมิท่ี   
แผน่ความร้อนสามารถแผอ่อกมาไดมี้ค่านอ้ยกวา่แบบแผน่เตม็แผน่เดียว 
   -  ท่ีค่าอุณหภูมิเท่ากันแผ่นความร้อนแบบแผ่นเต็มจะมีความร้อนท่ีออกจาก
ระบบน้อยกว่าเม่ือเทียบกับโครงแผ่นความร้อนรวมทั้งด้านบนและล่าง ซ่ึงท าให้ค่าความร้อน          
ท่ีสามารถน าไปใช้ประโยชน์ได้นั้นของโครงแผ่นความร้อนจะมีค่าน้อยกว่าของแบบแผ่นเดียว  
พื้นท่ีเตม็ 
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  ก.4.4 โครงแผ่นความร้อนที่มีพื้นที่รวมของโครงแผ่นความร้อนเท่ากับแผ่นเดียวพื้นที่
เต็มพร้อมทั้งเพิ่มแผ่นสะท้อนรังสีความร้อนด้านล่างเพ่ือให้เกิดการสะท้อนรังสี
กลบัขึน้ด้านบน 

   พิจารณาโครงแผ่นความร้อนโดยแผ่นล่างมีคุณสมบติัเป็นพื้นท่ีเต็มและสามารถ
สะทอ้นรังสีความร้อนได้ทั้งหมด โครงแผ่นความร้อนท่ีใช้มีลกัษณะดงัรูปท่ี ก.11 โดยคุณสมบติั
ดา้นบนเป็นวตัถุด าและดา้นล่างของแผน่มีการสะทอ้นและการดูดซบัรังสีความร้อนท่ีค่าต่าง ๆ 

 

รูปท่ี ก.11 โครงแผน่ความร้อนแผน่ล่างทึบมีคุณสมบติัการสะทอ้นรังสีไดท้ั้งหมด 
      โดยไม่มีการดูดซบั 

   โดยพิจารณาการเพิ่มจ านวนแผน่ความร้อนท่ีค่าพื้นท่ีรวมคงท่ีของแผน่ความร้อน
รูปแบบต่าง ๆ ดงัแสดงผลท่ีไดใ้นรูป ก.12 ส าหรับค่าท่ีใช้ในการค านวณทางคอมพิวเตอร์ใช้ท่ีค่า
พลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีเขา้เท่ากบั 1000 W/m2 จากผลการทดลองพบวา่เม่ือท าการเพิ่มค่า
จ  านวนชั้นของแผ่นความร้อนท่ีค่าพื้นท่ีรวมคงท่ีจะท าให้ค่าพลงังานสูญเสียออกจากระบบเพิ่มข้ึน 
หรือท าให้พลงังานท่ีสามารถดูดซับเพื่อน าไปใช้ประโยชน์ลดลงนั่นเอง รูปแบบแผ่นความร้อน        
ท่ีสามารถดูดซับพลงังานไดสู้งสุด คือ โครงแผ่นความร้อนท่ีมีการจดัวางเปอร์เซ็นต์พื้นท่ีจากล่าง
เป็น 100, 25 และ 75% ตามล าดบั 
    กรณีท่ีพิจารณาโดยเปล่ียนค่าอุณหภูมิการแผ่รังสีของแผ่นความร้อนค่าต่าง ๆ ท่ี
พลังงานเข้าท่ี 1000 W/m2 โครงแผ่นความร้อนมีเปอร์เซ็นต์พื้นท่ีแบบ 100-25-75 พร้อมกราฟ   
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แสดงพลงังานความร้อนท่ีออกจากระบบเม่ือเทียบกบัอุณหภูมิของแผน่ความร้อนดงัแสดงผลท่ีได้
ในรูป ก.13 

 

รูปท่ี ก.12 ค่าพลงังานความร้อนท่ีออกจากระบบเม่ือเพิ่มจ านวนชั้นท่ีโครงแผน่แบบต่าง ๆ 

 

รูปท่ี ก.13 ค่าพลงังานความร้อนท่ีออกจากระบบเม่ือท าการเพิ่มอุณหภูมิของแผน่ความร้อน 

   จากผลการทดสอบพบว่า การเพิ่มอุณหภูมิของแผ่นความร้อนจะเพิ่มพลงังานท่ี
ออกจากระบบไดเ้พิ่มข้ึน โดยเม่ือเพิ่มอุณหภูมิมากข้ึนเทียบกบัแบบแผน่เดียว พลงังานความร้อนท่ี
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ออกจากระบบจะเร่ิมมีค่าน้อยลงและน้อยกว่าแบบแผ่นเดียว แต่เป็นช่วงท่ีค่าอุณหภูมิสูงกว่าค่า
อุณหภูมิท่ีสามารถแผไ่ด ้(ช่วงท่ีเป็นเส้นประ) 
   กรณีท่ีพิจารณาโดยเปล่ียนค่าพลังงานความร้อนของแสงแดดท่ีเข้าสู่ระบบและ
อุณหภูมิการแผรั่งสีของแผน่ความร้อนเปล่ียนตามค่าอุณหภูมิสูงสุดท่ีแผน่ความร้อนสามารถแผรั่งสีได ้
แสดงดงัรูปท่ี ก.14 

 

รูปท่ี ก.14 ค่าพลงังานท่ีออกจากระบบเม่ือเพิ่มพลงังานเขา้และอุณหภูมิการแผรั่งสี 

   จากผลการทดสอบจะเห็นว่า เม่ือท าการเพิ่มพลังงานเข้าสู่ระบบจะท าให้ค่า
อุณหภูมิท่ีสามารถแผ่รังสีได้สูงข้ึน แต่ค่าพลังงานท่ีออกจากระบบทั้ งหมดเม่ือเทียบกับแผ่น      
ความร้อนแบบแผน่เดียวยงัมีค่าพลงังานออกจากระบบมากกวา่แบบแผน่เดียวอยูต่ลอด 
   นอกจากน้ียงัพบว่า การเพิ่มแผ่นความร้อนแผ่นล่างจะสามารถเพิ่มพลงังานการ   
ดูดซบัความร้อนไดเ้พิ่มข้ึนโดยการเพิ่มคุณสมบติัการดูดซบัรังสีความร้อนท่ีดา้นหลงัแผน่ความร้อน
ท่ีค่าต่าง ๆ ซ่ึงไดผ้ลดงัรูปท่ี ก.15 แสดงค่าปริมาณความร้อนท่ีสามารถดูดซบัไวไ้ดเ้ม่ือเปรียบเทียบ
กบัการดูดซบัความร้อนไดข้องแผน่ความร้อนแบบแผน่เดียว 
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  รูปท่ี ก.15 การดูดซบัความร้อนของโครงแผน่ความร้อนท่ีดา้นหลงัมีคุณสมบติัการดูดซบั 

  ก.4.5 โครงแผ่นความร้อนที่มีพื้นที่รวมของโครงแผ่นความร้อนเท่ากับแผ่นเดียวพื้นที่
   เต็มพร้อมทั้งเพิม่แผ่นสะท้อนรังสีความร้อนด้านล่างในรูปแบบอ่ืน ๆ 
   แบบท่ีแผน่ความร้อนมีการแผรั่งสีออกทั้งสองดา้น 

 

รูปท่ี ก.16 ระบบแผน่ความร้อนแผน่เดียวมีการแผรั่งสีออกทั้งสองดา้นท่ีใชเ้ปรียบเทียบ 

   จากรูปท่ี ก.16 พลงังานความร้อนท่ีน าไปใชป้ระโยชน์ไดข้องแผน่ความร้อนแผ่น
เดียวจะมีค่าเท่ากบั 
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  44

0 TaTaQQQ backiisiabsorb  −−=−=  

   พิจารณาโครงแผน่ความร้อนโดยแผน่ล่างสุดเป็นแผน่เต็มและมีคุณสมบติัสามารถ
สะทอ้นรังสีความร้อนได้ทั้งหมด ชั้นของแผ่นความร้อนจะสามารถแผ่รังสีออกได้ ทั้งด้านบน     
และดา้นล่างแผ่นความร้อนตามค่า Emissivity ของแผ่นความร้อน โดยจะพิจารณาการแผ่รังสีได้
ของแผ่นความร้อนท่ีค่าอุณหภูมิท่ีไม่ขดัต่อกฎการอนุรักษ์พลงังาน (1st law of thermodynamics) 
โดยสามารถหาค่าอุณหภูมิสูงสุดได้จากการพิจารณาค่าพลงังานความร้อนจากแสงแดดท่ีแผ่น    
ความร้อนสามารถดูดซบัได ้กบัพลงังานความร้อนท่ีแผอ่อกไปไดข้องแผน่ความร้อนแบบแผน่เดียว
ดงัน้ี 
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   แลว้ท าการเพิ่มจ านวนชั้นและค่าพื้นท่ีรวมของโครงแผน่ความร้อนในรูปแบบต่าง 
ๆ พร้อมทั้งเปล่ียนค่าอุณหภูมิของแผน่ความร้อนท่ีค่าต่าง ๆ เพื่อผลในการวเิคราะห์และพฒันาต่อไป 
โครงแผน่ความร้อนแบบชั้นท่ีใชมี้ลกัษณะดงัรูปท่ี ก.17         

 

รูปท่ี ก.17 โครงแผน่ความร้อนแผน่ล่างทึบมีคุณสมบติัการสะทอ้นรังสีไดท้ั้งหมด 
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   ส าหรับค่าท่ีใช้ในการค านวณทางคอมพิวเตอร์ใช้ท่ีค่าพลังงานความร้อนจาก
แสงแดดท่ีเขา้เท่ากบั 1000 W/m2 โดยพิจารณาการเพิ่มจ านวนแผ่นความร้อนท่ีค่าพื้นท่ีรวมต่าง ๆ 
ของแผ่นความร้อนรวมทั้งการเปล่ียนแปลงค่าอุณหภูมิ โดยก าหนดค่าอุณหภูมิท่ีสนใจในช่วง     
275-350 K ทั้งน้ีได้พิจารณารูปแบบชั้นพื้นท่ีของโครงแผ่นความร้อนในรูปแบบต่าง ๆ ดงัน้ี คือ 
แบบพื้นท่ีเท่ากนัทุกชั้น แบบพื้นท่ีเพิ่มข้ึนตามชั้น และการกระจายตวัของพื้นท่ีในแนวตั้งแบบ
สามเหล่ียม ดงัแสดงในภาคผนวก ค 

 

รูปท่ี ก.18 ค่าการดูดซบัพลงังานเทียบกบัค่าการดูดซบัดา้นบนท่ีค่าการดูดซบัดา้นล่างมีค่าเป็น 0.3 

 

รูปท่ี ก.19 ค่าการดูดซบัพลงังานเทียบกบัค่าการดูดซบัดา้นบนท่ีค่าการดูดซบัดา้นล่างมีค่าเป็น 0.7 
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   รูปท่ี ก.18 และรูปท่ี ก.19 แสดงผลการค านวณท่ีไดจ้ากแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์
ของค่าพลังงานความร้อนท่ีดูดซับได้เทียบกับค่าการดูดซับของด้านบนแผ่น ประเด็นหลักเป็น      
การเปรียบเทียบค่าการดูดซับพลังงานความร้อนของแบบจ าลองโครงแผ่นความร้อนกับแผ่น     
ความร้อนแผ่นเดียวเต็มแผ่น (ท่ีจ  าลองส าหรับ Canopy ท่ีมีความหนามาก ๆ ) รูปกราฟแสดง         
การเปล่ียนแปลงตามจ านวนชั้นและอุณหภูมิท่ีต่างกนั (300 K หรือ 350 K) ความแตกต่างประการ
หน่ึงของกราฟทั้งสองรูปคือ ค่าการดูดซบัดา้นล่างของแผน่ (0.3 หรือ 0.7) 
   ซ่ึงจากรูปพบวา่ การดูดซบัพลงังานของโครงแผน่เพิ่มข้ึนเม่ือค่าการดูดซบัดา้นบน
และด้านล่างของแผ่นมีค่าสูงข้ึน จุดสังเกตจากการตดักันของกราฟเม่ือการดูดซับพลงังานของ   
โครงแผ่นความร้อนมีค่าต ่ากว่าแบบแผ่นเดียวเต็มแผ่น จุดตดัน้ีจะเปล่ียนไปตามค่าพารามิเตอร์                   
ท่ีเปล่ียนแปลงคือ เม่ืออุณหภูมิสูงข้ึนเป็น 350 K การดูดซับพลังงานจะลดลงซ่ึงเป็นผลมาจาก        
การสูญเสียพลงังานจากการแผรั่งสีซ่ึงแปรผนัตามค่าอุณหภูมิสัมบูรณ์ยกก าลงัส่ี 

ก.5  สรุปผลการวจิัย 
  จากการไดศึ้กษาถึงการดูดซบัความร้อนของโครงแผน่ความร้อนในรูปแบบต่าง ๆ ตามขอ้
สันนิษฐานเบ้ืองต้นเก่ียวกับการดูดซับพลงังานความร้อนของต้นไม้เพื่อใช้ในการเจริญเติบโต      
โดยการสร้างแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ตามขอ้สมมุติฐานท่ีตั้งไวแ้ละหาค าตอบโดยโปรแกรม  
ทางคอมพิวเตอร์ ผลการทดสอบท่ีค่าพลงังานจากแสงแดดเขา้ทั้งสองค่า และการเปล่ียนค่าตวัแปร
ในระบบสามารถสรุปประเด็นท่ีส าคญัดงัน้ี 
  - ในระบบท่ีมีพื้นท่ีรวมเท่ากันรูปแบบของโครงแผ่นความร้อนแบบสามเหล่ียมจะ
สามารถใหค้่าอุณหภูมิไดสู้งท่ีสุด ซ่ึงหมายถึงการดูดซบัพลงังานแสงอาทิตยไ์ดม้ากนัน่เอง 
  - เม่ือเพิ่มค่าพื้นท่ีรวมของระบบจะท าให้ค่าอุณหภูมิสูงสุดท่ีจะสามารถก าหนดไดมี้ค่า
ลดลง 
  - การเพิ่มพลงังานแสงแดดเขา้จะหมายถึงการเพิ่มค่าอุณหภูมิสูงสุดท่ีจะสามารถก าหนด
ใหแ้ก่ระบบได ้
  - เม่ือพิจารณาค่าพลงังานการดูดซับความร้อนได้ของระบบ จะพบว่าการปรับเปล่ียน
ค่าตวัแปรในระบบต่าง ๆ ดงัท่ีกล่าวมาแลว้นั้นจะไม่สามารถเพิ่มค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนได้
มากกวา่แผน่ความร้อนแบบแผน่เดียวเลย 
  - ท่ีค่าพื้นท่ีรวมสูง ๆ จะท าใหค้่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของระบบมีค่าเขา้ใกลแ้ละ
เท่ากบัแบบแผน่เดียวได ้ทั้งน้ีจะมีขอ้จ ากดัทางอุณหภูมิเป็นส าคญั 
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  - การเพิ่มอุณหภูมิของแผ่นความร้อนจะสามารถเพิ่มพลงังานการดูดซบัความร้อนและ
พลงังานท่ีออกจากระบบไดเ้พิ่มข้ึน โดยเม่ือเพิ่มอุณหภูมิมากข้ึนเทียบกบัแบบแผ่นเดียว พลงังาน
ความร้อนท่ีออกจากระบบจะเร่ิมมีค่านอ้ยลง 
  - การเพิ่มค่าสัมประสิทธ์ิการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนดา้นหลงัจะเป็นการเพิ่ม
ค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของระบบไดแ้ต่ก็ยงัไม่สามารถเพิ่มไดม้ากกวา่แบบแผน่ความร้อน
แผน่เดียวได ้
  แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ท่ีได้สร้างข้ึนเพื่อใช้ในการศึกษาและวิเคราะห์พฤติกรรม      
การดูดซบัและการส่งผา่นพลงังานความร้อนของโครงแผน่ความร้อน โดยเนน้ทางดา้นการดกัรังสี
ความร้อนท่ีสูญเสียเน่ืองจากการแผ่รังสีความร้อนของแผ่นแบนเรียบแผ่นเดียว ค าตอบของ
แบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ในเชิงวิศวกรรมดว้ยขอ้จ ากดัของสมมุติฐาน สามารถบ่งช้ีให้เห็นว่า
โครงแผ่นความร้อนท่ีได้ท าการศึกษา จะเป็นต้นแบบและมีความส าคญัต่อการสร้างตวักกัเก็บ
พลงังานความร้อนท่ีสามารถใชป้ระโยชน์ได ้หากแต่การศึกษาในท่ีน้ีเป็นเพียงการศึกษาพฤติกรรม
ของการถ่ายเทพลงังานความร้อนเบ้ืองตน้ เพื่อใชเ้ป็นแนวทางในการออกแบบและพฒันาระบบให้มี
ประสิทธิภาพสูงข้ึนต่อไป การวเิคราะห์การดูดซบัพลงังานแสงอาทิตยข์องตน้ไมเ้พื่อประยุกตใ์ชใ้น
งานวิศวกรรม ไดพ้ฒันาแบบจ าลองทางคณิตศาสตร์ในการดูดซับพลงังานแสงอาทิตยข์องตน้ไม ้ 
โดยจ าลองการวางตวัของใบไมใ้นรูปแบบต่าง ๆ ท่ีจะมีผลต่อการดูดซบัพลงังานแสงอาทิตยข์องชั้น
ใบไมใ้นทั้งดา้นหนา้และดา้นหลงัของใบ ดว้ยการจ าลองโครงแผน่ความร้อน ผลท่ีไดบ้่งช้ีวา่ไมพุ้ม่
บางจะมีขอ้ไดเ้ปรียบท่ีค่าการดูดซับของใบมีค่าต ่า แนวคิดน้ีสามารถประยุกต์ใช้งานวิศวกรรมได ้
ตวัอยา่งเช่น การออกแบบแผน่กกัเก็บความร้อนจากแสงอาทิตย ์
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ข.1  บทคดัย่อ 
  ส่วนน้ีเป็นการศึกษาการแสดงเส้นการไหลผา่นทรงกระบอกหนา้ตดัรูปปีกอากาศ (Airfoil) 
ในสองมิติด้วยกรรมวิธีการส่งคงแบบหรือ Conformal mapping มีวตัถุประสงค์เพื่อน าความรู้
เก่ียวกบัจ านวนเชิงซ้อน (Complex numbers) มาใช้ในปัญหาการไหลในสองมิติผ่านส่ิงกีดขวาง
ทรงกระบอกหน้าตดัรูปทรงต่าง ๆ ได้แก่ หน้าตดักลม หน้าตดัแผ่นเรียบบางและหน้าตดัรูปปีก
อากาศ เพื่อหาค่าความดนัท่ีเกิดข้ึนรอบส่ิงกีดขวางรวมทั้งหาค่าแรงยกท่ีกระท ากบัวตัถุนั้น ๆ พร้อม
ดว้ยเปรียบเทียบผลการไหลท่ีได้จากกรรมวิธีการส่งคงแบบกบัการไหลจริงเพื่อให้การไหลท่ีได้      
มีความสมจริงมากข้ึน ทั้งน้ีไดใ้ช้โปรแกรมทางคอมพิวเตอร์ในการแสดงเส้นการไหลจากสมการ
เส้นการไหลท่ีได ้
  ผลการศึกษาพบวา่สามารถใชฟั้งกช์นัการส่งการไหลผา่นทรงกระบอกกลมไปเป็นการไหล
ผ่านปีกอากาศได ้ทั้งน้ีตอ้งเพิ่มการไหลโดยการหมุนวน (Flow with circulation) เขา้ไปในสมการ
ศกัย์เชิงซ้อน (Complex potential) ของการไหล ค่าความแข็งแรง (Strength) ของการหมุนวนท่ี
เหมาะสมมีค่าเท่ากบัสองเท่าของผลคูณของรัศมีของทรงกระบอกกลมกบัความเร็วของการไหล  
และค่าไซน์ของมุมปะทะการไหล, 2aUsinα เพื่อให้การไหลมีความสมจริงตามเง่ือนไขของ           
คุตตา (Kutta condition) และน าไปค านวณค่าแรงยกท่ีกระท ากบัปีกอากาศ พบวา่แรงยกมีค่าเท่ากบั
ผลคูณของความหนาแน่นของของไหลกบัความเร็วของการไหลและค่าคงท่ีการหมุนวน, ρUГ     
อีกทั้งยงัสามารถปรับรูปทรงและขนาดของปีกอากาศไดโ้ดยการปรับค่าพารามิเตอร์รูปทรงให้ได้
รูปทรงตามความตอ้งการเพื่อน าไปใช้วิเคราะห์การไหล รวมทั้งน าไปใช้ออกแบบปีกอากาศได้
ต่อไป 

ข.2  บทน า 
  ในส่วนน้ีจะกล่าวถึงคุณสมบติัของจ านวนเชิงซ้อนท่ีพบโดยทัว่ไปในส่วนน าของเน้ือเร่ือง
ท่ีมีการใช้จ  านวนเชิงซ้อนเพื่ออ านวยความสะดวกในการแสดงค่า รวมทั้งการใช้เคร่ืองหมายและ
สัญลกัษณ์ทางคณิตศาสตร์ใหจ้  านวนเชิงซอ้นมีประโยชน์ในการน าไปใชม้ากข้ึน 
  ข.2.1 จ านวนเชิงซ้อน 
   ในระบบตวัเลขจ านวนจริงนั้นการหาค าตอบของสมการพหุนาม เช่น 012 =−x  
สามารถหาได้อย่างสมเหตุสมผล ในศตวรรษท่ี 16 การหาค าตอบของสมการพีชคณิตก าลงัสอง  
และก าลังส่ี  โดย Girolamo Cardano*[*GIROLAMO CARDANO (1501-1576) นักคณิตศาสตร์    
ชาวอิตาลี เป็นผูเ้สนอสูตรส าหรับหาค าตอบสมการพหุนาม] ท่ีไดน้ าเสนอแนวคิดส าหรับการแสดง
ค่ารากท่ีสองของตวัเลขจ านวนจริงติดลบ เขาพบว่าการน าค่า 1−  มาใช้ร่วมกับระบบตวัเลข
จ านวนจริงท่ีมีอยู่ เ ดิม โดยใช้กฎทางคณิตศาสตร์ด้วยแล้วผลคูณของค่าตัว เลขน้ีจะเ ป็น 
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111 −=−−  เป็นผลท าให้สมการพีชคณิต เช่น 012 =+x  หาค าตอบได้ อย่างไรก็ตาม           
การสมมุติของ Cardano ก็ถูกมองขา้มไปจากนกัคณิตศาสตร์ส่วนใหญ่จนเวลาล่วงเลยมากวา่ 300 ปี 
ตวัอกัษร i  ส าหรับการแทนค่า 1−  ถูกน ามาใช้อย่างกวา้งขวางในทางคณิตศาสตร์ในศตวรรษ    
ท่ี 19 โดย Carl Friendrich Gauss**[**CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) นักคณิตศาสตร์   
ผูมี้ช่ือเสียงชาวเยอรมนั มีผลงานในการสร้างรูปแบบและสัญลกัษณ์ในการใช้จ  านวนเชิงซ้อน ]       
ได้แสดงให้เห็นว่าระบบจ านวนเชิงซ้อนสามารถจะน ามาขยายขอบข่ายของระบบจ านวนจริง         
ท าให้การหาค่ารากท่ีสองของจ านวนจริงลบก็หายไปพร้อมกบัความลึกลบัซับซ้อนก็กลายเป็น     
การสมมติข้ึนมาแทน โดยสามารถเขียนเป็นสัญลกัษณ์แทนไดว้า่ 

  i2 = -1    (ข.1) 

   การรวมกนัของตวัเลขจ านวนจริงและตวัสัญลกัษณ์ i ซ่ึงเรียกวา่เป็น หน่วยจินตภาพ 
(Imaginary unit) จะใชใ้นการสร้างค่าจ านวนเชิงซอ้น z ไดเ้ป็น 

  z = x + iy   (ข.2) 

   เม่ือ x และ y เป็นค่าตวัเลขจ านวนจริง ค่า x เรียกวา่ “ส่วนจ านวนจริง (Real part)” 
ของจ านวนเชิงซอ้น z และค่า y เรียกวา่เป็น “ส่วนจินตภาพหรือส่วนสมมุติ (Imaginary part)” ของ z 
และจะใชส้ัญลกัษณ์แทนเป็น 

  Re z = x และ Im z = y  (ข.3) 

   ในการแสดงค่าส่วนจ านวนจริงและส่วนจินตภาพของ z นอกจากน้ีแล้ว Gauss     
ยงัแสดงค่าค าตอบของสมการพหุนาม 

  02

210 =++++ n

nxaxaxaa   

   พบวา่ทุกค่าค าตอบเป็นค่าจ านวนเชิงซอ้น ผลท่ีไดน้ี้ไดก้ลายมาเป็นทฤษฎีพื้นฐาน
ทางพีชคณิตของตวัเลขเชิงซอ้น 
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  ข.2.2 คุณสมบัติทางพชีคณติของจ านวนเชิงซ้อน 
   จ านวนเชิงซอ้น z สามารถจะแสดงค่าไดใ้นรูปของคู่ล  าดบั 

  z = (x, y)   (ข.4) 

   เน่ืองจาก x และ y ต่างมีค่าเป็นจ านวนจริง ดงันั้นจ านวนเชิงซ้อนท่ีมีค่าเป็น (x, 0) 
จะแสดงถึงค่าจ านวนจริงแท ้และจ านวนเชิงซอ้นท่ีมีค่าเป็น (0, y) จะเรียกวา่เป็นจ านวนจินตภาพแท ้
(Pure imaginary numbers) หากก าหนดจ านวนเชิงซอ้นสองค่าใด ๆ เป็น z1 = (x1, y1) และ z2 = (x2, y2) 
ให้มีค่าเท่ากัน การก าหนดน้ีจะเป็นจริงได้ก็ต่อเม่ือจ านวนเชิงซ้อนทั้ งสองมีทั้ งส่วนจริงส่วน         
จินตภาพเหมือนกนั คือ 

  (x1, y1) = (x2, y2)  ก็ต่อเม่ือ x1 = x2 และ y1 =  y2  (ข.5) 

   การบวก 
   การกระท าทางพีชคณิตดว้ยการบวก (Additive) ของจ านวนเชิงซ้อนแสดงอยู่ใน
รูปพิกดัคู่ล  าดบัไดเ้ป็น 

  ),(),(),( 2121221121 yyxxyxyxzz ++=+=+                 (ข.6) 

   ทั้งน้ี จากสมการท่ี ข.6 เม่ือท าการบวกค่า (x1, y1) + (0,0) = (x1+0, y1+0) = (x1, y1) 
และ (x1, y1) + (-x2, -y2) = (x1-x2, y1 – y2) = (0,0) จากผลท่ีได้จะเรียกค่าว่าเป็นเอกลักษณ์การบวก 
(Additive identity) 

  0 = (0,0)   (ข.7) 

   นอกจากน้ีแลว้ค่าตวัผกผนัการบวก (Additive inverse) ของ z1 จะเป็น 

  ),( 111 yxz −−=−                    (ข.8) 
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   การลบ 
   การกระท าทางพีชคณิตของการลบ (Subtraction) ของจ านวนเชิงซอ้นก าหนดเป็น 

  ),(),(),( 2121221121 yyxxyxyxzz −−=−=−                 (ข.9) 

   การรวมกนัของจ านวนเชิงซ้อนจะเป็นไปตามกฎทางคณิตศาสตร์ และสามารถ
แสดงในรูปของสมการไดด้งัน้ี 

  
1221 zzzz +=+   กฎการสลบัท่ีของการบวก            (ข.10) 

  321321 )()( zzzzzz ++=++  กฎการเปล่ียนกลุ่มไดข้องการบวก            (ข.11) 

   การคูณ 
   การกระท าทางพีชคณิตของการคูณ (Multiplication) ของจ านวนเชิงซ้อนก าหนด
ไดเ้ป็น 

  ),(),)(,( 12212121221121 yxyxyyxxyxyxzz +−==              (ข.12) 

   ทั้งน้ีการคูณกนัของ  (x, y)(1,0) = (x - 0, y + 0) = (x, y)ไดผ้ลเป็นค่าเดิมเราจึงเรียกว่าเป็น
เอกลกัษณ์การคูณ (Multiplicative identity) 

  1 = (1, 0)                   (ข.13) 

   หาก ),( yxz =  เป็นจ านวนเชิงซ้อนท่ีไม่เป็นศูนย ์จะสามารถหาจ านวนเชิงซ้อน 
1−z  ซ่ึงเรียกว่า “ค่าตัวผกผนัการคูณ (Multiplicative inverse)” ด้วยเง่ือนไข 11 =−zz ก าหนดให้ 

),( 11

1 yxz =−  จะได ้

  )0,1(),(),)(,( 111111 =+−= yxxyyyxxyxyx  
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   การเท่ากนัของค่าส่วนจริงและส่วนจินตภาพจากผลท่ีได ้คือ 

  0,1 1111 =+=− yxxyyyxx  

   จาก Cramer’s rule*[*GABRIEL CRAMER (1704-1752) เป็นนกัคณิตศาสตร์ชาว
สวติเซอร์แลนด]์ สามารถน ามาใชใ้นการหาค่า

1x และ 1y ไดโ้ดย 

  
221

0

1

yx

x

xy

yx

x

y

x
+

=
−

−

=  และ 
221

0

1

yx

y

xy

yx

y

x

y
+

−
=

−
=  

ดงันั้น ค่าตวัผกผนัการคูณจะมีค่าเป็น 

  








+

−

+
=−

2222

1 ,
yx

y

yx

x
z  เม่ือ 0z               (ข.14) 

   การหาร 
   จากค่าตวัผกผนัการคูณ สามารถน าหาค่าการหารของจ านวนเชิงซ้อนไม่เป็นศูนย์
ไดเ้ป็น 

  ( ) 1

21

2

1 −
= zz

z

z  เม่ือ 02 z   (ข.15) 

   คุณสมบติัอ่ืน ๆ ของการคูณและการบวกท่ีใชส้ าหรับจ านวนเชิงซอ้นประกอบดว้ย 

  
1221 zzzz =  กฎการสลบัท่ีของการคูณ  (ข.16) 

  321321 )()( zzzzzz =  กฎการเปล่ียนกลุ่มไดข้องการคูณ  (ข.17) 
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  3121321 )( zzzzzzz +=+  กฎการแจกแจง              (ข.18) 

   เน่ืองจากระบบจ านวนเชิงซอ้นเป็นส่วนมาขยายเพิ่มเติมของระบบจ านวนจริง หาก
พิจารณาค่าท่ีตรงกนัของหน่วยจินตภาพ 

  i = (0, 1)   (ข.19) 

   กบัค่า -1 = (-1, 0) และเน่ืองจากวา่ i2 = -1 จะสามารถแสดงการค านวณไดเ้ป็น 

   (0,1)(0,1) = (0 – 1, 0) 

   ซ่ึงเป็นจริง ทั้งหมดน้ีเป็นการพฒันาของระบบจ านวนเชิงซ้อนท่ีอาศยัการแสดง    
ค่าแบบคู่ล  าดบั 
  ข.2.3 การแสดงค่าจ านวนเชิงซ้อนด้วยกราฟ 
   โดยทัว่ไปจ านวนเชิงซ้อนจะเขียนอยู่ในรูป iyxz +=  ซ่ึงเป็นการแสดงค่าใน
ระนาบคาร์ทีเซียน จ านวนเชิงซอ้นอีกแบบหน่ึงเรียกวา่ จ  านวนเชิงซอ้นสังยคุ (Complex conjugate) 
เขียนแทนโดย z  และก าหนดใหมี้ค่าเป็น 

  iyxz −=                   (ข.20) 

   การหาค่าจ านวนเชิงซ้อนสังยุคของจ านวนเชิงซ้อนนั้นกระท าไดโ้ดยการเปล่ียน
เคร่ืองหมายในส่วนจินตภาพและจะมีผลเป็น 

  zz =)(                    (ข.21) 

  การใช้แผนภาพเพื่อแสดงค่าจ านวนเชิงซ้อนใด ๆ  ibaz +=  ในรูปแบบคาร์ทีเซียน 
(Cartesian representation) ค่าจ านวนเชิงซ้อนจะแทนดว้ยจุด (a, b) ในระนาบของ (x, y) โดยแกน x 
กบัแกน y นั้นตั้งฉากกนัและมีขนาดของสเกลเท่ากนั แกน x จะเรียกวา่ “แกนจริง (Real axis)” และ
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แกน y เรียกว่า “แกนจินตภาพ (Imaginary axis)” ระนาบในรูปแบบน้ีเรียกว่า “ระนาบเชิงซ้อน 
(Complex plane)” หรือระนาบพิกดัฉาก ซ่ึงสามารถท่ีจะแสดงค่าจ านวนเชิงซอ้นไดใ้นทุกค่า 

imaginary

axis

real axis

ib

i

-i

0 1 2a

z
2
 = 3 - i

z
1
 = 3 + i

z = a + ib

102 =z

101 =z

22 baz +=

 

รูปท่ี ข.1 ระนาบเชิงซอ้นแบบคาร์ทีเซียนของ z 

  จากรูปท่ี ข.1 แสดงจ านวนเชิงซอ้นสามค่าคือ z = a + ib, z1 = 3 + 1i และ z2 = 3 - 1i  
ทั้งในรูปแบบจุดและเวคเตอร์ในระนาบ z จะเห็นวา่ z1 และ z2 เป็นจ านวนเชิงซ้อนสังยุคของกนัคือ 

12 zz =  สามารถเห็นได้จากแผนภาพถึงความคล้ายคลึงกันของจ านวนเชิงซ้อนสังยุคทั้งคู่จาก
ต าแหน่งและรูปร่าง ทั้งในแบบจุดและเวคเตอร์ จะเห็นไดว้า่ค่าในแกนจริงนั้นมีค่าเท่ากนั 
  การคูณของจ านวนเชิงซ้อนในรูปคาร์ทีเซียนกระท าไดโ้ดยการกระจายค่าการคูณ
จากกฎทางพีชคณิตและท าการรวมพจน์โดยอาศยัความสัมพนัธ์  i2 = -1ดงันั้นถ้า z1 = a + ib และ     
z2 = c - id  ผลคูณจะเป็น 

( )( ) ( ) ( )bcadibdacbdiibciadacidcibazz ++−=+++=++= 2

21           (ข.22) 

  ให ้λ เป็นจ านวนจริงคงท่ีค่าหน่ึงคูณกบัจ านวนเชิงซอ้น z = a + ib ผลคูณน้ีจะเป็น 

biaz  +=            (ข.23) 
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  ถา้ก าหนดให ้ iyxz +=  จะไดผ้ลคูณของจ านวนเชิงซ้อนน้ีกบัจ านวนเชิงซ้อนสัง
ยคุของตวัมนัเองเป็น 

)())(( 22 yxiyxiyxzz +=−+=            (ข.24) 

  จะมีค่าเป็นจ านวนจริงบวกทุกกรณี ค่าตวัเลข 2/122 )( yx +  เรียกว่า “มอดูลัส 
(Modulus)” ของ z เขียนแทนดว้ย z  หรือ 

2/122 )( yxz +=   (ข.25) 

  ค่าของ z  คือ ระยะทางของเส้นตรง (เวคเตอร์) จากจุดตดัแกนในระนาบเชิงซอ้น
ท่ีแสดงค่าของ z (ดงัแสดงในรูปท่ี ข.1) 
  ในการหาผลการหารของจ านวนเชิงซ้อนในระนาบพิกดัฉาก จะหาไดจ้ากการคูณ
จ านวนเชิงซอ้นสังยคุของตวัหารทั้งตวัตั้งและตวัหารก่อน 
  ถา้ให้ ibaz +=1

 และ idcz +=2
 ผลการหารของจ านวนเชิงซอ้นทั้งสองค่าจะ

หาไดจ้ากขั้นตอนดงัน้ี 

222222

2

1 )()())((

))((

))((

dc

adbc
i

dc

bdac

dc

idciba

idcidc

idciba

idc

iba

z

z

+

−
+

+

+
=

+

−+
=

−+

−+
=

+

+
=  (ข.26) 

  อีกทางเลือกหน่ึงซ่ึงท าให้ง่ายต่อการก าหนดรูปแบบเชิงซ้อนของผลลัพธ์ด้วย      
การแสดงค่าจ านวนเชิงซ้อนในรูปแบบเชิงขั้ว (Polar representation) หรือบางทีเรียกว่าอยู่ในรูป 

),( r  จะอาศยัพิกดัเชิงขั้ว ),( r  แสดงค่าจ านวนเชิงซ้อน z ในระนาบ (แสดงในรูปท่ี ข.2) ทั้งน้ี
ระยะของจุด P จากจุดตดัแกนจะมีค่าเป็น r = z  อีกทั้ง θ เป็นค่ามุมท่ีวดัจากแกนจริงดา้นบวกไปยงั
เส้นตรง OP ตามหลกัของการวดัมุมแบบทวนเขม็นาฬิกาใหแ้สดงค่ามุมเป็นบวก ดงัแสดงเป็นลูกศร
เชิงมุมในรูปท่ี ข.2 
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Imaginary

axis

Real axisaa = r cos

b = r sin

ib

0



P(r, )

z = a + ib

r = |z|

 

รูปท่ี ข.2 รูปแบบเชิงขั้วของจ านวนเชิงซอ้น z 

   ค่ามุม θ น้ีเรียกวา่ “ค่าอาร์กิวเมนต ์(Argument)” ของ z โดยจะเขียนเชิงสัญลกัษณ์
เป็น zarg=  ค่าอาร์กิวเมนต์ของ z น้ีจะไม่เป็นค่า ๆ เดียวเน่ืองจากว่าหากเราพิจารณาท่ีค่า r       
เท่าเดิมแต่เปล่ียน θ ไปเป็น  k2+  เม่ือ ...,2,1 =k  ก็สามารถท่ีจะก าหนดค่าของจุด P        
ในระนาบ z ได ้ณ จุดเดียวกนั เพื่อท่ีจะลดค่าของมุมซ ้ าซ้อนท่ีมีมากเน่ืองจากการบวกค่าผลคูณ 2 น้ี 
ท  าไดโ้ดยการจ ากดัช่วงของค่า θ ใหแ้สดงค่าอยูใ่นช่วง 

   −                  (ข.27) 

   ค่า θ ท่ีเลือกใชโ้ดยวิธีน้ีเรียกวา่ “ค่ามุขส าคญั (Principal value)” ของค่าอาร์กิวเมนต์
ของ z เขียนเป็นสัญลกัษณ์แทนดว้ย zArg  ดงันั้นความสัมพนัธ์ของ zarg  และ zArg จะเป็นดงัน้ี 

  ...),2,1,0(2Argarg =+= kkzz                (ข.28) 

   กระบวนการหาค่ามุขส าคญั zArg จาก zarg  กระท าไดจ้ากการบวกเขา้หรือลบ
ออกดว้ยผลคูณของ 2 กบัตวัเลขจ านวนเต็มจนกวา่จะไดผ้ลดงัสมการท่ี ข.27 จากรูปท่ี ข.2 พบวา่
พิกดัเชิงขั้วท่ีแสดงจุด P ท่ีค่า iyxz +=  คือ ),( r  ความสัมพนัธ์ระหวา่งการแสดงค่าในรูปคาร์ที
เซียนและรูปเชิงขั้วจะเป็น 
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   sin,cos ryrx ==                (ข.29) 

   ในการแสดงค่าโดยพิกดัเชิงขั้วแบบซ ้ าซ้อนของจ านวนเชิงซ้อนจะอาศยัทฤษฎี      
de Moivre’s theorem*[* ABRAHAM DE MOIVRE (1667-1754) นกัคณิตศาสตร์ชาวฝร่ังเศสเป็น  
ผูน้ าเสนอการแสดงค่าจ านวนจินตภาพในทางตรีโกณมิติ] นั้นคือ 

  ( )  nini
n

sincossincos +=+               (ข.30) 

เม่ือ n เป็นจ านวนเตม็ ดงันั้นจ านวนเชิงซอ้น z จะเขียนอีกแบบหน่ึงไดเ้ป็น 

  ( ) sincos irrez i +==                (ข.31) 

เม่ือ zr =  และ zarg=  

   จากสมการท่ี ข.31 เป็นการแสดงค่าจ านวนเชิงซ้อนในรูปแบบเชิงขั้ว ซ่ึงจะช่วย
อ านวยความสะดวกเป็นอยา่งมากในการหาค่าผลคูณและผลหารของจ านวนเชิงซอ้น 
  ถา้ให ้ 1

11

i
erz =  และ 2

22

i
erz =  จะแสดงไดว้า่ 

  )(

2121
21  +

=
i

errzz  และ )(

2

1

2

1 21  −
=

i
e

r

r

z

z                (ข.32) 

   การเท่ากนัของจ านวนเชิงซ้อนสองค่าใด ๆ (w และ z) ท่ีแสดงในรูปแบบเชิงซ้อนน้ี
จะตอ้งมีค่ามอจดูลสัเท่ากนักล่าวคือ 

  zw =                   (ข.33) 

   นอกจากน้ีแลว้ค่าอาร์กิวเมนตก์็จะตอ้งเป็นไปตามความสัมพนัธ์ 

  ...),2,1,0(2Argarg =+= kkzw                (ข.34) 
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   ผลท่ีได้น้ีจะมีความส าคัญมากเม่ือเราน ามาใช้หาค่ารากท่ี q ใด ๆ ของจ านวน
เชิงซอ้น z จาก 

  qpzw /=                   (ข.35) 

เม่ือ p, q เป็นจ านวนเต็ม ในการหาค่ารากตามสมการท่ี ข.35 ก่อนอ่ืนจะต้องก าหนดค่าจ านวน
เชิงซอ้น w และ z ในรูปเชิงขั้วเป็น 

   iew =  และ irez =                  (ข.36) 

   ต่อมาท าการเพิ่มค่าจ  านวนเชิงซ้อนทั้งสองโดยการยกก าลงัเพื่อให้สอดคล้องกบั
สมการท่ี ข.35 ดงันั้น 

  ( ) ( )







ippiqq

piqi

ere

ree

=

=  

   จะเห็นวา่ pq r=  ดงันั้น qpr /=  และค่าอาร์กิวเมนตท์ั้งสองจะเป็น 

   kpq 2+=  

  
q

kp 


2+
=  

   ค่า q จะมีความสัมพนัธ์กับ k เป็น 1,...,1,0 −= qk  ดังนั้นค่ารากท่ี q มีค่าเป็น 

110 ,...,, −qwww  ตามสมการท่ี ข.35 และจะสามารถเขียนไดว้า่ 

  














 +
=

q

kp
irw qp
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 2
exp/                 (ข.37) 
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  ส าหรับค่า 1,...,1,0 −= qk  หากวา่จ านวนเต็ม k มีค่ามากกวา่ q - 1 หรือนอ้ยกวา่ 0 
ค่าค าตอบของค่ารากจะเป็นค่าเดียวกบัค่ารากท่ีไดม้าก่อนเน่ืองจากการซ ้ าซ้อนกนัของค่ารากท่ีค่า
อาร์กิวเมนตต์ามจ านวนคาบ q2  
  สังเกตเห็นว่าเม่ือเขียนจ านวนเชิงซ้อนอยู่ในรูปเชิงขั้วแล้วค่าหน่วยจินตภาพ i      
จะเป็น 

 2/iei =  โดยท่ี 1=i  และ 2/Arg =i   (ข.38) 

  ในตอนทา้ยน้ีจะพิจารณาถึงความไม่เท่ากนัของจ านวนเชิงซ้อนท่ีเรียกวา่ triangle 
inequality ถา้ให ้a และ b เป็นจ านวนเชิงซอ้นใด ๆ พบวา่ 

 baba ++   (ข.39) 

  อีกตวัอยา่งหน่ึงส าหรับค่าจ านวนเชิงซอ้นสามค่า z1, z2 และ z3 

 313221 zzzzzz −−+−                 (ข.40) 

  ผลท่ีได้ในสมการท่ี ข.40 น้ีอาศัยความสัมพนัธ์ตามสมการท่ี ข.39 โดยให้ค่า 

21 zza −=  และ 32 zzb −=  สมการท่ี ข.40 ช้ีให้เห็นว่าผลรวมของค่าระยะสองด้านใด ๆ ของ
สามเหล่ียมท่ีเกิดจากจุดของจ านวนเชิงซ้อนสามค่าจะไม่สามารถมีค่าเกินระยะรวมของทั้งสาม    
ดา้นได ้นอกเหนือจากวา่มีสองจุดใด ๆ หรือทั้งสามจุดเป็นจุดเดียวกนั 
  ข.2.4 เส้นโค้ง โดเมน และบริเวณของระนาบ 
   ในหัวขอ้น้ีจะกล่าวถึงแนวคิดพื้นฐานของการก าหนดขอบเขตของจุดในระนาบ 
ส่วนแรกคือเส้นโค้ง ก าหนดให้ )(txx = และ )(tyy =  เป็นค่าฟังก์ชันต่อเน่ืองสองค่าท่ีข้ึน         
กบัค่าพารามิเตอร์จ านวนจริง t ท่ีอยู่ในช่วง bta   ให้ส่วนโคง้ (Curve) C ในระนาบเกิดจาก  
การเช่ือมโยงกันระหว่างจุด [x(a), y(a)] ไปยงัจุด [x(b), y(b)] โดยท่ีจุดใด ๆ บนส่วนโค้งน้ีมี
ความสัมพนัธ์เป็น 

  )()()(: tiytxtzC +=  ส าหรับ bta                 (ข.41) 
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   ถา้ 000 iyxz += และ
111 iyxz += เป็นสองจุดใด ๆ ดงันั้นส่วนของเส้นท่ีเช่ือมโยง

จุด z0 ไปยงัจุด z1 ก็จะมีความสัมพนัธ์เป็น 

     tyyyitxxxtzC )()()(: 010010 −++−+=  ส าหรับ 10  t             (ข.42) 

   นอกจากน้ีจะใช้ความสัมพนัธ์ตามสมการท่ี ข.42 อาศยัรูปเวกเตอร์แทนเส้นตรง 
(ในรูปท่ี ข.3) โดยจุดเร่ิมตน้คือ 000 iyxz += และทิศทางของเส้นจะอยูใ่นแนว 

01 zz − จึงสามารถ
เขียนความสัมพนัธ์ของเส้นโคง้ C ในสมการท่ี ข.42 ได้เป็น  tzzztzC )()(: 010 −+=  ส าหรับ 

10  t  

y

x

z
0
 = z(0)

C
z(t)

z
1
 = z(1)

 

รูปท่ี ข.3 ส่วนของเส้นตรง C ต่อระหวา่ง z0 กบั z1 

   หากพบวา่เส้นโคง้ C มีคุณสมบติั )()( bzaz = กล่าวไดว้า่เส้นโคง้น้ีเป็นเส้นโคง้
ปิด (close curve) และหากเส้นโคง้ไม่มีการตดักนัของตวัมนัเองแลว้ เส้นโคง้ C จะเป็นเส้นโคง้ปิด
ไดโ้ดยง่าย และจะเขียนเป็นความสัมพนัธ์ไดเ้ป็น )()( 21 tztz  โดยท่ี 

21 tt   ยกเวน้เม่ือ at =1
 และ 

bt =2
 เช่น วงกลม C ท่ีมีจุดศูนยก์ลางท่ี 000 iyxz += และมีรัศมีเป็น R จะสามารถเขียนให้อยูใ่น

รูปตวัแปรของเส้นโคง้ปิดไดเ้ป็น 

  ( ) ( ) iteRzstRyitRxtzC +=+++= 000 sincos)(: ส าหรับ 20  t   (ข.43) 
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   ความคิดเบ้ืองตน้อนัหน่ึงในการอธิบายกลุ่มเซตของจุดในระนาบคือ ยา่นใกลเ้คียง 
 ( -neighborhood) ของจุด z0 เป็นกลุ่มเซตท่ีเป็นไปตามเง่ือนไข 

  − 0zz                   (ข.44) 

   กลุ่มเซตน้ีจะเป็นรูปวงกลมเปิดรัศมี   ซ่ึงมีค่ามากกวา่ศูนยร์อบจุด z0 ดงัรูปท่ี ข.44 
   จุด z0 เรียกวา่เป็นจุดขา้งใน (Interior point) ของกลุ่มเซต S เม่ือมีค่ายา่นใกลเ้คียง  
ของจุด z0 อยูภ่ายใน S ทุกจุด และ z0 เรียกวา่เป็นจุดขา้งนอก (Exterior point) ของกลุ่มเซต S เม่ือไม่
มีค่าย่านใกลเ้คียง  ของจุด z0 อยู่ภายใน S เลย ถา้ z0 เป็นค่าท่ีอยู่ระหว่างจุดขา้งในกบัจุดขา้งนอก
ของกลุ่มเซต S จะเรียกว่าเป็นจุดขอบ (Boundary point) ของกลุ่มเซต S โดยจะมีคุณสมบติัของ       
ค่ายา่นใกลเ้คียง   จุด z0 อยูท่ ั้งขา้งในและขา้งนอกกลุ่มเซต S ดงัตวัอยา่งในรูปท่ี ข.5 

y

x



 

รูปท่ี ข.4 ค่ายา่นใกลเ้คียง ε ของจุด z0 

y

x

Exterior

Interior

Boundary

 

รูปท่ี ข.5 จุดขา้งใน จุดขา้งนอก และเส้นขอบของกลุ่มเซต 
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   กลุ่มเซต S จะเรียกวา่ “เซตเปิด (Open sets)” ถา้ทุกจุดเป็นจุดขา้งในของกลุ่มเซต S 
กลุ่มเซตท่ีเรียกวา่ “เซตปิด (Closed sets)” หากรวมจุดขา้งในทุกจุดกบัจุดท่ีอยูบ่นเส้นขอบ และกลุ่ม
เซต S จะเรียกวา่ “เซตเช่ือมโยง (Connected sets)” หากทุกคู่ของจุด z1 และ z2 อยูร่่วมกนัได ้โดยส่วน
โคง้นั้นยงัคงอยูใ่นกลุ่มเซต S 
   กลุ่มเซตท่ีต่อกนัแบบเปิดจะเรียกว่า “โดเมน (Domain)” โดเมนท่ีประกอบด้วย
บางส่วนหรือไม่มีส่วนประกอบของจุดขอบเขตซ่ึง เ รียกว่า  “บริเวณ (Region)” เ ช่น เซต 

}2Im1:{  zz เป็นบริเวณ เซตท่ีเป็นผลรวมกนัของโดเมนกบัเส้นขอบเรียกว่าเป็นบริเวณปิด 
(Closed region) เช่น }:{ yxz  เป็นบริเวณปิด เซตท่ีเรียกว่าเป็นเซตมีขอบเขต (Bounded sets)    
ถา้ทุกจุดสามารถลอ้มรอบไดด้ว้ยวงกลมท่ีมีรัศมีค่าหน่ึง และจะเป็นจริงไดเ้ม่ือ 0R  ส าหรับจุด z 
ในกลุ่มเซต S จะได้ว่า  Rz  เ ช่น รูปส่ี เหล่ียม 4:{ xz และ }3y  เ ป็นเซตมีขอบเขต
เน่ืองจากวา่มนับรรจุอยูใ่นวงกลม 5=z ส่วนเซตท่ีไม่สามารถปิดลอ้มไดด้ว้ยวงกลมจะเรียกวา่เป็น
เซตไม่มีขอบเขต (Unbounded set) 
  ข.2.5 ตัวแปรและฟังก์ชัน 
   ค่าฟังก์ชนัของตวัแปรจ านวนเชิงซ้อน z ท่ีมีค่าภายใตก้ลุ่มเซต D จะเขียนอยูใ่นรูป
จ านวนเชิงซอ้น w ไดเ้ป็น 

  )(zfw =                   (ข.45) 

   เน่ืองจาก iyxz +=  ส าหรับระบบแกน ดงันั้นสามารถแสดงได้ว่า ivuw +=  
เม่ือ u และ v เป็นส่วนจริงและส่วนจินตภาพของจ านวนเชิงซอ้น w หรือเขียนไดเ้ป็น 

  ivuiyxf +=+ )(                  (ข.46) 

   ทั้งน้ีค่า u และ v นั้นข้ึนกบัค่า x และ y จึงสามารถเขียนฟังกช์นัเชิงซ้อน (Complex 
function,  f ) ไดเ้ป็น 

  ),(),()()( yxivyxuiyxfzf +=+=                (ข.47) 

   ส าหรับการแสดงค่าดว้ยพิกดัเชิงขั้ว )( irez = สามารถเขียนฟังก์ชนัเชิงซ้อนใน
ท านองเดียวกนัน้ีไดเ้ป็น 
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  ivuref i +=)(                   (ข.48) 

   ค่า u และ v ต่างข้ึนกบัค่า r และ θ จึงสามารถเขียนฟังก์ชนัเชิงซ้อนในระบบแกน
พิกดัเชิงขั้วไดเ้ป็น 

  ),(),()()(  rivrurefzf i +==                (ข.49) 

  ข.2.6 การแปลงเชิงเส้น 
   การแปลง (Transformation) ค่าภายในโดเมน D ในระนาบ xy ไปยงัระนาบ uv    
โดยฟังกช์นั f สามารถเขียนไดเ้ป็น 

  ),(),()( yxivyxuzfw +==                 (ข.50) 

  พิจารณาวา่เป็นการแปลงจากกลุ่มเซต D ในระนาบ z ไปยงับริเวณ R อนัใหม่ใน
ระนาบ w (รูปท่ี ข.6) 

y

x

v

u

Domain of

Definition

D

Range

R

w = f(z)

u = u(x, y)

v = v(x, y)

 

รูปท่ี ข.6 การแปลงโดย w = f(z) 

   ถา้หากวา่การแปลงของจุดสองจุดบนระนาบ z ท่ีไม่เป็นจุดเดียวกนั 
21 zz  ไปยงั

จุดในระนาบ w และยงัคงมีค่าไม่เท่ากนั )()( 21 zfzf  แล้วฟังก์ชันการแปลงน้ีจะเรียกว่าเป็น   
แบบหน่ึงต่อหน่ึง (One-to-One) นอกจากน้ีหากตอ้งการแสดงค่าของตวัแปรจ านวนเชิงซอ้น z ในรูป
ฟังก์ชนัของตวัแปรจ านวนเชิงซ้อน w จะตอ้งหาฟังก์ชนัการยอ้นกลบัของ )(zfw = หรือฟังก์ชนั
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ผกผนั (Inverse function) เพื่อให้ไดค้วามสัมพนัธ์เป็น z = g(w) โดยจะสามารถเขียนความสัมพนัธ์
ของตวัแปรจ านวนเชิงซอ้นไดเ้ป็น 

  ( )( ) zzfg =   ส าหรับทุกค่าของ z ภายใตเ้ซตของโดเมนท่ีตอ้งการแปลง และ 
  ( )( ) wwgf =  ส าหรับทุกค่าของ w ภายใตเ้ซตของโดเมนท่ีตอ้งการแปลง           (ข.51) 

   พิจารณาการแปลงในรูปแบบต่าง ๆ ท่ีใชฟั้งก์ชนัในการแปลงจะสามารถพิจารณา
ไดด้งัน้ี 
   การเล่ือนขนาน 
   หากค่า ibaB += เป็นค่าจ านวนเชิงซ้อนคงท่ีค่าหน่ึง การแปลงโดยฟังก์ชัน T 
ตามความสัมพนัธ์ 

  )()( byiaxBzzTw +++=+==                (ข.52) 

   เป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อหน่ึงของระนาบ z ไปยงัระนาบ w เรียกว่า การแปลง
โดยการเล่ือนขนาน (translation) โดยท่ีจุด z จะถูกเปล่ียนต าแหน่งไปดว้ยเวกเตอร์ iba + จากเดิม
ไปยงัระนาบ w (ดงัรูปท่ี ข.7) ตามความสัมพนัธ์ )(zTw = และฟังก์ชนัการแปลงผกผนั (Inverse 
transformation) จะเป็น 

  )()(1 bviauBwwTz −+−=−== −                (ข.53) 

y

x

v

u

w = z + B

u = x + a

v = y + b

B = a + ib

z = x + iy

w = T(z)

 

รูปท่ี ข.7 การแปลงแบบเล่ือนขนาน )()( byiaxBzzTw +++=+==  
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   การหมุน 
   ถา้ α เป็นค่าจ านวนจริงคงท่ีค่าหน่ึง การแปลงโดย 

  )()(  +==== iiii reerezezRw                (ข.54) 

   จะเป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อหน่ึงโดยฟังก์ชัน R ส าหรับค่าในระนาบ z ไปยงั
ระนาบ w เรียกว่าเป็น การแปลงโดยการหมุน (Rotation) ท่ีจุด z ถูกหมุนไปดว้ยมุม α และเปล่ียน
ต าแหน่งไปท่ี w = R(z) (ดงัรูปท่ี ข.8) หากใช้พิกดัเชิงขั้ว  iew = ส าหรับระนาบ w แล้วฟังก์ชนั  
การแปลงผกผนัจะเป็น 

  )(1 )(   −−−− ==== iiii reeewewRz   (ข.55) 

y

x

v

u

w = rei( + )

r

z = rei

 =  + 



w = R(z)



 = r

 =  + 

 = r

 

รูปท่ี ข.8 การแปลงโดยการหมุน )()(  +== irezRw  

   การเปลีย่นขนาด 
   ก าหนดให้ K เป็นค่าจ านวนจริงบวกคงท่ีค่าหน่ึง การแปลงโดยฟังก์ชัน S ตาม
ความสัมพนัธ์ 

  iKyKxKzzSw +=== )(   (ข.56) 

   จะเป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อหน่ึงท่ีเรียกว่า “การแปลงโดยการเปล่ียนขนาด 
(Magnification)” ถ้าหากค่า 1K  การแปลงน้ีจะเป็นการเพิ่มระยะทางระหว่างจุดไปตามขนาด
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ของค่า K (ดงัรูปท่ี ข.9) หากค่า 1K  การแปลงน้ีจะเป็นการลดระยะทางระหว่างจุดลงไปตาม
สัดส่วนของค่า K และฟังกช์นัการแปลงยอ้นกลบัของการแปลงโดยการเปล่ียนขนาดน้ีจะเป็น 

  v
K

iu
K

w
K

wSz
111

)(1 +=== −   (ข.57) 

y

x

v

u

w = Kz

u = Kx

v = Ky

Ki

i

Ki

i

1 K 1 K

 

รูปท่ี ข.9 การเปล่ียนขนาด iKyKxKzzSw +=== )(  

   ถา้ให ้ iKeA =  และ ibaB +=  โดยท่ี 0K  การแปลงตามความสัมพนัธ์ 

  BAzzWw +== )(   (ข.58) 

   จะยงัเป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อหน่ึงของระนาบ z ไปยงัระนาบ w อยู ่การแปลงน้ี
เรียกวา่เป็นการแปลงเชิงเส้น (Linear transformation) เป็นของการแปลงในสามแบบขา้งตน้พร้อม
กนั ส าหรับฟังกช์นัการแปลงผกผนัก็จะเป็น 

  
A

B
w

A
wWz −== − 1

)(1   (ข.59) 

   การแปลงท่ีท าให้รูปทรงใหม่ท่ีเปล่ียนไปแต่ยงัคงมีความคล้ายคลึงกับรูปเดิม      
อยู่ดังเช่นการแปลงแบบเชิงเส้นน้ีจะเรียกได้อีกอย่างหน่ึงว่าเป็นการแปลงเสมือน (Similarity 
mapping) 
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  ข.2.7 สมการโคซี-รีมันน์ 
   ถ้า f(z) เป็นฟังก์ชันท่ีมีค่าเดียวภายใต้บริเวณ R ในระนาบ z แล้วค่าอนุพันธ์ 
(Derivative) ของ )(zf จะนิยามไดเ้ป็น 

  
z

zfzzf
zf

z 

−+
=

→

)()(
lim)('

0
  (ข.60) 

   โดยจะเรียกวา่เป็นเป็นค่าอนุพนัธ์ของฟังกช์นั )(zf ท่ีต  าแหน่ง z ในบางคร้ังอาจจะ
ใช ้h แทนค่า z ก็ได ้
   หากพบว่าค่าอนุพนัธ์ )(' zf สามารถหาได้ทุกจุดภายใตข้อบเขต R แล้วจะเรียก 

)(zf  วา่เป็นวิเคราะห์ (Analytic) ท่ี R และจะกล่าวไดว้า่ฟังก์ชนัน้ีเป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ (Analytic 
function) ใน R หากฟังก์ชัน )(zf เป็นวิเคราะห์ท่ีจุด z0 แล้วค่าในย่านใกล้เคียง  − 0, zz  
สามารถหาค่าอนุพนัธ์ตาม )(' zf  ไดทุ้กจุด 
    เง่ือนไขขั้นต้นท่ีจะท าให้ ),(),()( yxivyxuzfw +== เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์
ภายใตบ้ริเวณ R ได ้ค่า u และ v ตอ้งเป็นไปตามเง่ือนไขของสมการโคซี-รีมนัน์ (Cauchy-Riemann 
equations*)[*นักคณิตศาสตร์ชาวฝร่ังเศส AUGUSTIN-LOUIS CAUCHY (1789-1857) และนัก
คณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน BERNHARD RIEMANN (1826-1866) และ KARL WEIERSTRASS 
(1815-1897) ผูเ้สนอการวเิคราะห์เชิงซอ้น] กล่าวคือ 
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   เพื่อให้สมการโคซี-รีมนัน์สอดคลอ้งในบริเวณ R จะสมมุติวา่อนุพนัธ์เหล่าน้ีมีค่า
ต่อเน่ืองใน R เง่ือนไขจ ำเป็น เพื่อท่ี )(zf จะเป็นฟังกช์นัวเิคราะห์ ค่าลิมิต 
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   ตอ้งหาค่าไดแ้ละเป็นอิสระจากทิศทางการเขา้ใกลศู้นยข์อง z (หรือ x และ y ) 
เม่ือท าการพิจารณาการเขา้ใกลท้ั้งในสองทิศทางจะแบ่งไดเ้ป็น 2 กรณี คือ 
   กรณี 1 : 0,0 →= xy  ในกรณีน้ีค่าลิมิตจะกลายเป็น 
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   นัน่คือสามารถหาค่าอนุพนัธ์ยอ่ยได ้
   กรณี 2 : 0,0 →= yx  ในกรณีน้ีค่าลิมิตจะกลายเป็น    
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   ขณะน้ี )(zf จะไม่สามารถเป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ได้ถ้าลิมิตทั้งสองค่าไม่เท่ากัน 
ดงันั้นเง่ือนไขจ าเป็นท่ี )(zf เป็นฟังกช์นัวเิคราะห์ไดคื้อ 
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   สมการโคซี-รีมันน์ จะท าให้ค่าอนุพนัธ์เป็นค่าต่อเน่ืองในบริเวณ R และเป็น
เง่ือนไขให้ )(zf นั้นเป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ในบริเวณ R ดว้ยเช่นกนั ส่วนฟังก์ชนั u(x, y) และ v(x, y) 
นั้นบางคร้ังเรียกว่าเป็นฟังก์ชนัสังยุค (Conjugate function) ซ่ึงหากทราบค่าตวัใดตวัหน่ึงแลว้ก็จะ
สามารถหาค่าอีกตวัหน่ึงได ้ตามความสัมพนัธ์ของสมการโคซี-รีมนัน ์
  ข.2.8 ฟังก์ชันฮาร์มอนิก 
   หากวา่ )(zf เป็นฟังก์ชนัวเิคราะห์และสมการโคซี-รีมนัน์มีความสอดคลอ้งกนัใน
บริเวณ R ดว้ยแลว้ ค่าอนุพนัธ์ยอ่ยอนัดบัท่ีสองของ u และ v เทียบกบั x และ y จะสามารถหาค่าได้
และมีค่าต่อเน่ือง โดยอาศยัความสัมพนัธ์ของสมการโคซี-รีมนัน์จะไดว้า่ 

  0,0
2

2

2

2

2

2

2

2

=



+




=




+





y

v

x

v

y

u

x

u   (ข.62) 

 



131 

   ตามเง่ือนไขน้ี กล่าวไดว้า่ค่าทั้งในส่วนจริงและส่วนจินตภาพของฟังกช์นัวเิคราะห์ 
มีความสัมพนัธ์เป็นไปตามสมการลาปลาซ (Laplace’s equation*)[*PIERRE SIMON MARQUIS 
DE LAPLACE (1749-1827) นกัคณิตศาสตร์ผูมี้ช่ือเสียงชาวฝร่ังเศส ผูคิ้ดคน้พื้นฐานของทฤษฎีศกัย ์
(Potential theory)] คือ 
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   การกระท าโดย 2 มกัเรียกว่า “ลาปลาเซียน (Laplacian)” ฟังก์ชัน ),( yxu และ 
),( yxv ท่ีเป็นไปตามสมการลาปลาซภายใตบ้ริเวณ R เรียกว่าเป็น “ฟังก์ชนัฮาร์มอนิก (Harmonic 

functions)” หรือกล่าวไดอี้กอยา่งหน่ึงวา่เป็นฮาร์มอนิกใน R 
   ถา้ให ้ dzz =  เป็นค่าความแตกต่างท่ีเพิ่มข้ึนจาก z จะพบวา่ 

  )()( zfzzfw −+=   (ข.64) 

   เรียกว่าเป็นส่วนท่ีเพิ่มข้ึนใน )(zfw = ถ้าหากว่าฟังก์ชัน )(zf เป็นค่าต่อเน่ือง
รวมทั้งค่าอนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงหาค่าไดแ้ละมีความต่อเน่ืองขา้งในบริเวณ R แลว้จะได ้

  dzdzzfzzzfw  +=+= )(')('   (ข.65) 

   เม่ือ 0→ ในขณะท่ี 0→z  จะท าใหไ้ดว้า่ 

  dzzfw )('=  (ข.66) 

   เรียกว่าเป็นค่าเชิงอนุพันธ์ (Differential) ของ w หรือ )(zf ทั้ งน้ีจากนิยามใน
สมการท่ี ข.62 และสมการท่ี ข.66 สามารถกล่าวไดว้า่ 
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   พิจารณาได้ว่า dzd / เป็นการกระท าต่อ )(zfw = เพื่อให้ได้ความสัมพนัธ์เป็น 
)('/ zfdzdw =  

   หากค่าฟังก์ชัน )(zf และ )(zg เป็นฟังก์ชันวิเคราะห์ภายใต้บริเวณท่ีมีค่าของ       
จุด z0 อยู่ และหากพบว่าค่าท่ีจุดน้ีมีค่าเป็นศูนย์ 0)()( 00 == zgzf แต่ค่าอนุพนัธ์ 0)(' 0 zg

สามารถจะใชห้ลกัเกณฑ์โลปิตาล (L’Hospital’s rule**)[**GUILLAUME FRANCOIS ANTOINE 
L’HOSPITAL (1661-1704) ลูกศิษยข์อง Johann Bernoulli] ในการหาค่าลิมิตไดโ้ดย 

  
)('

)('

)(

)(
lim

0

0

0 zg

zf

zg

zf

zz
=

→
  (ข.68) 

   ในกรณีท่ี 0)(')(' 00 == zgzf หลักเกณฑ์โลปิตาลยงัสามารถท่ีจะใช้อีกได้
เช่นกนั โดยการหาค่าอนุพนัธ์อนัดบัต่อไป 
  ข.2.9 คุณสมบัติตั้งฉาก 
   หากฟังก์ชนัตวัแปรเชิงซ้อน ),(),()( yxivyxuzfw +== เป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์
แลว้ค่าต าแหน่งใด ๆ ในระนาบ w มีค่าเป็น 

   == ),(,),( yxvyxu   (ข.69) 

   เม่ือทั้ง และ  มีค่าคงท่ี จะพบว่าค่าทั้ งสองเป็นค่าท่ีตั้ งฉาก (Orthogonal) กัน
หรือเป็นค่าท่ีตั้งฉากกนัท่ีจุดตดัเดียวกนั (ดงัท่ีแสดงในรูปท่ี ข.10) ถึงแมจ้ะใชก้ารแปลงจากระนาบ z 
ไปยงัระนาบ w แลว้ค่าของตวัแปรก็ยงัคงเป็นค่าท่ีตั้งฉากกนัท่ีจุดนั้นอยู่เสมอ พิสูจน์คุณสมบติัตั้ง
ฉากน้ีโดยพิจารณาสมาชิกสองเส้นใด ๆ ตามล าดบั ก าหนดให้ 

1),( =yxu และ
1),( =yxv เม่ือ

ทั้ง 1  และ 1 มีค่าคงท่ี 
   ท าการหาค่าอนุพนัธ์ของ

1),( =yxu เทียบกบั z จะได ้
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   พบวา่ความชนัของ 
1),( =yxu  คือ 
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   ในท านองเดียวกนั ความชนัของ
1),( =yxv คือ 
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   หาค่าผลคูณของความชนัทั้งสองเส้น โดยอาศยัความสัมพนัธ์ดงัสมการโคซี-รีมนัน์ 
จะได ้
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   เน่ืองจากค่าผลคูณของความชนัของเส้นสองเส้นท่ีตดักนัมีค่าเป็น -1 จะหมายถึงวา่
เส้นสองเส้นนั้นตั้งฉากกนั 
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รูปท่ี ข.10 คุณสมบติัตั้งฉาก 

4.3  วธิีด าเนินการวจิัย 
  4.3.1 การแปลงหรือการส่ง 
   จากกลุ่มเซตของสมการ 
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yxvv

yxuu   (ข.70) 

  ตามนิยามโดยทัว่ไปถือวา่เป็นการแปลงหรือการส่ง (Transformation or mapping) 
ท่ีเกิดข้ึนระหว่างจุดบนระนาบ uv และระนาบ xy สมการท่ี ข.70 น้ีเรียกว่า “สมการการแปลง 
(transformation equation)” หากการแปลงโดยจุด ๆ จุดหน่ึงในระนาบ uv เป็นจุด ๆ เดียวในระนาบ 
xy และยงักระท าไดใ้นทางกลบักนัจะเรียกว่าเป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อหน่ึงดงัท่ีไดก้ล่าวมาแล้ว 
นัน่คือเซตของจุดในระนาบ xy จะถูกส่ง (Mapped) ไปเป็นเซตของจุดในระนาบ uv และท าในทาง
ตรงกนัขา้มได ้จุดท่ีเกิดข้ึนระหวา่งระนาบทั้งสองเรียกไดว้า่เป็นภาพ (Images) ของกนัและกนั 
   ภายใตก้ารแปลงของบริเวณปิด R ของระนาบ xy ไปเป็นบริเวณปิด 'R  ในระนาบ 
uv หากให้

xyA  และ uvA แทนพื้นท่ีของบริเวณทั้งสองโดยท่ี u และ v มีค่าต่อเน่ืองและหาค่า
อนุพนัธ์ไดแ้ลว้ สามารถแสดงไดว้า่ 

  
),(

),(
lim

yx

vu

A

A

xy

uv




=



  (ข.71) 

   ค่า lim เป็นค่าลิมิตของ
xyA (หรือ uvA ) หากเขียนในรูปของดิเทอร์มิเเนนทจ์ะเป็น 
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   เรียกว่าจาโคเบียนของการแปลง (Jacobian of the transformation*)[*ช่ือทา้ยของ
นักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน CARL GUSTAV JACOB JACOBI (1804-1851) ศึกษาทางด้าน
อนุพนัธ์เชิงยอ่ย และทางดา้นกลศาสตร์] ของเซตในสมการท่ี ข.70 
   การหาค่า x และ y ในรูปของ u และ v โดยการแปลงเป็น x = x(u, v) และ y = y(u, v) 
เรียกว่าเป็นการแปลงผกผนั (Inverse transformation) ของค่าตามความสัมพนัธ์ในสมการท่ี ข.70 
หาก x และ y เป็นค่าเดียว (Single-value) สามารถหาค่าอนุพนัธ์ไดแ้ละมีความต่อเน่ืองแลว้ พบวา่ค่า
จาโคเบียนของการแปลง ),(/),( vuyx  จะเป็นส่วนกลบัของ ),(/),( yxvu  นอกจากน้ีถ้า u 
และ v มีฟังก์ชันต่อเน่ืองและหาค่าอนุพนัธ์ ),(/),( yxvu  ได้ในบริเวณ R แล้วการแปลงตาม
สมการท่ี ข.70 จะเป็นแบบหน่ึงต่อหน่ึง 
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   หาก u และ v เป็นส่วนจริงและส่วนจินตภาพของฟังกช์นัวิเคราะห์ตวัแปรเชิงซ้อน 
iyxz += โดยท่ี )()( iyxfzfivuw +==+= ในกรณีน้ีจาโคเบียนของการแปลงจะมีค่าเป็น 
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   (ข.73) 

   การแปลงในบริเวณน้ีจะเป็นแบบหน่ึงต่อหน่ึงไดก้็ต่อเม่ือ 0)(  zf หากมีจุดท่ีมี
ค่าอนุพนัธ์ 0)( = zf  จะเรียกจุดน้ีวา่ “จุดวกิฤติ (Critical point)” 
   ส าหรับการแปลงตามสมการท่ี ข.70 จุด ),( 00 yx ของระนาบ xy ถูกแปลงไปยงั   
จุด ),( 00 vu ของระนาบ uv (ดงัรูปท่ี ข.11) หากส่วนโคง้ C1 และ C2 ตดักนัท่ีจุด ),( 00 yx ถูกแปลงไป
เป็นโคง้ 

1C  และ 
2C  ท่ีมีการตดักนัท่ีจุด ),( 00 vu ถา้การแปลงน้ีมีค่ามุมท่ีจุด ),( 00 yx ระหว่าง C1 

และ C2 เท่ากบัค่ามุมท่ีจุด ),( 00 vu ระหว่างโคง้
1C และ 

2C ทั้งขนาดและทิศทาง การแปลงน้ีจะ
เรียกวา่ “การส่งคงแบบ (Conformal)” ท่ีจุด ),( 00 yx  ส่วนการส่งท่ีค่ามุมเท่ากนัแต่ไม่จ  าเป็นตอ้งมี
ทิศทางเหมือนกนัจะเรียกวา่ มีดา้นเท่ากนั (Isogonal) 
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รูปท่ี ข.11 การส่งคงแบบ 

   ทั้งหมดน้ีจะเป็นไปตามทฤษฎีบทมูลฐาน คือ 
   ทฤษฎีบท ถา้ )(zf เป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ และ 0)(  zf ในบริเวณ R แลว้การแปลง 

)(zfw =  จะเป็นการส่งคงแบบท่ีทุกจุดของ R 
   หากในการแปลงจาก )(zfw = ของจุดในระนาบ w ไปยงัจุดใหม่ท่ี )(wfz =  
นั้นมีค่าเป็นค่าเดิมจะเรียกจุดน้ีวา่เป็นจุดตึง (Fixed points) หรือจุดยนืยง (Invariant points) 
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   การแปลงโดยทัว่ไปจะสามารถสรุปรูปแบบของการแปลงไดอ้ยา่งคร่าว ๆ โดยถา้
ให้ ,  เป็นค่าจ านวนเชิงซอ้น และ 0,a เป็นค่าจ านวนจริงคงท่ี จะสามารถสรุปไดเ้ป็น 
 
   1. การเล่ือนขนาน (Translation)  += zw  
   2. การหมุน (Rotation)   zew

i 0
=  

   3. การขยาย (Stretching)  azw =  
   4. การผกผนั (Inversion)  zw /1=  
   นอกจากการแปลงแบบเชิงเส้นดังท่ีได้กล่าวมาก่อนน้ีแล้วนั้ น การแปลงอีก
อนัหน่ึงคือ 

  0, −
+

+
= 





z

z
w  (ข.74) 

   โดยท่ี  ,, และ เป็นค่าจ านวนเชิงซ้อน เรียกการแปลงน้ีวา่เป็นการแปลงเชิง
เส้นคู่ (Bilinear transformation) หรือการแปลงเชิงเศษส่วน (Fractional transformation) การแปลง
แบบน้ีสามารถท่ีจะพิจารณาไดว้า่เป็นการแปลงร่วมกนัทั้ง 4 แบบ ตามท่ีไดแ้สดงไวข้า้งตน้ 
  ข.3.2  การประยุกต์ใช้ทางฟิสิกส์ของการส่งคงแบบ 
    ปัญหาทางวิทยาศาสตร์และวิศวกรรมศาสตร์  โดยมากแล้วเม่ือเขียนให้อยู่ใน        
รูปสมการทางคณิตศาสตร์จะอยู่ในรูปสมการเชิงอนุพนัธ์ย่อย (Partial differential equations) และ
ยงัข้ึนอยูก่บัเง่ือนไขท่ีเรียกวา่ “เง่ือนไขขอบ (Boundary conditions)” การหาค าตอบของสมการเชิง
อนุพนัธ์ยอ่ยท่ีเป็นไปตามเง่ือนไขท่ีขอบจะเรียกวา่ “ขอ้ปัญหาค่าขอบ (Boundary-value-problem)” 
   ฟังกช์นัท่ีเป็นไปตามสมการลาปลาซ 

  0
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2

2
2 =




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


=

yx
  (ข.75) 

   ภายใตบ้ริเวณ R จะเรียกวา่เป็น “ฟังก์ชนัฮาร์มอนิก (Harmonic)” ใน R นอกจากน้ี
หาก ),(),()( yxivyxuxf += เป็นฟังกช์นัวเิคราะห์ใน R แลว้ ค่า u และ v จะเป็นค่าฮาร์มอนิกใน 
R ดว้ยเช่นกนั ค่าฟังก์ชนั u และ v เรียกว่าเป็น “ฟังก์ชนัสังยุค (Conjugate function)” หากทราบค่า
ของตวัใดตวัหน่ึงก็จะสามารถหาค่าของอีกตวัไดเ้ช่นกนั โดยพิสูจน์วา่ 
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   โดยท่ี )(zfw = เป็นฟังกช์นัวิเคราะห์และ 0)(  zf  โดยฟังกช์นั ),( yx แปลง
ไปยงัฟังกช์นั )],(),,([ yxvyxu เม่ือท าการหาอนุพนัธ์จะไดว้า่ 
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   ท าการหาอนุพนัธ์อีกคร้ังหน่ึงจะได ้
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   ในท านองเดียวกนั จะไดว้า่ 

 















+












+








+
















+












+








=





y

v

vy

u

vuy

v

y

v

vy

v

uvy

u

uy

u

y

u

uy 2

22

2

22

2

2

2

2

2

2

 

   น ามาบวกกนั จะได ้
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   เพราะวา่ u และ v เป็นฟังกช์นัฮาร์มอนิก ดงันั้นจะไดว้า่ 
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   โดยใชส้มการโคซี-รีมนัน ์
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   ดงันั้นผลบวกขา้งตน้จะกลายเป็น 
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   เพราะว่า 0// 2222 =+ yx  และ 0)(  zf  ดงันั้นสามารถแสดงไดว้่า 
0// 2222 =+ vu พิสูจน์ได้ว่าฟังก์ชันฮาร์มอนิก ),( yx ยงัคงเป็นฟังก์ชันฮาร์มอนิก

ภายใตก้ารแปลง )(zfw =  เม่ือ )(zf  เป็นฟังกช์นัวเิคราะห์และ 0)(  zf  
   ปัญหาของค่าขอบส าหรับบริเวณ R ท่ีมีส่วนโคง้ C ปิดลอ้มนั้น ชนิดของปัญหาค่า
ขอบท่ีมีความส าคญัสองชนิดไดแ้ก่ 
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   1. ข้อปัญหาของดิริชเลต์ (Dirichlet’s problem*)[*PETER GUSTAV LEJEUNE 
DIRICHILET (1805-1859) นักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั] เป็นการหาค่าฟังก์ชัน ท่ีเป็นไปตาม
สมการลาปลาซใน R และทราบค่าท่ีขอบ C 
   2. ข้อปัญหาของนอยมันน์ (Neumann’s problem*)[*CARL NEUMENN (1832-
1925) นกัคณิตศาสตร์และนกัฟิสิกส์ชาวเยอรมนั] เป็นการหาค่าฟังก์ชนั ท่ีเป็นไปตามสมการลา
ปลาซใน R และทราบค่าอนุพนัธ์แนวฉาก (normal derivative), n / บนขอบ C 
   ขอ้ปัญหาของนอยมนัน์สามารถเขียนอยู่ในรูปขอ้ปัญหาของดิริชเลต์ได ้กล่าวคือ
หากสามารถหาค่าค าตอบขอ้ปัญหาของดิริชเลตไ์ดแ้ลว้จะสามารถหาค่าขอ้ปัญหาของนอยมนัน์ได้
เช่นเดียวกนั (อยา่งนอ้ยในทางทฤษฎี) ทั้งขอ้ปัญหาของดิริชเลตแ์ละขอ้ปัญหาของนอยมนัน์สามารถ
ท่ีจะหาค าตอบส าหรับบริเวณเช่ือมโยงเชิงเดียว R โดยอาศยัการแปลงหรือการส่งคงแบบ แนวคิด
พื้นฐานในการหาค าตอบจะด าเนินการดงัน้ี 
   (a) ใชฟั้งก์ชนัการส่งในการแปลงปัญหาค่าขอบส าหรับบริเวณ R ไปยงับริเวณท่ี
สมนยักนัส าหรับวงกลมหน่ึงหน่วยหรือระนาบ 
   (b) หาค าตอบส าหรับปัญหาในรูปทรงใหม่ 
   (c) ใชค้่าค าตอบจาก (b) โดยใชฟั้งกช์นัการส่งผกผนั 
   ทฤษฎีท่ีส าคญัส าหรับท่ีจะใชใ้นขณะน้ีไดแ้ก่ 
   ทฤษฎีบท 1 หาก )(zfw =  เป็นฟังก์ชนัวิเคราะห์ในบริเวณ R ของระนาบ z แลว้
จะมีฟังกช์นัผกผนั )(wgz = เป็นค่าเพียงอยา่งเดียว (Exist และ Unique) ใน R โดยท่ี 0)(  zf ใน R 
   ทฤษฎีบท 2 ถ้า ),( yx เป็นฟังก์ชันฮาร์มอนิกใน R และถูกแปลงไปสู่ Rของ
ระนาบ  w โดยอาศัยฟังก์ชันการส่ง )(zfw = เ ป็นฟังก์ชันวิ เคราะห์ และ 0)(  zf นั้ นคือ 

),(),,( vuyvux  แล้ว ),()],(),,([),( vuvuyvuxyx =  จะเป็นฟังก์ชันฮาร์มอนิกใน R  
หรือกล่าวได้อีกแบบหน่ึงว่า ค่าฟังก์ชันฮาร์มอนิกท่ีถูกแปลงยงัคงเป็นฟังก์ชันฮาร์มอนิกภายใต  ้   
การแปลงแลว้ )(zfw =  จะเป็นฟังกช์นัวเิคราะห์ 
   ทฤษฎีบท 3 ถา้ a=  (ค่าคงท่ีค่าหน่ึง) บนขอบหรือเส้นของขอบ C ของบริเวณ
ในระนาบ z แล้วจะได้ a=  ท่ีอยู่บนC ในระนาบ w ในท านองเดียวกนัน้ีถ้าค่า 0/ = n    
บน C แลว้ค่าอนุพนัธ์แนวฉากของ   ก็จะมีค่าเป็นศูนยบ์น C  
  ข.3.3 การประยุกต์ในปัญหาการไหลของของไหล 
   บ่อยคร้ังท่ีมีการใชก้รรมวิธีของตวัแปรเชิงซ้อนเพื่อหาค่าค าตอบของปัญหาการไหล
ทั้งในทางดา้นกลศาสตร์ของไหล, กลศาสตร์ไฮโดรลิค หรือทางอากาศพลศาสตร์ โดยอาศยัสมมุติฐาน
เบ้ืองตน้คือ 
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   1. เป็นการไหลในสองมิติ พิจารณาวา่ค่าของตวัแปรไม่ข้ึนกบัแกนการไหลหรือ
เป็นค่าคงท่ีตลอดระนาบของแกนน้ี เช่น การไหลผา่นทรงกระบอกท่ีมีความยาวมากจนสามารถตดั
ผลกระทบท่ีเกิดข้ึนกบัแกนในทิศทางของความยาวน้ีออกไปได ้
   2. การไหลเป็นแบบคงตัว ค่าคุณสมบติัหรือค่าตวัแปรนั้นข้ึนอยู่กับต าแหน่ง     
(x, y) เท่านั้นโดยท่ีไม่ข้ึนกบัมิติของเวลา 
   3. ความเร็วในรูปอนุพันธ์ของศักย์ หากเราให้ xV และ 

yV แทนค่าความเร็ว ณ 
ต าแหน่ง (x, y) ในทิศทางทั้ งสอง จะมีความสัมพนัธ์กับฟังก์ชัน   ท่ีเรียกว่า “ศักย์ความเร็ว 
(Velocity potential)” กล่าวคือ 

  
y

V
x

V yx



=




= ,   (ข.76) 

   จากสมมติฐานน้ีถ้า C เป็นเส้นโค้งปิดในระนาบ z และ tV  เป็นค่าความเร็วใน
ทิศทางเชิงเส้นสัมผสั (Tangential) บน C แลว้ 

  0=+=  dyVdxVdsV y
C

x
C

t   (ข.77) 

   ค่าอินทิเกรตในสมการท่ี ข.77 เรียกว่า “การหมุนวน (Circulation)” ของของไหล  
ท่ีเกิดข้ึนบน C หากค่าการหมุนวนน้ีมีค่าเป็นศูนย์จะเรียกว่า “ไม่หมุนวน (Irrotational)” หรือ        
การหมุนวนอิสระ (Circulation free) 
   4. การไหลเป็นแบบอัดตัวไม่ได้ ค่าความหนาแน่นหรือมวลต่อหน่ึงหน่วยปริมาตร
ของของไหลมีค่าคงท่ี ถา้ nV  เป็นค่าความเร็วในทิศทางตั้งฉากบน C แลว้สามารถสรุปไดว้า่ 

  0=−=  dxVdyVdsV y
C

x
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n   (ข.78) 
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   สมการทั้ง 2 นั้นสมมูลกนัท่ีเรียกวา่ “สมการความต่อเน่ือง (Equation of continuity)” 
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   5. เป็นของไหลที่ไม่มีความหนืดหรือความเสียดทานภายใน ของไหลท่ีเคล่ือนท่ี
ผา่นส่ิงกีดขวาง หากไม่มีความหนืดแลว้แรงเน่ืองจากความดนับนพื้นผิวของส่ิงกีดขวางจะตั้งฉาก
กบัพื้นผวิ ของไหลท่ีไม่มีความหนืดและอดัตวัไม่ไดนิ้ยมเรียกวา่ ของไหลในอุดมคติ (Ideal fluid) 
   จากสมการท่ี ข.76 และสมการท่ี ข.79 พบว่าค่า ท่ีเรียกว่าศกัยค์วามเร็วนั้นเป็น
ฟังกช์นัฮาร์มอนิกท่ีเป็นไปตามสมการของลาปลาซ และมีฟังกช์นัฮาร์มอนิกสังยุค คือ ),( yx  จะ
แทนดว้ยฟังกช์นั 

  ),(),()( yxiyxz +=   (ข.80) 

   หากท าการหาค่าอนุพนัธ์ของสมการ (4.80) น้ีจะไดว้า่ 
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   ดงันั้นค่าความเร็วหรือบางคร้ังเรียกว่า “ความเร็วเชิงซ้อน (Complex velocity)”    
จะแสดงไดเ้ป็น 

  )('/ zdzdiVV yx ==+=   (ข.82) 

   โดยจะมีขนาด 

  )(')('22 zzVVV yx ==+==   (ข.83) 

   จุดท่ีมีค่าความเร็วเป็นศูนย์ หรือท่ี 0)( = z  เรียกว่า “จุดชะงัก (Stagnation 
points)” ส่วนฟังกช์นั )(z  น้ีเรียกวา่ “ศกัยเ์ชิงซอ้น (Complex potential)” 
   พิจารณาพารามิเตอร์หน่ึงของเส้นโคง้ ถา้ให้ 

   == ),(,),( yxyx   (ข.84) 
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   เม่ือ และ  เป็นค่าคงท่ี เส้นคงท่ีทั้งสองน้ีจะตั้งฉากกนัและแต่ละเส้นจะมีช่ือรียก
เป็นเส้นศกัยเ์ท่ากนั (equipotential lines,  ) และเส้นกระแสไหล (streamlines,  ) ของการไหล 
ในการไหลแบบคงตวัเส้นกระแสไหลจะหมายถึง เส้นทางการไหลของของไหล 
   ฟังก์ชัน น้ีเรียกว่า “ฟังก์ชันกระแสไหล (Stream function)” และฟังก์ชัน   
เรียกวา่ “ฟังกช์นัศกัยค์วามเร็ว (Velocity potential function)” หรือท่ีเรียกวา่ศกัยค์วามเร็ว 
   จากทฤษฎีท่ีปรากฏพบว่าไม่ไดมี้จุดในระนาบ z ท่ีท  าให้ของไหลมีการเกิดข้ึนมา
หรือสูญหายไป ท่ีจะท าให้ขัดกับสมการความต่อเน่ือง จุดท่ีว่าน้ีคือจุดก าเนิด (Source) และ           
แอ่ง (Sink) หากเราอินทิเกรตรอบเส้นโคง้ปิด C และพบวา่มีจุดเหล่าน้ีภายในจะท าใหค้่าอินทิเกรตมี
ค่าไม่เป็นศูนย ์
   ในทางทฤษฎีค่า )(z สามารถน าไปพิจารณาการไหลในสองมิติได้ กรณี
โดยทัว่ไปของการไหล ไดแ้ก่ 
   1. การไหลเอกรูป (Uniform flow) กรณีน้ีค่าศกัยเ์ชิงซ้อนของการไหลของของ
ไหลมีความเร็วคงท่ี 0V  ทิศทางท ามุม   กบัแกน x ดา้นบวกจะมีศกัยเ์ชิงซอ้นเป็น (ดงัรูปท่ี ข.12) 

  zeVz i−= 0)(   (ข.85) 

   2. แหล่งก าเนิด (Source) ถา้มีการไหลออกมาในอตัราคงท่ีของเส้นการไหลจาก
แหล่งก าเนิดท่ี z = a (ดงัรูปท่ี ข.12) ค่าศกัยเ์ชิงซอ้นจะเป็น 

  )ln()( azkz −=   (ข.86) 

   โดยท่ี 0k  เรียกว่า “ความแข็งแรง (Strength)” ของแหล่งก าเนิด เส้นกระแส
ไหลท่ีแสดงในรูปจะเป็นเส้นทึบส่วนเส้นประก็จะเป็นเส้นศกัยเ์ท่ากนั 
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Uniform flow Source at z = a

 

รูปท่ี ข.12 การไหลเอกรูปและแหล่งก าเนิดท่ีจุด z = a 

   3. แอ่ง (Sink) กรณีของไหลจะสูญหายไปท่ีจุด z = a (ดังรูปท่ี ข.13) ค่าศักย์
เชิงซอ้นจะเหมือนกนักบักรณีของแหล่งก าเนิดเพียงแต่ค่าความแขง็แรงมีค่าเป็นลบเท่านั้นเอง 

  )ln()( azkz −−=   (ข.87) 

   4. การไหลโดยการหมุน (Flow with circulation) การไหลน้ีค่าศกัยเ์ชิงซอ้นจะเป็น 

  )ln()( azikz −−=   (ข.88) 

   ดังแสดงในรูปท่ี ข.13 ค่าขนาดของความเร็วของของไหลท่ีจุดใด ๆ จะเป็นค่า
แปรผกผนักบัระยะทางจากจุด z = a โดยท่ีจุดน้ีเรียกวา่เป็นการไหลวน (Vortex) และค่า k นั้นเป็น
ความแข็งแรงของการไหลในกรณีน้ี หากค่า k เปล่ียนเป็นค่าลบจะท าให้การไหลเป็นการหมุนตาม
เขม็นาฬิการอบจุด z = a 

y

x

y

x

a a

Sink at z = a Flow with Circulation

 

รูปท่ี ข.13 แอ่งท่ีจุด z = a และการไหลโดยการหมุน 
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   5. การวางซ้อนของการไหล (Superposition of flows) เป็นการรวมค่าศกัยเ์ชิงซ้อน
ในกรณีต่าง ๆ เขา้ดว้ยกนั เช่น หากมีค่าแหล่งก าเนิดท่ีจุด az −=  และค่าแอ่งท่ีจุด az =  โดยท่ีค่า
ความแขง็แรง ของการไหลเท่ากนั ค่าศกัยเ์ชิงซอ้นจะเป็น 

  )]/()ln[()ln()ln()( azazkazkazkz −+=−−+=   (ข.89) 

   ก าหนดให้ 0→a และ →k ในกรณีท่ี =ka2 เป็นค่าจ ากดัไดศ้กัยเ์ชิงซ้อนเป็น 

  
z

z


= )(   (ข.90) 

   น่ีคือศกัยเ์ชิงซ้อนท่ีก าหนดลกัษณะการรัดตวั (Doublet) หรือไดโพล (Dipole) คือ 
วิธีการจดัหมู่ของแหล่งก าเนิดและแอ่งท่ีมีก าลงัน ้ าเท่ากนัถูกแยกออกจากกนัโดยระยะทางเล็ก ๆ 
ปริมาณ   จะเรียกวา่ “ไดโพลโมเมนต ์(Dipole moment)” 

4.4  ผลลพัธ์และการอภิปรายผล 
  กรณีศึกษาการไหลแบบเอกรูปโดยใชก้ารส่งคงแบบ ภายใตแ้นวคิดของการใชว้ธีิการส่งคง
แบบในการศึกษาการไหลเอกรูปแบบคงตวัในระนาบ z เพื่อใชก้บัการไหลผา่นส่ิงกีดขวางรูปทรง
ต่าง ๆ โดยอาศยัแนวทางท่ีไดศึ้กษามา ต่อไปจะท าการแปลงเส้นกระแสการไหลเส้นหน่ึงให้กลาย
ไปเป็นแนวขอบของส่ิงกีดขวาง ส่วนค่าฟังกช์นักระแสไหลเส้นอ่ืนจะกลายเป็นตวัแสดงเส้นกระแส
ไหลรอบ ๆ ส่ิงกีดขวางนั้น 
  ข.4.1  การไหลผ่านทรงกระบอกกลม 
   ในส่วนน้ีจะเป็นการศึกษาการไหลเอกรูปในสองมิติ ด้วยความเร็ว U ไปในทิศ
ทางบวกของแกน x ผ่านทรงกระบอกหน้าตดักลมรัศมี a มีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีจุดก าเนิดระนาบ       
การไหล พร้อมทั้งแสดงการกระจายตวัของความดนัรอบ ๆ ผวิของทรงกระบอก นอกจากน้ียงัศึกษา
การไหลแบบเดียวกนัน้ีผา่นแผน่ระนาบบางเอียงขนาดยาวมาก มีขนาดความกวา้งเป็น 4a และแผน่
เรียบวางท ามุม   กบัการไหล 
   ก่อนอ่ืนนั้นจะแสดงการแปลงหน่ึงท่ีเป็นพื้นฐานท่ีมีความส าคญัในเร่ืองการไหล
มากคือ 
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z

zw
1

+=   (ข.91) 

   เ รี ยกว่า  Joukowski transformation*[*NIKOLAI JEGOROVICH JOUKOWSKI 
(1846-1921) นกัคณิตศาสตร์ชาวรัสเซีย ท่ีไดท้  าการศึกษาและพฒันาวชิาการทางดา้นทฤษฎีการไหล
แบบ Subsonic ในทางอากาศพลศาสตร์] หรือการแปลงเยาโคสกี เป็นการแปลงโดยใช้การส่งคง
แบบเป็นแบบหน่ึงต่อหน่ึงจากระนาบ z ไปยงัระนาบ w การแปลงน้ีมีค่าท่ีมีนยัส าคญัท่ีเก่ียวขอ้งกนั
ระหวา่งวงกลมและเส้นตรง เม่ือหาค่าอนุพนัธ์ของสมการการแปลงเยาโคสกีจะได ้
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zdz
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−=   (ข.92) 

   พบวา่ จุดวกิฤติจะเกิดข้ึนท่ี 1=z  เน่ืองจากค่าอนุพนัธ์มีค่าเป็นศูนย ์ดงัแสดงในจา
การท่ี ข.91 ก็คือจุด 2  ในระนาบ w ซ่ึงเป็นจุดท่ีไม่คงแบบ 
   โดยใชค้่า irez = และค่ามุม  − แทนลงในสมการท่ี ข.91 จะได ้
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   ท าใหไ้ดว้า่ 
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   การแปลงเยาโคสกีจะแปลงวงกลมรัศมีหน่ึงหน่วย 1=z  ไปเป็นเส้นตรง 
0,22 =− vu  โดยท่ีส่วนอ่ืนภายนอกวงกลมจะส่งไปเป็นส่วนท่ีเหลือของระนาบ w อยา่งไรก็

ตามส่วนท่ีอยูภ่ายในวงกลมก็จะถูกแปลงไปยงัส่วนท่ีเหลือน้ีดว้ยเช่นกนั ดงันั้นเม่ือท าการแปลงทั้ง
ระนาบ z ในระนาบ w จะมีค่าซ้อนทบักนัสองค่า ดงันั้นเพื่อท่ีจะให้ยงัเป็นการแปลงแบบหน่ึงต่อ
หน่ึง จะก าหนดค่า z ทีละส่วน โดยในกรณีของจุดบนเส้น 0,22 =− vu  จะยงัไม่พิจารณา 
   การแสดงค่าการซอ้นทบักนัจะเห็นไดช้ดัเจนข้ึนเม่ือก าหนดให ้
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  zzzTw /1)( +==   (ข.94) 

   ทั้งน้ีจะพบวา่ 

  )/1()( zTzT =   (ข.95) 

  ผลท่ีไดแ้สดงใหเ้ห็นวา่ทุกจุดในระนาบ w ยกเวน้ท่ี 2=w  จะประกอบดว้ยค่าสองค่าจาก
รูปเดิมในระนาบ z หากก าหนดใหค้่าทั้งสองน้ีเป็น z1 และ z2 จะไดว้า่ 

  )()( 21 zTzT =   (ข.96) 

   โดยความสัมพนัธ์ของค่าทั้งสองน้ีจะเป็น 

  1/ 21 =zz   (ข.97) 

   ผลสุดทา้ยท่ีไดน้ี้มีความส าคญักล่าวคือเป็นการก าหนดค่า z ท่ีแปลงไปยงัระนาบ w 
เน่ืองจากค่า z1 และ z2 จะไม่ตั้งอยูใ่นบริเวณเดียวกนัท าใหก้ารแปลงเป็นแบบหน่ึงต่อหน่ึง การแปลง
โดย )(zTw =  ส าหรับวงกลม 1=z  พบวา่หาก z1 อยูภ่ายใน 1=z   แลว้ z2 จะอยูภ่ายนอก 
   จากค่า v ในสมการท่ี ข.93 พบว่าหาก 1r  (จุดในวงกลม 1=z ) คร่ึงบนของ
วงกลมจะส่งไปเป็นคร่ึงล่างของระนาบ w และแปลงผกผนัได ้หาก 1r  (จุดนอกวงกลม 1=z ) 
ในส่วนคร่ึงบนท่ีเหลือของระนาบ z จะถูกส่งไปเป็นคร่ึงบนของระนาบ w และกระท าการแปลง
ผกผนัได ้ผลทั้งหมดน้ีแสดงในรูปท่ี ข.14 ส่วนตดัของเส้นรอบวงจะเป็นเส้นตรงจาก B  ไป D  
   เม่ือท าการแปลงผกผนัจากการหาค าตอบตามสมการท่ี ข.91 ส าหรับค่า z อาศยัสูตร
ทางพีชคณิต จะไดว้า่ 

   )4( 2

2
1 −+= wwz  

   ส าหรับค่า 1z  ก็จะไดว้า่ 
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  242 −+ ww  

   ก็คือส่วนบนของระนาบ w แปลงมาเป็นภายนอกของ 1=z  ในระนาบ z 
    
 
 
   โดยแนวคิดน้ี จะหาค่าศกัยเ์ชิงซอ้นดงัท่ีเคยแสดงมาแลว้ไดต้ามสมการ 

  yx iVV
y

i
xx

i
x

z
dz

d
−=




−




=




+




==


)('  

y

x u

v

D E 0 A B

C
|z| = 1

w = z + 1/z

-2 20

C’ B’ A’D’E’

(a)

(b)

w = z + 1/z

y

x u

v

A B ED0

|z| = 1

-2 20

E’D’B’A’ C’

C

 

รูปท่ี ข.14 การแปลงโดย z + 1/z 
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   จากการไหลแบบเอกรูป )0()( == Uzz สามารถประมาณค าตอบได้เป็น 
Aw=  เม่ือ A เป็นค่าคงท่ีท่ีตอ้งการหาค่า ส าหรับการแปลงเยาโคสกีของวงกลมรัศมี a และให้

เป็นไปตามความสัมพนัธ์ 121 =zz  จะสามารถประมาณค่าศกัยเ์ชิงซอ้นไดว้า่เป็น 

  







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z

a
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z
Az)(   (ข.98) 

   เม่ือท าการหาค่าอนุพนัธ์จะได ้
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
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dz

d   (ข.99) 

   ส าหรับท่ีค่า z มีค่ามาก ๆ ความเร็วจะเป็น 0, = yx VUV  จากสมการท่ี ข.99 ท า
ใหไ้ดค้่า UaA =/  หรือ aUA =  นั้นคือค่าศกัยเ์ชิงซอ้นของการไหลจะเป็น 
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
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z
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zUiz
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)(   (ข.100) 

   เม่ือ U และ a เป็นค่าคงท่ีจ านวนจริงบวก 
   พิจารณาการแปลงตามสมการท่ี ข.100 เป็นการแปลงเส้นรอบรูปวงกลม az =  
ไปเป็นเส้นตรง 0,22 =− aa  ในระนาบ w ส าหรับท่ีค่า z มีค่าสูงมาก ๆ ค่า Uzz  )(  
เป็นไปตามเง่ือนไขของการไหล เพื่อจะแสดงค่าศกัยค์วามเร็ว   และฟังก์ชนักระแสไหล   จะ
แทนค่า iyxz +=  ลงในสมการท่ี ข.100 พบวา่ 

  

( )










+
−+









+
+=










+

+
++=









+
++=+=

22

2

22

2

22

22

11)(

)(

yx

a
iUy

yx

a
Uxz

yx

iyxa
iyxU

iyx

a
iyxUiz

 

  
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   จากสมการท่ีได้ดังกล่าวน้ีเส้นกระแสไหล 0= จะเป็น  0, = yax  และ 
222 ayx =+ เทียบไดเ้ป็นเส้นการไหลบนแกน x กบัเส้นรอบวง 1=z  ส่วนเส้น = ค่าคงท่ี จะ

ใช้อธิบายเส้นกระแสไหลท่ีไหลผ่านทรงกระบอกในระนาบ z ดงันั้นเส้นกระแสไหลภายนอก
วงกลม 222 ayx =+  จะเป็นไปตามสมการ 
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2 2

a
Uy 1 constant

x y

 
− = + 

  (ข.102) 

   เส้นการไหลผา่นทรงกระบอกกลมน้ีแสดงในรูปท่ี ข.15 พิจารณาสมการท่ี ข.100 
ท่ี 0/ = dzd  หรือความเร็วมีค่าเป็นศูนยเ์ม่ือ az =  ดงันั้นจุดชะงกัไหลท่ีเกิดข้ึนทั้งสองจุดแทน
ดว้ย S1 ท่ีจุด az −=  และ S2 ท่ีจุด az =  
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รูปท่ี ข.15 การไหลผา่นทรงกระบอก 

   หากพิจารณาโดยให ้ irez =  แทนลงไปในสมการศกัยเ์ชิงซอ้นจะพบวา่ 

  


 sincos)(
222









−+








+=








+=+=

−

r

a
riU

r

a
rU

r

ea
reUiz

i
i  

   sin,cos
22









−=








+=

r

a
rU

r

a
rU   (ข.103) 

 



150 

   ส าหรับเส้นกระแสไหลท่ี = ค่าคงท่ี =  หรือ 

   =







− sin

2

r

a
rU  

   จะไดเ้ป็นเส้นกระแสไหลผา่นทรงกระบอกกลม นอกจากน้ีท่ี 0=  จะหมายถึง
จุด ar =  ท่ี 0=  และ   เป็นต าแหน่งจุดชะงกัไหล ส่วนเส้นศกัยเ์ท่ากนั คือ = ค่าคงท่ี =  
จะได ้
 
 

   =



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
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r

a
rU  

   เส้นศักย์เท่ากันจะมีคุณสมบัติตั้ งฉากกับเส้นกระแสไหล เส้นรอบรูปวงกลม 
ar =  นั้นก็เป็นเส้นกระแสไหลเช่นเดียวกนัท าใหข้องไหลจะไม่ไหลผา่นเส้นกระแสไหลเขา้ไปได ้

จึงสามารถพิจารณาเป็นการไหลผา่นวงกลมได ้
   เพื่อหาค่าความเร็ว ณ จุดใด ๆ บนระนาบจะสามารถหาไดโ้ดย 

   2sin2cos111)('
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   เม่ือค่าศกัยค์วามเร็ว คือ 
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   และมีขนาดเป็น 
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4

4
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2 2cos2
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r

a

r

a
UV +−=

   (ข.105) 

   พบได้อีกว่าท่ีบริเวณห่างจากวงกลมมาก จากสมการท่ี ข.104 จะได้ U=  
โดยประมาณคือมีความเร็วในทิศทางแกนบวก x เป็นค่าคงท่ี U ซ่ึงเป็นจริง ส าหรับจุดชะงกัไหล    
คือ จุดท่ีความเร็วการไหลเป็นศูนยจ์ะหาไดโ้ดย 

  0)( = z  จะได ้ 01
2

2

=







−

r

a
U  หรือท่ีจุด az =  และ az −=  

   เพื่อหาค่าการกระจายตัวของความดันรอบผิวของรูปทรงกระบอกน้ีจะอาศยั 
Bernoulli’s theorem*[* JACOB BERNOULLI (1654.1705) นักคณิตศาสตร์ชาวสวิสเซอร์แลนด์]  
โดยท่ีต าแหน่ง   ค่าความเร็วและความดันจะเป็น U และ p เป็นค่าคงท่ีตามความสัมพนัธ์ 

+ pU 2

2
1   จะไดว้า่ 

  pVpU +=+ 

2

2
12

2
1   

   จากค่าความเร็วในสมการท่ี ข.105 ท่ี r = a จะไดค้วามเร็วเป็น 

  2cos22 −= UV  

   ดงันั้นการกระจายตวัของความดนัรอบผิวของรูปทรงกระบอกท่ีค่ามุม ใด ๆ จะ
เป็น 

  ( ) 2cos122

2
1 −−+=  VUpp   (ข.106) 

   เพื่อยืนย ันค่าท่ีได้ว่ามีความถูกต้องจะพบว่า  ค่าความดันสูงสุดจะเกิดท่ีจุด          
ชะงักไหล )(1  =S และ )0(2 =S ส่วนค่าความดันต ่าสุดจะเกิดข้ึนท่ีจุด )2/(1  =B และ 

)2/(2  −=B การกระจายตวัของความดนัน้ีมีความสมมาตรกนัรอบวงกลม ดงันั้นการไหลน้ี     
จึงไม่ท าใหเ้กิดแรงยก (Lift) และแรงส่ง (Thrust) บนรูปทรงกระบอกกลม 
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   พิจารณาการเคล่ือนท่ีของของไหลท่ีมีศักย์เชิงซ้อนเป็น  zikz ln)( = เม่ือ 
0k  ท่ีเป็นการไหลโดยการหมุนวน ให้ irez = ดงันั้น 

   krikirikiz −=+=+= ln)(ln)(   (ข.107) 

   หรือ rkk ln, =−=   เส้นกระแสการไหลก าหนดโดย = ค่าคงท่ี หรือ 
=r ค่าคงท่ี (แสดงดว้ยเส้นทึบในรูปท่ี ข.16) จะเป็นวงกลมท่ีมีจุดศูนยก์ลางท่ี z = 0 ส่วนเส้นศกัย์

เท่ากนันั้นก าหนดโดย = ค่าคงท่ี แสดงดว้ยเส้นประในรูปท่ี ข.16 

  
 

 

y

x

 

รูปท่ี ข.16 การไหลหมุนวนจุดศูนยก์ลางท่ี z = 0 

   เน่ืองจาก 
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   ดงันั้นความเร็วเชิงซอ้นก าหนดโดย 
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   จะเห็นไดว้า่ทิศทางการเคล่ือนท่ีของของไหลมีทิศตามเข็มนาฬิกา (ดงัรูปท่ี ข.16) 
ความเร็วนั้นก าหนดโดย rkV /==   เพราะฉะนั้นศกัยเ์ชิงซ้อนท่ีจะใช้อธิบายการไหลของของ
ไหลท่ีหมุนรอบจุด z = 0 
   ถา้ C เป็นเส้นโคง้ท่ีปิดลอ้ม z = 0 แลว้อินทิกรัลของการหมุนวนก าหนดโดย 
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 (ข.110) 

   ในพจน์ของการหมุนวนศกัยเ์ชิงซอ้นจะสามารถเขียนไดใ้นรูป z
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z ln
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
=  

     

   ส าหรับการเคล่ือนท่ีของของไหลท่ีมีศกัยเ์ชิงซอ้นเป็น 
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   ศกัยเ์ชิงซ้อนน้ีจะมีผลของการหมุนวนบนการไหลผา่นรูปวงกลม ถา้ให้ irez =  
จะไดว้า่ 
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   ดงันั้นเส้นศกัยเ์ท่ากนัและเส้นการไหล จะเป็น 
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   ในกรณีทัว่ไปจะมีจุดชะงกัไหลสองจุดเกิดข้ึนเม่ือ 0)( = z  นั้นคือ 
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   ในกรณีของ aU 4= จะพบว่ามีจุดหยุดน่ิงเพียงจุดเดียว รูปแบบของการไหล
จะเปล่ียนแปลงข้ึนอยู่กบัขนาดของ  ในการไหลท่ีสมนัยกบั aU 4 จะมีจุดหยุดน่ิงอยู่สอง
ต าแหน่งบนทรงกระบอกกลม ในกรณี aU 4 มีจุดหยดุน่ิงเพียงจุดเดียวในกระแสไหล 
   ส าหรับเส้นการไหล 0=  ซ่ึงก าหนดให้เป็นเส้นรอบวงของทรงกระบอกรัศมี     
r = a เม่ือค่าการหมุนวน k 2=  เพิ่มข้ึน ความเร็วจะมีค่าเพิ่มข้ึนดา้นบนของทรงกระบอกและ
ความเร็วจะมีค่าลดลงทางดา้นล่าง ค่าความเร็วในแต่ละแนวจะเป็นดงัน้ี 
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   ท่ีความเร็วท่ีผวินั้นมีเพียงความเร็วในแนวสัมผสัเท่านั้น ดงันั้นจะพบวา่ 

  
a

k
Uarvarvr −−====  sin2)(0)(            (ข.116) 

   จุดชะงกัไหลจะปรากฏบนผิวทรงกระบอกท่ีมุม S  เม่ือ 0=v  จากสมการดา้นบน
จะไดว้า่ 

  
Ua

k
S

2
sin −=                 (ข.117) 

   ส าหรับการแสดงเส้นการไหล รูปท่ี ข.17a ส าหรับค่า k = 0, 
S

 = 0  และ 180  เป็น
การไหลผ่านทรงกระบอกกลมท่ีไม่มีการหมุนวน รูปท่ี ข.17b ส าหรับค่า  k/Ua = 0,

S
 = -30         

และ 210  และในรูปท่ี ข.17c เป็นกรณีจ ากดัท่ีจุดหยุดน่ิงสองจุดมาพบกนัท่ีดา้นล่าง โดยค่า k = 2, 

S
 = -90 ส าหรับค่า Uak 2  จะไดค้่าจุดหยุดน่ิงเพียงจุดเดียวและไม่ไดอ้ยู่บนทรงกระบอกตาม
รูปท่ี ข.17d  
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รูปท่ี ข.17 การไหลผา่นทรงกระบอกกลมดว้ยการหมุนวนท่ีค่า k/(Ua) เป็น (a) 0, (b) 1.0,  
               (c) 2.0 และ (d) 4.0 
  ข.4.2 ทฤษฎแีรงยกของคุตตา-เยาโคสก ี
   ส าหรับการไหลผ่านทรงกระบอก (ดงัรูปท่ี ข.17) นั้นพบว่า มีแรงดนัดนัข้ึนใน
แนวด่ิง โดยจะแปรผนัไปตามความเร็วการไหลและความแข็งแรงของการหมุนวนจะเห็นได้จาก
เส้นการไหลว่าความเร็วด้านบนของทรงกระบอกมีความเร็วสูงข้ึนและจะท าให้ความดนัต ่าตาม
สมการเบอร์นูลีย ์

  
2

2 sin2
2

1

2

1








+−=+

a

k
UpUp S              (ข.118) 

   หาก b เป็นความยาวของทรงกระบอกท่ีลึกลงไป แรงลาก (Drag force, D) จะหา
ไดโ้ดยการอินทิเกรตความดนัท่ีอยูใ่นแนวระนาบตลอดพื้นผิว 

  ( ) 


badppD S cos
2

0 −−=               (ข.119) 

   เม่ือแทนค่าความดนัลงไปในสมการจะพบวา่ค่าอินทิกรัลของ cos  คูณกบัค่ายก
ก าลงัของ sin  
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ตลอดรอบโคจร 2  จะเป็นศูนย ์เป็นผลให ้

  D = 0                  (ข.120) 

   กรณีน้ีเป็นไปดังค ากล่าวของ d’Alembert*[* JEAN LE ROND D’ALEMBERT 
(1717-1783) นกัคณิตศาสตร์ชาวฝร่ังเศส ผูเ้ป็นท่ีรู้จกัในงานทางดา้นกลศาสตร์]  คือ “ภายใตก้ารไหล
ท่ีไม่มีความหนืด แรงลากของวสัดุรูปทรงต่าง ๆ ท่ีอยูภ่ายในการไหลเอกรูปจะมีค่าเป็นศูนย”์ 
   ส่วนแรงยก (Lift force, L) ในทิศทางตั้งฉากกบัการไหลโดยใหทิ้ศทางข้ึนเป็นบวก 
จะเป็นผลรวมของแรงดนัแนวด่ิง 

  ( ) 


badppL S sin
2

0 −−=               (ข.121) 

   โดยท่ีค่าอินทิกรัลตลอด 2 ของเลขยกก าลงัค่ีของ sin จะมีค่าเป็นศูนย ์จึงเหลือ
เพียงเทอมการไหลวนเท่านั้นแรงยกท่ีไดจ้ะมีค่าเป็น 
 

  bkUdba
aU

k
UL )2(sin

4

2

1 2

0

22 


==              (ข.122) 

หรือ 

  U
b

L
=    

   เห็นไดว้า่ค่าแรงยกไม่ปรากฏค่ารัศมีของทรงกระบอก แต่พบวา่ค่าการหมุนวน   
นั้ น ข้ึนกับขนาดของวัตถุและต าแหน่งพิกัด  สมการท่ี  ข.122 น้ีแสดงโดย W. M. Kutta*[* 
WILHELM KUTTA (1867-1944) นกัคณิตศาสตร์ชาวเยอรมนั] ในปี 1902 และถูกน าเสนอโดย N. 
Joukowski ในปี 1906 กล่าวว่า “ภายใตก้ารไหลท่ีไม่มีความหนืด ค่าแรงยกต่อหน่วยความลึกของ  
รูปทรงกระบอกขนาดต่าง ๆ ท่ีปรากฏในการไหลเอกรูปจะเท่ากบั U เม่ือ เป็นค่าการหมุนวน
สุทธิท่ีข้ึนกบัขนาดของวตัถุ ทิศทางของแรงยกจะเป็น 90  กบัทิศทางการไหลท่ีการหมุนตรงขา้ม
กบัการไหลวน” ค ากล่าวท่ีสัมพนัธ์กันของทั้งคู่น้ีเรียกว่าเป็นทฤษฎีแรงยกของคุตตา-เยาโคสกี 
(Kutta-Joukowski lift theorem) ในปัญหาการวิเคราะห์ปีกอากาศ จะแสดงค่าการหมุนวน ว่าเป็น
ฟังกช์นัของรูปทรงปีกอากาศ ต าแหน่งท่ีแสดงพิกดัและการไหลเอกรูปท่ีมุมปะทะ  
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  ข.4.3 การไหลผ่านแผ่นระนาบบาง 
   เพื่อหาการไหลผ่านแผ่นเอียง โดยการแปลงการไหลผ่านทรงกระบอกกลม         
(ดงัรูปท่ี ข.15) ท่ีภาพของขอบวงกลมพบว่าส่วนตดั 1S   ถึง 2S   มีความยาวเป็น 4a ความกวา้งมีค่า
น้อยจนถือว่าเป็นศูนยไ์ด ้ผลท่ีไดน้ี้จะใช้เป็นหน้าตดัของแผ่นบางยาวท่ีมีความกวา้งเป็น 4a และ
ความยาวของแผน่ตั้งฉากกบัแนวการไหล 
   จากการแปลงเยาโคสกีในสมการท่ี ข.100 และค่าศกัยเ์ชิงซ้อนของการไหลแบบ
เอกรูปท่ีไดแ้สดงค่าไว ้ )( zUe i−= โดยจะแทนค่า iez −= ลงไปจะได ้

  







+= −







i
i ea

eUw
2

              (ข.123) 

   ผลท่ีไดจ้ากสมการน้ีจะแสดงถึงการไหลแบบเอกรูปความเร็ว U ในระนาบ เอียง
ท ามุม กบัแกนจริง ไหลผ่านทรงกระบอกกลมขนาด a= ท่ีแสดงในดา้นซ้ายของรูปท่ี ข.18 
โดยท่ี  i+=  และจุด P กบัจุด Q เป็นจุดชะงกัไหล 
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O

a
Q 




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XOP’
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

 

รูปท่ี ข.18 การไหลผา่นแผน่เอียง 

   ภายใตก้ารใชก้ารแปลงเยาโคสกีอีกคร้ังหน่ึง 

  



2a

Z +=  จากการหาค าตอบทางพีชคณิตจะได ้ 
2

4 22 aZZ −
=          (ข.124) 
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   จะใชค้  าตอบท่ีเป็นค่าบวก เน่ืองจากวา่เป็นค่าท่ีท าใหก้ารไหลมีความสมจริง โดยท่ี 
iYXZ += รูปทรงกระบอกขนาด a=  จะแปลงไปเป็นแผ่นบางกวา้ง 4a ทั้งน้ีต าแหน่งของ

แผ่นจะเป็น 0,22 =− YaXa  ในระนาบ Z อย่างไรก็ตามทิศทางการไหลในระนาบ ไม่
เปล่ียนแปลงและจะแปลงไปเป็นการไหลท ามุม กบัแกน X  ในระนาบ Z 
   เม่ือแทนค่าค าตอบจากสมการท่ี ข.124 ลงในสมการท่ี ข.123 เพื่อหาค่าศักย์
เชิงซอ้นของการไหลตามภาพดา้นขวาในรูปท่ี ข.18 คือ 
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พิจารณาเทอมในวงเล็บจะไดว้า่ 
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   จะไดส้มการการแปลงเป็น 

  )4sincos( 22 aZiZUw −−=               (ข.125) 

   เป็นค่าศกัยเ์ชิงซ้อนท่ีตอ้งการน าไปแสดงค่าเส้นกระแสไหลต่อไป เม่ือท าการหา
ค่าอนุพนัธ์และให ้ 0/ =dzdw  เพื่อหาจุดชะงกัไหลจะพบวา่ 
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   คือท่ีจุด cos2aZ = เป็นจุดชะงักไหลสองจุดแสดงในรูปด้านขวาของ           
รูปท่ี ข.18 โดยท่ีจุด Pอยูด่า้นล่างของแผ่นและจุด Q อยูด่า้นบนของแผ่น จุดทั้งสองย่อมเป็นจุด    
ท่ีมีค่าความดนัสูงท่ีสุด เน่ืองจากจุดทั้งสองมีการแยกตวัและอยู่คนละดา้นของแผ่นท าให้การไหล  
จะเกิดแรงกระท าทั้งสองดา้นของแผน่ เป็นผลใหมี้การหมุนตวัของแผน่ไปตามกระแสการไหลได ้

 
 
 
 
 
 
 

 

รูปท่ี ข.19 การแปลงเยาโคสกีของการไหลผา่นทรงกระบอกกลมเป็นแผน่เรียบท่ีค่ามุมปะทะเป็น  
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        (a) 0  , (b) 45   และ (c) 90   

   ส าหรับเส้นกระแสไหลนั้น เม่ือได้สมการการแปลงมาแล้วจะใช้โปรแกรมใน    
การแสดงเส้นการไหล รูปท่ี ข.19 แสดงเส้นกระแสไหลผ่านทรงกระบอกกลมรัศมีหน่ึงหน่วย     
และแปลงไปเป็นแผ่นระนาบบางท่ีมุมปะทะต่าง ๆ โดยใช้โปรแกรม MATLAB ในการแสดงค่า
สมการเส้นกระแสไหลท่ีค่าคงท่ีค่าต่าง ๆ  
   การสร้างความถูกตอ้งและสมจริงให้กบัค าตอบท่ีไดซ่ึ้งยงัไม่มีความสอดคลอ้งกบั
ทางฟิสิกส์ โดยเฉพาะตรงจุดปลายของแผน่บางท่ี 0,2 == YaX แนวทางในการแกไ้ขเพื่อหาค่า
การไหลท่ีมีค่าสมจริงในทุก ๆ จุดน้ี กระท าได้โดยการบวกเทอมการไหลด้วยการหมุนวน 

)ln( ik− เข้าไปในสมการท่ี ข.123 เพื่อรวมเข้ากับการไหลผ่านทรงกระบอก หากค่าท่ีน ามา
รวมเขา้นั้นเป็นค่าท่ีมีความเหมาะสมจะท าให้จุดชะงกัไหลยา้ยต าแหน่งไปอยู่ท่ีจุดปลายของแผ่น   
ซ่ึงจะท าใหก้ารไหลมีความสมจริงข้ึน 
  ข.4.4 การไหลผ่านปีกอากาศ 
   พิจารณาการส่งคงแบบของเยาโคสกีอีกคร้ัง 

  
z

zw
2

+=                 (ข.126) 

   หากวิเคราะห์การส่งของรูปทรงกระบอกกลมรัศมี a ท่ีปรากฏในระนาบ z ไปยงั
ระนาบ w จะพิจารณาไดเ้ป็น 
   1. ถา้วงกลมมีจุดศูนยก์ลางท่ี (0, 0) และ a= วงกลมน้ีจะถูกส่งไปเป็นเส้นตรง
ระหวา่ง 2−  กบั 2  และอยูบ่นแกนจริง 
   2. ถา้วงกลมมีจุดศูนยก์ลางท่ี )0,( cx และ cxa −= วงกลมน้ีจะถูกส่งไปเป็น
แพนอากาศ (vane) ท่ีมีรูปทรงสมมาตรกบัแกนจริง 
   3. ถา้วงกลมมีจุดศูนยก์ลางท่ี ),0( cy และ 22

cya −= วงกลมน้ีจะถูกส่งไป
เป็นส่วนโคง้ 
   4. ถ้าวงกลมมีจุดศูนยก์ลางท่ี ),( cc yx และ 22

cc yax −+−= วงกลมน้ีจะ
ถูกส่งไปเป็นรูปหนา้ตดัปีกอากาศ (Airfoil) ทรงไม่สมมาตร 
   ในกรณีแรกไดพ้ิจารณามาแลว้ ส าหรับกรณีอ่ืน ๆ โดยให ้C เป็นวงกลมในระนาบ z 
และมีเส้นรอบวงผ่านจุด =z และมีจุด −=z เป็นจุดขา้งใน ภายใตก้ารแปลงดงัสมการท่ี ข.126 
จะได้ต าแหน่งอนุพันธ์ 1 0/ =dzdw ท่ี =z ซ่ึงเป็นจุดวิกฤติ พบว่ามุมท่ีมีจุดยอดท่ี =z          
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จะเพิ่มข้ึนเป็นสองเท่าภายใตก้ารแปลง มีขอ้สังเกตท่ีน่าสนใจในกรณีท่ีเส้นโคง้ C ปิดลอ้มวงกลม 
az = ภายใตก้ารแปลงจะถูกส่งไปยงัส่วนร่องจาก 2−=w ไปยงั 2=w ดงันั้นขณะท่ี C เขา้ใกล ้
az = จะไดว้า่ C เขา้ใกลเ้ส้นตรงท่ีเช่ือมระหวา่ง 2−=w ไปยงั 2=w ท าให้ไดป้ลายแหลมท่ี 
2=w  ในกรณีท่ี C ไม่ไดปิ้ดลอ้มวงกลม az = ทั้งหมดC จะปิดลอ้มส่วนของร่องท่ีสมนยักบั

ส่วนของวงกลม az =  ภายใน C 
   ความจริงท่ีว่าC ท่ีเกิดจากการแปลงคลา้ยคลึงกบัภาคตดัขวางของปีกเคร่ืองบิน
หรือปีกอากาศ ท่ีมีความส าคญัมากในทางอากาศพลศาสตร์ และถูกน ามาใชค้ร้ังแรกโดย Joukowski 
ด้วยเหตุผลดังกล่าวรูปลักษณะเช่นน้ีจึงถูกเรียกว่า ปีกอากาศเยาโคสกี (Joukowski airfoil) และ     
การส่งในลกัษณะน้ีก็เรียกวา่ “การแปลงเยาโคสกี” 
   ผลของการยา้ยจุดศูนย์กลางของรูปวงกลมภายใต้การแปลงเยาโคสกีแสดงใน      
รูปท่ี ข.20 รายละเอียดของการแปลงเป็นดังน้ี ในรูปท่ี ข.20 (a) เป็นการแปลงวงกลมท่ีมีจุด
ศูนยก์ลางท่ี (-0.25, 0), รูปท่ี ข.20 (b) วงกลมมีจุดศูนยก์ลางท่ี (0, 0.75) และในรูปท่ี ข.20 (c) วงกลม
มีจุดศูนยก์ลางท่ี (-0.2, 0.35) โดยวงกลมมีรัศมี a = 1.25 และเป็นการใชโ้ปรแกรมในการแปลง  

 

รูปท่ี ข.20 การแปลงเยาโคสกีของรูปวงกลมท่ีต าแหน่งจุดศูนยก์ลางต่าง ๆ 
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   พบวา่เม่ือยา้ยพิกดัจุดศูนยก์ลางของวงกลมไปทางแกน x จะเป็นการเพิ่มความหนา 
(Thickness) ของปีกอากาศ และหากยา้ยพิกดัจุดศูนยก์ลางของวงกลมไปทางแกน y จะเป็นการเพิ่ม
ความโคง้ (Camber) ของปีกอากาศ รายละเอียดเบ้ืองตน้ของปีกอากาศแสดงในรูปท่ี ข.21 

 

รูปท่ี ข.21 ปีกอากาศ 
 
   รูปทรงปีกอากาศเยาโคสกีจะมีรูปทรงโคง้มนจากปลายดา้นหนา้และมีปลายแหลม
ท่ีส่วนทา้ยโดยท่ีมุมของเส้นความโคง้ 2  ท่ีท  ากบัเส้นคอร์ด พบว่าค่า   จะมีความสัมพนัธ์กบั
ต าแหน่งพิกดัในแนวตั้งของจุดศูนยก์ลางทรงกระบอกกลม คือ 

  )(sin 1

cy−=  

   ส าหรับมุมปะทะนั้น ในบางทีจะเรียกว่า “Physical” คือ มุม   ท่ีท  ากบัทิศการ
ไหลเอกรูปของเส้นคอร์ด มุมปะทะท่ีน่าสนใจอนัหน่ึงในทางอากาศพลศาสตร์คือ 

   −=  

   พบวา่ เม่ือมุม น้ีมีค่าเป็นศูนยค์่าแรงยกจะมีค่าเป็นศูนยเ์ช่นกนั ดงันั้นค่ามุม   
จึงนิยมเรียกวา่เป็นมุมปะทะประสิทธิผล (Effective angle of attack) 
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   ก่อนท่ีจะท าการวิเคราะห์กระแสความเร็วและความดนัส าหรับกรณีของการไหล
ผา่นปีกอากาศพิจารณาการไหลดว้ยการหมุนวนเพิ่มเติมเล็กน้อย เน่ืองจากทฤษฎีของคุตตา-เยาโคสกี
แสดงใหเ้ห็นวา่แรงยกนั้นมีค่าแปรผนักบัค่าการหมุนวน และพบวา่ค่าการหมุนวนนั้นสามารถเขียน
อยูใ่นรูปค่าคงท่ีใด ๆ ได ้ผลเฉลยของการไหลผา่นทรงกระบอกกลมแสดงใหเ้ห็นวา่ควรหาจุดชะงกั
ไหลบนปีกอากาศให้เกิดความสมจริงโดยการหาค่าการหมุนวนท่ีเหมาะสม เพื่อยา้ยจุดชะงกัไหล
ด้านท้ายปีกอากาศไปยงัปลายท้ายสุดของปีกอากาศ เง่ือนไขท่ีเป็นการหาค่าท่ีเหมาะสมของ          
การหมุนวนส าหรับรูปทรงท่ีพิจารณาน้ีเรียกวา่ เง่ือนไขของคุตตา (Kutta condition) 
   การใช้เง่ือนไขของคุตตาน้ี การหมุนวนจะไม่ได้เป็นตัวแปรใด ๆ และการหา
ค่าแรงยกของปีกอากาศจะใช้กรรมวิธีเช่นเดียวกบัท่ีเคยแสดงส าหรับการไหลผ่านทรงกระบอก 
เน่ืองจากว่าการใช้ค่าการหมุนวนใด ๆ ต่างเป็นค าตอบของปัญหาการไหลผา่นปีกอากาศ เง่ือนไข
ของคุตตาจึงเป็นการเลือกใชเ้พียงค่าเดียวใหมี้ความเหมาะสมท่ีสุดกบัการไหลท่ีเกิดข้ึนจริง 
   การไหลผ่านปีกอากาศเม่ือไม่มีค่าการหมุนวนจะมีจุดชะงกัไหลสองจุด โดยจุด
หน่ึงจะเกิดท่ีผิวดา้นล่างของปีกอากาศใกลก้บัปลายดา้นหนา้ อีกจุดจะเกิดท่ีผิวดา้นบนใกลก้บัปลาย
ทา้ยปีก เม่ือมีการหมุนวนเกิดข้ึนกบัการไหล จุดชะงกัไหลจะเปล่ียนต าแหน่งโดยท่ีจุดชะงกัไหล
ด้านทา้ยจะยา้ยต าแหน่งไปทางด้านปลายของปีกอากาศจะเป็นการหาค่าการหมุนวนท่ีท าให้จุด
ชะงกัไปอยูท่ี่ปลายทา้ยของปีกอากาศ โดยท่ีจะไม่พบค่าอนุพนัธ์ของความเร็วท่ีต าแหน่งปลายและ
ผลกระทบของการไหลวน (Vorticity emission) จะไม่เกิดข้ึน เรียกไดว้า่ “เกิดสมดุล (Equilibrium)” 
และค่าการหมุนวนน้ีจะเป็นค่าการหมุนวนรอบปีกอากาศท่ีเหมาะสมจะใช ้ Kutta เพื่อเป็นการแสดง
ค่าและจะใช้ค่าน้ีไปตลอด เห็นไดว้่าค่าการหมุนวนท่ีถูกตอ้งน้ีจะข้ึนอยู่กบัความเร็วของการไหล   
มุมปะทะการไหลและรูปทรงของปีกอากาศ 
   ก่อนท่ีจะหาสมการส าหรับการไหลผา่นปีกอากาศจะน าเสนอขั้นตอนการสร้างปีก
อากาศรูปแบบหน่ึงท่ีเป็นการแปลงจากวงกลมไปเป็นรูปหนา้ตดัปีกอากาศโดยมีขั้นตอนในการส่ง 
4 ขั้นตอน ผลของการแปลงแต่ละขั้นนั้นแสดงตามรูปท่ี ข.22 
   ขั้นตอนแรกแสดงในสมการท่ี ข.127 ก าหนดวงกลมหน่ึงหน่วยภายใต้ระนาบ
เชิงซอ้น

1z  

   sincos1 iz +=                (ข.127) 
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รูปท่ี ข.22 ขั้นตอนการส่งเพื่อสร้างปีกอากาศ 

   ขั้นท่ีสองจะแปลงจากระนาบ 1z ไปยงัระนาบ 2z โดยท่ีจุดศูนยก์ลางของวงกลม
เคล่ือนท่ีไปเป็นขนาดเท่ากบั cc iyx +  และจุด 1 + 0i ของรูปวงกลมหน่ึงหน่วยจะถูกส่งไปยงัจุด 

tt iyx +  ซ่ึงท าใหเ้ราไดจุ้ดสองคู่น้ีเป็นความสัมพนัธ์กนัไปตามสมการดงัต่อไปน้ี 
 
 
 
 
 

  ccctct iyxzyyixxz ++−+−= 12 )]([              (ข.128) 

   การแปลงนั้ นขั้นน้ีท าให้ได้พารามิเตอร์ท่ีส าคัญท่ีท าให้เกิดรูปทรง 4 ค่า คือ 

tcc xyx ,,  และ ty ผลของพารามิเตอร์แต่ละค่าจะมีผลต่อรูปทรงของปีกอากาศในส่วนต่าง ๆ ดงัแสดง
ไวใ้นตารางท่ี ข.1 
   ขั้นท่ีสามเป็นการปรับต าแหน่งวงกลมในระนาบ 2z ไปยงัระนาบ 3z เป็นไปตาม
สมการ 

  ( )( )
+

−+−+
+=

2

23

1

z

iyxiyx
zz tttt              (ข.129) 

   การแปลงขั้นน้ีจะปรับรูปทรงของวงกลมในลกัษณะยดืหยุน่เพื่อให้ไดรู้ปทรงของ
ปีกอากาศท่ีหลากหลายข้ึน ท าใหไ้ดพ้ารามิเตอร์ในการปรับขนาด เพิ่มมาอีกหน่ึงค่า 
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   ขั้นท่ีส่ีเป็นขั้นตอนสุดทา้ยในการแปลงโดยใชก้ารส่งเยาโคสกีดงัสมการท่ี ข.130 

  
3

3

1

z
zz +=                 (ข.130) 

    การแปลงน้ีจะท าใหไ้ดรู้ปทรงปีกอากาศแสดงอยูใ่นระนาบ Z 
   ตามขั้นตอนขา้งตน้น้ีนิยมน ามาใชใ้นการสร้างรูปทรงปีกอากาศ เพื่อให้ไดรู้ปทรง
ท่ีตอ้งการได้อย่างง่ายดาย และมีความหลากหลายโดยรูปทรงของปีกอากาศจะข้ึนอยู่กบัค่าของ
พารามิเตอร์ทั้งหา้ค่า 

ตารางท่ี ข.1 พารามิเตอร์รูปทรงและผลท่ีไดก้บัรูปหนา้ตดัปีกอากาศ 
พารามิเตอร์ ผลกระทบ ช่วง 

cx  ความหนาของปีกอากาศ -0.2 ถึง 0 

cy  ความโคง้จากตน้ถึงทา้ย -0.2 ถึง 0.2 

tx  ความหนาตลอดปีกอากาศ 1 ถึง 1.1 

ty  ความโคง้ตลอดปีกอากาศ -1 ถึง 1.1 

  ต าแหน่งผลกระทบของ cx  0 ถึง 0.8 
 
   รูปทรงปีกอากาศท่ีไดจ้ากการใชก้ารแปลงเยาโคสกีน้ียงัช่วยในการค านวณหาแรง
ยกของปีกอากาศได้ โดยการลดรูปปัญหาในการไหลไม่มีความหนืดส าหรับทรงกระบอกหมุน 
พร้อมยงัพบไดว้า่รูปทรงปีกอากาศท่ีไดจ้ากการส่งข้ึนอยูก่บัต าแหน่งของจุดศูนยก์ลางของวงกลม 

),( cc yx เป็นอยา่งมาก 
   ส าหรับการแปลงการไหลผา่นทรงกระบอกกลมขนาด a= ท่ีวางอยูใ่นการไหล
เอกรูปท่ีมุมปะทะการไหล การไหลรอบทรงกระบอกน้ีสามารถอธิบายได้โดยศกัย์การไหล
เชิงซอ้นตามสมการ 

  







−= −

2

2






i
i ea

eU
d

dw               (ข.131) 

   การไหลตามสมการน้ีไดแ้สดงมาแลว้ในรูปท่ี ข.19 พบว่า แมก้ารไหลจะมีมุมใน
การไหลเป็นเท่าใด ความเร็วท่ีผิววงกลมจะมีขนาดเท่ากบัความเร็วท่ีดา้นตรงกนัขา้มของวงกลม 
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ส่งผลค่าความดนัท่ีผิวมีค่าเท่ากนัทั้งสองขา้งของวงกลมท าให้แรงกระท าหักลา้งกนัไปจึงไม่มีค่า 
แรงยกส าหรับการไหลในกรณีน้ี 
   เม่ือเพิ่มการไหลโดยการหมุนรอบจุดศูนยก์ลางของวงกลมเขา้ไปซ่ึงกรณีน้ีคือ  
รอบจุดก าเนิดและมีการหมุนตามเขม็นาฬิกา จะท าใหส้ามารถเปล่ียนรูปแบบการไหลภายใตส้มการ
การแปลงเป็น 

  








 ln

2

2

i
ea

eUw
i

i +







+= −              (ข.132) 

   และค่าฟังกช์นัศกัยเ์ชิงซอ้นจะหาไดจ้ากสมการอนุพนัธ์เทียบกบั   

  









22

2

i
ea

eU
d

dw i
i +








−= −              (ข.133) 

   ผลจากการใส่ค่าการไหลโดยการหมุนเขา้ไปจะพบความแตกต่างไดต้ามรูปท่ี ข.23 
พบว่า เป็นการเพิ่มการไหลแนวสัมผสัในทิศตามเข็มนาฬิกาท าให้ความเร็วของการไหลจะมีค่า
เพิ่มข้ึนดา้นบนและมีค่าลดลงทางดา้นล่างของวงกลม ส่งผลให้เกิดความแตกต่างของความดนัและ
ท าให้เกิดแรงยกข้ึนในท่ีสุด ทั้งน้ียงัต้องทราบค่าการหมุนวนท่ีเหมาะสมท่ีจะน ามารวมเข้าใน       
การไหลดว้ย 

 

รูปท่ี ข.23 การไหลผา่นทรงกระบอกกลมหน่ึงหน่วยดว้ยการหมุนท่ีมุมปะทะ 15   
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   หากสามารถค านวณการไหลรอบวงกลมหน่ึงหน่วยน้ีไดแ้ลว้เป็นไปไดท่ี้จะแปลง
การไหลจากระนาบ ไปยงัระนาบ Z ให้เป็นการไหลรอบรูปหนา้ตดัปีกอากาศได้ (ดงัรูปท่ี ข.24) 
การแปลงน้ีสามารถท าไดจ้ากกระบวนการส่งคงแบบโดย 3 ฟังกช์นัการส่ง 
   (1)   เป็นฟังกช์นัของ 2z  
   (2) 2z  เป็นฟังกช์นัของ 3z  
   (3) 3z  เป็นฟังกช์นัของ Z 
   ทั้งน้ีจากศกัยก์ารไหลจะตอ้งสร้างฟังก์ชนัความสัมพนัธ์ w ท่ีเป็นฟังก์ชันของ Z 
เม่ือใชก้ฎลูกโซ่จะสามารถหาค าตอบส าหรับการไหลรอบปีกอากาศไดโ้ดย 

  
dZ

dz

dz

dz

dz

d

d

dw

dZ

dw 3

3

2

2




=               (ข.134) 

   นอกจากน้ีได้แสดงแล้วว่าจุด i01+=  บนวงกลมหน่ึงหน่วยจะถูกส่งไปยงั     
จุดปลายทา้ยสุดของปีกอากาศ เพื่อให้การไหลผ่านปีกอากาศมีความราบเรียบท่ีจุดปลายน้ีจะตอ้ง
เป็นจุดชะงกัไหลมีค่าความเร็วเป็นศูนย ์ดงันั้นค่าการหมุน จะสามารถค านวณไดโ้ดยการแทนค่า 

ia 0+=  ส าหรับวงกลมขนาดใด ๆ ลงในสมการท่ี ข.133 และก าหนดให้ค่าเป็นศูนยจ์ะไดเ้พื่อ
หาค่าการหมุนวน 
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   จะท าให้ไดค้่าความแข็งแรงของการหมุนตามเง่ือนไขคุตตาของทรงกระบอกรัศมี 
a ท่ีเป็นค่าท่ีข้ึนอยูก่บัความเร็วของกระแสการไหล มุมปะทะ และขนาดของทรงกระบอกเป็น 
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   sin4Kutta aU==               (ข.135) 

 

รูปท่ี ข.24 การไหลผา่นรูปหนา้ตดัปีกอากาศท่ีมุมปะทะ 15   

   จากข้อสรุปทฤษฎีแรงยกของคุตตา-เยาโคสกีท่ีกล่าวไวว้่า แรงต่อหน่ึงหน่วย   
ความยาวท่ีกระท าบนทรงกระบอกหนา้ตดัรูปทรงต่างๆ จะเท่ากบั 


U  เม่ือ 


คือ เวกเตอร์ของ

ค่าการหมุนวน ซ่ึงตามกฎมือขวาแลว้แรงน้ีจะตั้งฉากกบัทั้ง 

และU


 

   ฉะนั้นหากทรงกระบอกน้ีมีหนา้ตดัเป็นรูปปีกอากาศและ U เป็นความเร็วสัมพทัธ์
ในทางแกน x แลว้จะไดว้า่ 

  0; == DUL                 (ข.136) 

   เม่ือ L และ D เป็นค่าแรงยกและแรงลาก แรงทั้งสองน้ีจะอยู่ในทิศทาง y และ x 
หากวางแกน x เป็นแกนการไหล โดยแรงทั้งสองน้ีจะเป็นแรงต่อหน่วยความยาวของปีกอากาศ 
ส าหรับกรณีแรงลากมีค่าเป็นศูนยน์ั้นเป็นผลมาจากมุมปะทะกบัปีกอากาศท่ีความเร็วต ่าความดนัสูง
ในส่วนหนา้ท่ีท าใหเ้กิดแรงฉุดสมดุลกบัแรงจากดา้นทา้ยปีก 
   ทฤษฎีของคุตตาเยาโคสกีกล่าวได้อีกแง่หน่ึงว่า แรงท่ีเกิดข้ึนกบัวตัถุภายใตก้าร
ไหลเอกรูปจะเท่ากบัผลคูณของความหนาแน่นของของไหล ความเร็วของกระแสไหลและค่าการ      
หมุนวน มีทิศทางตั้งฉากกบักระแสการไหล นอกจากน้ีหากพิจารณาถึงเง่ือนไขขอบส าหรับปัญหา
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การไหลไม่มีการหมุนวน (Irrotational flow) แล้วจะมีค าตอบท่ีถูกต้องเพียงค่าเดียวเท่านั้ นท่ี            
จะเป็นไปตามเง่ือนไขขอบท่ีและท่ีวตัถุ คือค่าการหมุนวนตอ้งเป็นไปตามเง่ือนไขของคุตตา 

 

รูปท่ี ข.25 การไหลผา่นรูปหนา้ตดัปีกอากาศท่ีมุมปะทะ 15  กรณี (a) ไม่มีค่าการหมุน 
       (b) มีค่าการหมุนมากกวา่   

   ส าหรับการไหลผา่นปีกอากาศท่ีมุมปะทะค่าหน่ึงในการไหลไม่มีความหนืด หาก
ไม่มีการหมุนวนแล้วจุดชะงกัไหลตอนทา้ยจะปรากฏท่ีผิวด้านบน แสดงดงัรูปท่ี ข.25 (a) ซ่ึงใน
กรณีน้ีค่าแรงยกจะมีค่าเป็นศูนย ์หากเราใส่ค่าการไหลดว้ยการหมุนเป็นค่าท่ีเหมาะสมตามเง่ือนไข
ของคุตตาแลว้จะท าให้การไหลมีความสมจริงและค่าแรงยกมีค่าเป็น U  ดงัแสดงในรูปท่ี ข.24 
ในกรณีท่ีค่าการหมุนวนมีค่ามากกว่า  แลว้จะเกิดจุดชะงกัไหลดา้นล่างปีกอากาศซ่ึงเป็นผลให้       
การไหลมีความไม่สมจริง แสดงดงัรูปท่ี ข.25 (b) 

x

U

Usin

U

y
u

y
l

− pp

( ) −=

C

yuy dxppU
l

0

cos



 

รูปท่ี ข.26 การกระจายตวัของความดนับนปีกอากาศ 
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   การกระจายตวัของความดนัดงัแสดงในรูปท่ี ข.26 จุดแสดงความดนัเป็นรูปลูกศร
ท่ีมีทิศทางช้ีออกจะเป็นจุดท่ีมีความต ่ากว่าค่าอา้งอิง หากลูกศรช้ีเขา้จะมีค่ามากกวา่ค่าอา้งอิงโดยท่ี
ขนาดนั้นจะแปรผนักบัค่า − pp  ณ ต าแหน่งท่ีกระท า ส าหรับการไหลในอุดมคติแรงสุทธิท่ี
กระท าบนปีกอากาศคือ แรงยกจะค่าเป็น U กระท าในทิศตั้งฉากกบั U โดยท่ีขนาดของแรง
สามารถท่ีจะแสดงในรูปผลรวมของสองส่วน ส่วนหน่ึงอยูใ่นทิศทางตั้งฉากกบัเส้นคอร์ดมีค่าเป็น 

 cosU  หาไดโ้ดยการอินทิเกรตตลอดความยาวคอร์ดของความแตกต่างของความดนัระหว่าง
จุด uy และ iy ทางดา้นบนและดา้นล่างผิว และอีกส่วนหน่ึงนั้นอยูใ่นทิศทางขนานกบัเส้นคอร์ดมีค่า
เป็น  sinU  แสดงถึงแรงฉุดจากส่วนหนา้ในการไหลท่ีเกิดข้ึนจริงนั้นความหนืดจะมีผลกระทบ
กับการกระจายตัวของความดันและท าให้เกิดแรงต้านส าหรับแรงลากข้ึน อย่างไรก็ดีส าหรับ         
การไหลในกรณีน้ีหากมุมปะทะมีค่าน้อยแล้วการกระจายตัวของความดันในทางทฤษฎีก็ยงั          
เป็นค่าประมาณท่ีน่าเช่ือถือพอสมควร 
 

ข.5  สรุปผลการวจิัย 
  การน ากรรมวิธีการส่งคงแบบมาใช้ในการวิเคราะห์ปัญหาในการไหลไม่มีความหนืด     
โดยอาศัยความรู้ทางตัวเลขเชิงซ้อนมาประยุกต์ใช้ ถือได้ว่าเป็นเคร่ืองมือท่ีช่วยลดงานใน                
การค านวณ เพิ่มความสะดวกในการแสดงผลได้เป็นอย่างมาก ทั้งน้ีการแปลงก็สามารถท าได้
หลากหลายและหากใช้ฟังก์ชันในการแปลงท่ีเหมาะสมแล้วก็จะสามารถน ามาใช้กับปัญหา               
ท่ีวเิคราะห์อยูไ่ดโ้ดยง่าย 
  ส าหรับปัญหาการไหลผ่านปีกอากาศท่ีได้ท าการวิเคราะห์และแสดงมาแล้วนั้น แม้ว่า      
การแปลงจะไดรู้ปทรงท่ีตอ้งการ แต่หากพบวา่การไหลท่ีเกิดข้ึนมีความไม่สมจริง ก็ตอ้งท าการสร้าง
เง่ือนไขเพิ่มเติมส าหรับการไหลให้การไหลมีความถูกต้องและสมจริงมากข้ึนโดยเง่ือนไข            
และทฤษฎีต่าง ๆ ท่ีไดมี้ผูท่ี้ไดเ้สนอไวม้าประยกุตใ์หเ้กิดความเหมาะสมกบัปัญหาท่ีพิจารณา 
  ในการแปลงทรงกระบอกกลมมาเป็นรูปภาคตดัของปีกอากาศมีขั้นตอนในการแปลงถึง      
4 ขั้นตอน แต่หากจะลดขั้นตอนการปรับยืดรูปวงกลมออกไปก็กระท าไดเ้ช่นกนั ส าหรับการแปลง
เยาโคสกีนั้นพบว่าเม่ือเขียนสมการในรูปของตัวแปรเชิงซ้อนระนาบ Z จากการแก้ปัญหาทาง
พีชคณิตจะไดค้  าตอบมาสองค่าคือ 2/)4( 2 − ZZ  เพื่อแทนค่ากบัในสมการการแปลงศกัย์
การไหลเชิงซอ้น พบวา่สมการจะให้ค่าท่ีถูกตอ้งหากแทนค่าบวกเม่ือส่วนจริงมีค่าบวก และแทนค่า
ลบเม่ือส่วนจริงมีค่าเป็นลบ รายละเอียดของการแปลงจะใช้โปรแกรม MATLAB ในการแสดงผล
โดยจะสร้างโปรแกรมค าสั่งในรูป m-file (แสดงในภาคผนวก ข) นอกจากน้ีการปรับเปล่ียนรูปทรง
ของปีกอากาศก็สามารถท าไดโ้ดยการปรับค่าพารามิเตอร์รูปทรงทั้ง 5 ค่า จะท าใหส้ามารถวเิคราะห์
การไหลผา่นปีกอากาศรูปทรงต่าง ๆ ไดห้ลากหลายข้ึนเพื่อใชใ้นการพฒันาปีกอากาศไดต่้อไป 

 



171 

ข.6  รายการอ้างองิ 
Bertin, J. J. and Smith, M. L. (1998). Aerodynamics for engineers (3rd ed.). New Jersey: 

Prentice-Hall. 
Fisher, S. D. (1990). Complex variables (2nd ed.). California: Wadsworth. 
Greenberg, M. D. (1998). Advanced engineering mathematics (2nd ed.). New Jersey: Prentice-

Hall. 
Jeffrey, A. (1992). Complex analysis and applications. Florida: CRC Press. 
Kreyszig, E. (1999). Advanced engineering mathematics (8th ed.). Sigapore: John Wiley & 

Sons. 
Kuethe, A. M. and Chow, C-Y. (1998). Foundations of aerodynamics bases of aerodynamic 

design (5th ed.). New York: John Wiley & Sons. 
Mathews, J. H. (1997). Complex variables for mathematics and engineering (2nd ed. Vol.II). 

USA: Wm. C. Brown. 
O’Neil, P. V. (1995). Advanced engineering mathematics (4th ed.). USA: PWS. 
Pettit, G.W. (2001). Model to evaluate the aerodynamic energy requirements of active 

materials in morphing wings [On-line] (Master dissertation, Virginia Polytechnic 
Institute). 76, SS 4332-01. 

Saff, E. B., Snider, A. D. and Treffethen, L. N. (1993). Fundamentals of complex analysis for 
mathematics, science, and engineering (2nd ed.). London: Prentice-Hall. 

Spiegel, M. R. (1968). Schaum’s outline of theory and problem of mathematical handbook of 
formulas and tables (Inter. ed. 1990). Singapore: McGraw-Hill. 

White, F. M. (1994). Fluid mechanics. Singapore: McGraw-Hill. 
White, F. M. (1991). Viscous fluid flow. Singapore: McGraw-Hill. 
 

 



172 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ภาคผนวก ค 
 

โปรแกรมคอมพวิเตอร์ส าหรับการค านวณ 
 

  

 



173 

ค.1  โค้ดโปรแกรมโครงแผ่นความร้อน 
 
/* 

 

**************************************************************

**************** 

 This program in C-language modifies in temperature absorbed 

on plate to steady state before radiate. 

**************************************************************

**************** 

 */ 

 

#include<stdio.h> 

#include<conio.h> 

#include<math.h> 

#define P 200 

#define Qin 1000.0//1353 

#define chk 0.00001 

#define s 5.67e-8 

#define e 10e-20 

 

void input(void); 

FILE *ptr; 

 

int i,j,k,m2,x,z,N,ans=0,ans2,l,t; 

float 

T,Tb,NA,NC,B,Z,n,y,mid,min,sum,db,absback,abstop,percent; 

float Atot,Qs,Qsingle,Qbottom,Qup_above,Qtotal_emit, 

   Qtot_absorb1,Qtot_absorb2,Qtot_absorbPlus; 

float Qs_upb,Qs_btm,Qs_upb2,Qs_btm2,Qbtm_sol; 

float 

A[P],Qtrn[P][P],Qrfc[P][P],Qrad[P],Qupb[P],Qbtm[P],Qext[P],Qtr

n2[P][P], 

 

 Qrfc2[P][P],Qrfc3[P][P],Qupb2[P],Qbtm2[P],abck[P],rb[P],r

t[P],em[P], 

      Qabs[P],Qabs2[P],Tp[P],Tpmax[P]; 

 

main(void) 

{ 

 

ptr=fopen("c:\datatest.dat","w"); 

 

START: 

 

  input(); 

 

  Atot=0.0; 

  for(i=N;i>0;i--) 

     Atot=Atot+A[i]; 

 

SOLVE: 
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  printf("\nABSORPTIVITY AT BACK OF ALL PLATE (0-1) :\n"); 

Y: 

   printf("\tabsorb back = "); 

   scanf("%f",&absback); 

   if(absback<0||absback>1) goto Y; 

 

percent = 0.0; 

for(t=0;t<=4;t++){         //lopp of percent temperature 

 

for(l=0;l<=4;l++){   //loop absorbtivity at top 

plate 

 

//defind matrix values equal to zero 

   for(j=0;j<=N+1;j++){ 

  for(i=0;i<=N+1;i++){ 

      Qtrn[i][j]=0.0;Qrfc[i][j]=0.0;Qtrn2[i][j]=0.0; 

          Qrfc2[i][j]=0.0;Qrfc3[i][j]=0.0;} 

      Qabs[i]=0.0;Qabs2[i]=0.0; 

      

Qrad[i]=0.0;Qupb[i]=0.0;Qbtm[i]=0.0;Qupb2[i]=0.0;Qbtm2[i]=0.0; 

      

Qext[i]=0.0;rb[i]=0.0;rt[i]=0.0;em[i]=0.0;Tp[i]=0.0;Tpmax[i];} 

 

//   t = 4; 

//   l = 4; 

   abstop = 0.25*l;     //*************** 

   percent = 0.25*t; 

   for(i=1;i<=N;i++){ 

      em[i] = abstop; 

      abck[i] = absback; 

    rt[i] = 1.0-em[i]; 

    rb[i] = 1.0-abck[i]; 

    Tp[i] = 300;//K 

   } 

 

   printf("\n\n::::::::::PROGRM RESALTS FOR::::::::::"); 

   printf("\nAbsorbtivity Top : %f",abstop); 

   printf("\nAbsorbtivity Back : %f",absback); 

   printf("\nPercent Radiation : %f",percent); 

   printf("\n\nFIRST RADIATION Tp = %f",Tp[1]); 

//SOLVE: 

//part radiation 

I*************************************************************

* 

   for(i=2;i<=N+1;i++){ 

    j = i-1; k = i-2; 

    Qrfc2[j][i] = em[j]*A[j]*s*pow(Tp[j],4); 

    Qrfc3[j][k] = abck[j]*A[j]*s*pow(Tp[j],4); 

 

//   printf("\nQrfc2[%d][%d]=%f",j,i,Qrfc2[j][i]); 

//   printf("\nQrfc3[%d][%d]=%f",j,k,Qrfc3[j][k]); 

   } 

 

 Qtrn2[N-1][N-2] = Qrfc3[N][N-1]*(1.0-A[N-1]); 
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   Qrfc2[N-1][N] = Qrfc2[N-1][N]+rt[N-1]*Qrfc3[N][N-1]*A[N-1]; 

   Qabs2[N-1] = Qrfc3[N][N-1]*(1-(1.0-A[N-1])-rt[N-1]*A[N-1]); 

   Qabs2[N] = 0.0; 

 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",N-1,N-2,Qtrn2[N-1][N-2]); 

//   printf("\nQrfc2[%d][%d]=%f",N-1,N,Qrfc2[N-1][N]); 

//   printf("\nQabs2[%d]=%f",N-1,Qabs2[N-1]); 

 

  if(N>=3) 

    for(i=N-1;i>=2;i--){ 

     j = i-1; k = i-2; 

       Qtrn2[i][j] = Qtrn2[i][j]+Qrfc3[i][j]; 

       Qtrn2[j][k] = Qtrn2[i][j]*(1-A[j]); 

       Qrfc2[j][i] = Qrfc2[j][i]+rt[j]*Qtrn2[i][j]*A[j]; 

       Qabs2[j] = Qtrn2[i][j]*(1-(1.0-A[j])-rt[j]*A[j]); 

 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",i,j,Qtrn2[i][j]); 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",j,k,Qtrn2[j][k]); 

//   printf("\nQrfc2[%d][%d]=%f",j,i,Qrfc2[j][i]); 

//   printf("\nQabs2[%d]=%f",j,Qabs2[j]); 

  } 

   Qrfc2[0][1] = Qtrn2[1][0]+Qrfc3[1][0]; 

   Qupb2[0] = Qrfc2[N][N+1]; 

   Qs_upb2 = Qrfc2[N][N+1]; 

 

//printf("\n%f\t%f",Qrfc2[0][1],Qs_upb2); 

 

 for(m2=1;m2<=100;m2++) 

 { 

      Qtrn2[1][2] = Qrfc2[0][1]*(1.0-A[1]); 

    Qrfc2[1][0] = rb[1]*Qrfc2[0][1]*A[1]; 

      Qabs2[1]+= Qrfc2[0][1]*(1-(1.0-A[1])-rb[1]*A[1]); 

 

//   printf("\nQtrn2[1][2]=%f",Qtrn2[1][2]); 

//   printf("\nQrfc2[1][0]=%f",Qrfc2[1][0]); 

//   printf("\nQabs2[1]=%f",Qabs2[1]); 

 

    for(i=3;i<=N+1;i++){ 

     j=i-1;k=i-2; 

       Qtrn2[k][j] = Qtrn2[k][j]+Qrfc2[k][j]; 

       Qtrn2[j][i] = Qtrn2[k][j]*(1.0-A[j]); 

       Qrfc2[j][k] = rb[j]*Qtrn2[k][j]*A[j]; 

       Qabs2[j]+= Qtrn2[k][j]*(1-(1.0-A[j])-rb[j]*A[j]); 

 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",k,j,Qtrn2[k][j]); 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",j,i,Qtrn2[j][i]); 

//   printf("\nQrfc2[%d][%d]=%f",j,k,Qrfc2[j][k]); 

//   printf("\nQabs2[%d]=%f",j,Qabs2[j]); 

  } 

    Qupb2[m2] = Qtrn2[N][N+1]; 

    Qtrn2[N-1][N-2] = Qrfc2[N][N-1]*(1.0-A[N-1]); 

    Qrfc2[N-1][N] = rt[N-1]*Qrfc2[N][N-1]*A[N-1]; 

      Qabs2[N-1]+= Qrfc2[N][N-1]*(1-(1.0-A[N-1])-rt[N-1]*A[N-

1]); 
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//   printf("\nQupb2[%d]=%f",m2,Qupb2[m2]); 

//   printf("\nQtrn2[N-1][N-2]=%f",Qtrn2[N-1][N-2]); 

//   printf("\nQrfc2[N-1][N]=%f",Qrfc2[N-1][N]); 

//   printf("\nQabs2[N-1]=%f",j,Qabs2[N-1]); 

 

      if(N>=3) 

     for(i=N-1;i>=2;i--){ 

      j=i-1;k=i-2; 

        Qtrn2[i][j] = Qtrn2[i][j]+Qrfc2[i][j]; 

        Qtrn2[j][k] = Qtrn2[i][j]*(1-A[j]); 

        Qrfc2[j][i] = rt[j]*Qtrn2[i][j]*A[j]; 

        Qabs2[j]+= Qtrn2[i][j]*(1-(1.0-A[j])-

rt[j]*A[j]); 

 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",i,j,Qtrn2[i][j]); 

//   printf("\nQtrn2[%d][%d]=%f",j,k,Qtrn2[j][k]); 

//   printf("\nQrfc2[%d][%d]=%f",j,i,Qrfc2[j][i]); 

//   printf("\nQabs2[%d]=%f",j,Qabs2[j]); 

 

   } 

      Qrfc2[0][1] = Qtrn2[1][0]+Qrfc2[1][0]; 

      Qext[m2] = Qupb2[m2]; 

      Qs_upb2+= Qupb2[m2]; 

//      printf("\n%f\t%f",Qupb2[m2],Qs_upb2); 

      if(Qext[m2]<=chk) 

       goto CHKK2; 

//      getch(); 

 } 

 

CHKK2: 

   if(abstop==0) 

    if(absback==0) 

    abstop = e; 

   Qabs2[0] = 0.0; 

   printf("\n\nTotal Energy For Emitt    : 

%f",NC*(abstop+absback)*s*pow(300,4)); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out : %f",Qs_upb2); 

   printf("\nPlate Absorbtion First :"); 

 for( int plate=N ; plate>=1 ; plate-- ){ 

    printf("\nPlate [%d] : %f",plate,Qabs2[plate]); 

      Qabs2[0] += Qabs2[plate]; 

   } 

   printf("\nTotal Energy Absorption First : %f",Qabs2[0]); 

 

 

//computation:****Part I Solar Radiation 

Absorption***************************** 

   Qtrn[N+1][N] = Qin*NC; 

   for(i=N+1;i>=2;i--){ 

    j = i-1;k = i-2; 

      Qtrn[j][k] = Qtrn[i][j]*(1.0-A[j]); 

      Qrfc[j][i] = rt[j]*Qtrn[i][j]*A[j]; 

      Qabs[j] = Qtrn[i][j]*(1-(1.0-A[j])-rt[j]*A[j]); 

 } 
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   Qupb[0] = Qrfc[N][N+1]; 

   Qrfc[0][1] = Qtrn[1][0]; 

   Qs_upb = Qrfc[N][N+1]; 

 

 for(m2=1;m2<=100;m2++) 

   { 

    Qtrn[1][2] = Qrfc[0][1]*(1.0-A[1]); 

    Qrfc[1][0] = rb[1]*Qrfc[0][1]*A[1]; 

      Qabs[1]+= Qrfc[0][1]*(1-(1.0-A[1])-rb[1]*A[1]); 

 

      for(i=3;i<=N+1;i++){ 

     j = i-1; k = i-2; 

       Qtrn[k][j] = Qtrn[k][j]+Qrfc[k][j]; 

       Qtrn[j][i] = Qtrn[k][j]*(1.0-A[j]); 

       Qrfc[j][k] = rb[j]*Qtrn[k][j]*A[j]; 

       Qabs[j]+= Qtrn[k][j]*(1-(1.0-A[j])-rb[j]*A[j]); 

  } 

    Qupb[m2] = Qtrn[N][N+1]; 

 

    Qtrn[N-1][N-2] = Qrfc[N][N-1]*(1.0-A[N-1]); 

    Qrfc[N-1][N] = rt[N-1]*Qrfc[N][N-1]*A[N-1]; 

      Qabs[N-1]+= Qrfc[N][N-1]*(1-(1.0-A[N-1])-rt[N-1]*A[N-

1]); 

      if(N>=3) 

     for(i=N-1;i>=2;i--){ 

       j=i-1;k=i-2; 

        Qtrn[i][j] = Qtrn[i][j]+Qrfc[i][j]; 

        Qtrn[j][k] = Qtrn[i][j]*(1-A[j]); 

        Qrfc[j][i] = rt[j]*Qtrn[i][j]*A[j]; 

        Qabs[j]+= Qtrn[i][j]*(1-(1.0-A[j])-

rt[j]*A[j]); 

   } 

 

      Qrfc[0][1] = Qtrn[1][0]+Qrfc[1][0]; 

      Qext[m2] = Qupb[m2]; 

      Qs_upb+= Qupb[m2]; 

      if(Qext[m2]<=chk) 

       goto CHK; 

//      getch(); 

 } 

 

 CHK: 

   Qabs[0] = 0.0; 

   printf("\n\nTotal Energy IN           : %f",Qtrn[N+1][N]); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out : %f",Qs_upb); 

   printf("\nPlate Absorbtion Second :"); 

 for( int plate=N ; plate>=1 ; plate-- ){ 

    printf("\nPlate [%d] : %f",plate,Qabs[plate]); 

      Qabs[0] += Qabs[plate]; 

   } 

   printf("\nTotal Energy Absorption Second : %f",Qabs[0]); 
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/*Find temperature of 

plate****************************************************/ 

 

   Qtot_absorb1 = 0.0; 

   for(i=1;i<=N;i++){ 

      Qabs[i]+= Qabs2[i];   //********* 

      Qtot_absorb1 += Qabs[i];  //********** 

   } 

 Qs_upb += Qs_upb2; 

 

   Tp[0] = 0.0; 

   for(i=1;i<=N;i++){ 

    Tpmax[i] = 

pow(Qabs[i]/(A[i]*(abstop+absback)*s),0.25); 

    Tpmax[i]-= 300; 

    Tp[i] = 300+percent*Tpmax[i]; 

    Tp[0] += Tp[i]; 

   } 

 

   printf("\n\nTotal Energy IN Control Volume : %f",Qin + 

NC*(abstop+absback)*s*pow(300,4)); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out      : %f",Qs_upb); 

   printf("\nPlate Absorbtion First+Second : DTempmax : 

Temp"); 

 for( int plate=N ; plate>=1 ; plate-- ){ 

    printf("\nPlate [%d] : 

%f\t%f\t%f",plate,Qabs[plate],Tpmax[plate],Tp[plate]); 

   } 

   printf("\nTotal Energy Absorption First+Second : 

%f",Qtot_absorb1); 

 

 

//single radiation Rigid 

Body:************************************************// 

//   T = pow((Qin*NC*abstop)/(NC*(abstop+absback)*s),0.25); 

   T = Tp[0]; 

   Tb = Tp[0]/N;         //Average Temperature 

// if(T>300){ 

//    Tb = 300+percent*(T-300); 

    Qs = NC*1*s*pow(Tb,4); 

    Qsingle = Qs+NC*1*s*pow(Tb,4); 

//   } 

/*   else{ 

    Tb = T; 

    Qs = NC*abstop*s*pow(Tb,4); 

    Qsingle = Qs+NC*absback*s*pow(Tb,4); 

   }*/ 

   printf("\n\nTotal Energy Absorp by Single Plate : 

%f",Qin*NC*1); 

   printf("\nPlate Tempmax : Temp : %f\t%f",T,Tb); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out Top         : %f",Qs); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out Top&Bottom  : 

%f",Qsingle); 
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   printf("\nEnergy Absorp by Single Plate (Top)   : 

%f",Qin*NC*1-Qs); 

   printf("\nEnergy Absorp by Single Plate(Top&Bot): 

%f",Qin*NC*1-Qsingle); 

 

 

//part 

radiation*****************************************************

*********** 

 

   for(i=2;i<=N+1;i++){ 

    j=i-1;k=i-2; 

    Qrfc2[j][i] = em[j]*A[j]*s*pow(Tp[j],4); 

    Qrfc3[j][k] = abck[j]*A[j]*s*pow(Tp[j],4); 

      Qabs[j]-= Qrfc2[j][i] + Qrfc3[j][k]; 

      Qabs2[j] = 0.0; 

   } 

 

 Qtrn2[N-1][N-2] = Qrfc3[N][N-1]*(1.0-A[N-1]); 

   Qrfc2[N-1][N] = Qrfc2[N-1][N]+rt[N-1]*Qrfc3[N][N-1]*A[N-1]; 

   Qabs2[N-1] = Qrfc3[N][N-1]*(1-(1.0-A[N-1])-rt[N-1]*A[N-1]); 

   Qabs2[N] = 0.0; 

 

  if(N>=3) 

    for(i=N-1;i>=2;i--){ 

     j=i-1;k=i-2; 

       Qtrn2[i][j] = Qtrn2[i][j]+Qrfc3[i][j]; 

       Qtrn2[j][k] = Qtrn2[i][j]*(1-A[j]); 

       Qrfc2[j][i] = Qrfc2[j][i]+rt[j]*Qtrn2[i][j]*A[j]; 

       Qabs2[j] = Qtrn2[i][j]*(1-(1.0-A[j])-rt[j]*A[j]); 

  } 

   Qrfc2[0][1] = Qtrn2[1][0]+Qrfc3[1][0]; 

   Qupb2[0] = Qrfc2[N][N+1]; 

   Qs_upb2 = Qrfc2[N][N+1]; 

 

 for(m2=1;m2<=100;m2++) 

 { 

      Qtrn2[1][2] = Qrfc2[0][1]*(1.0-A[1]); 

    Qrfc2[1][0] = rb[1]*Qrfc2[0][1]*A[1]; 

      Qabs2[1]+= Qrfc2[0][1]*(1-(1.0-A[1])-rb[1]*A[1]); 

    for(i=3;i<=N+1;i++){ 

     j=i-1;k=i-2; 

       Qtrn2[k][j] = Qtrn2[k][j]+Qrfc2[k][j]; 

       Qtrn2[j][i] = Qtrn2[k][j]*(1.0-A[j]); 

       Qrfc2[j][k] = rb[j]*Qtrn2[k][j]*A[j]; 

       Qabs2[j]+= Qtrn2[k][j]*(1-(1.0-A[j])-rb[j]*A[j]); 

  } 

    Qupb2[m2] = Qtrn2[N][N+1]; 

    Qtrn2[N-1][N-2] = Qrfc2[N][N-1]*(1.0-A[N-1]); 

    Qrfc2[N-1][N] = rt[N-1]*Qrfc2[N][N-1]*A[N-1]; 

      Qabs2[N-1]+= Qrfc2[N][N-1]*(1-(1.0-A[N-1])-rt[N-1]*A[N-

1]); 

 

      if(N>=3) 
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     for(i=N-1;i>=2;i--){ 

      j=i-1;k=i-2; 

        Qtrn2[i][j] = Qtrn2[i][j]+Qrfc2[i][j]; 

        Qtrn2[j][k] = Qtrn2[i][j]*(1-A[j]); 

        Qrfc2[j][i] = rt[j]*Qtrn2[i][j]*A[j]; 

        Qabs2[j]+= Qtrn2[i][j]*(1-(1.0-A[j])-

rt[j]*A[j]); 

   } 

      Qrfc2[0][1] = Qtrn2[1][0]+Qrfc2[1][0]; 

      Qext[m2] = Qupb2[m2]; 

//      printf("\n%f\t%f",Qupb2[m2-1],Qs_upb2); 

      Qs_upb2+= Qupb2[m2]; 

      if(Qext[m2]<=chk) 

       goto CHK2; 

//      getch(); 

 } 

 

  CHK2: 

   Qabs2[0] = 0.0; 

   Qtot_absorb2 = 0.0; 

   for(i=1;i<=N;i++){ 

      Qabs2[0] += Qabs2[i]; 

      Qabs[i] += Qabs2[i]; 

      Qtot_absorb2 += Qabs[i]; 

   } 

   Qup_above = Qs_upb + Qs_upb2; 

 Qtotal_emit = Qup_above; 

   Qtot_absorbPlus = Qin*NC + NC*(abstop+absback)*s*pow(300,4) 

- Qtotal_emit; 

 

   printf("\n\nTotal Energy For Emitt Third   : %f",Qs_upb2); 

   printf("\nTotal Energy Emittion Out CV.    : 

%f",Qtotal_emit); 

   printf("\nPlate Absorbtion Final :"); 

 for( int plate=N ; plate>=1 ; plate-- ){ 

    printf("\nPlate [%d] : %f",plate,Qabs[plate]); 

   } 

   printf("\nTotal Energy Absorption Final    : 

%f",Qtot_absorb2); 

   printf("\nTotal Energy Absorption Final II : 

%f",Qtot_absorbPlus); 

 

//OUTPUT FILE 

   fprintf(ptr,"\n%d\n",N); 

   fprintf(ptr,"%.2f\n",percent*100); 

   fprintf(ptr,"%f\n",abstop); 

   fprintf(ptr,"%f\n",absback); 

//   fprintf(ptr,"%f\n",T); 

   fprintf(ptr,"%f\n",Tb); 

//   fprintf(ptr,"%f\n",Qtotal_emit); 

//   fprintf(ptr,"%f\n",Qtot_absorb1); 

   fprintf(ptr,"%f\n",Qtot_absorbPlus); 

//   fprintf(ptr,"%f\n",Qabs[0]); 

//   fprintf(ptr,"%f\n",Qs); 
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//   fprintf(ptr,"%f\n",Qsingle); 

   fprintf(ptr,"%f\n",Qin*NC*1-Qs); 

   fprintf(ptr,"%f\n",Qin*NC*1-Qsingle); 

 

 }    //close loop temp 

   for(i=1;i<=N;i++) 

   

 fprintf(ptr,"%d\t%.2f\t%.2f\t%.2f\t%.2f\n",i,A[i],Tpmax[i

],Tp[i],Qabs[i]); 

 

}           //close loop absorptivity 

 

   printf("\nDo you want to continous Program?"); 

  ANS: 

   printf("Yes{1}/No{0} : = "); 

   scanf("%d",&ans); 

   if(ans<=-1||ans>=2) 

    goto ANS; 

   if(ans==1){ 

  printf("Do you want to change the layer of plate?"); 

     ANS2: 

    printf("Yes{1}/No{0} : = "); 

    scanf("%d",&ans2); 

   if(ans2<=-1||ans2>=2) 

     goto ANS2; 

    if(ans2==1) 

       goto START; 

    else 

   goto SOLVE; 

      } 

   fclose(ptr); 

   printf("You can see all data in file 

C:\\BC5\\BIN\\datatest.dat\n"); 

   getch(); 

 return 0; 

} 

 

/*************************************************************

*****************/ 

void input(void) 

{ 

   clrscr(); 

   printf("PROGRAM FIND SOLAR ENERGY ABSORBTION BY PLATE 

STRUCTURE.\n"); 

   printf("CASE : Bottom plate solid refrectivity 100%.\n"); 

 

   printf("INSERT TOTAL AREA OF PLATE STRUCTURE : NA = "); 

   scanf("%f",&NA); 

 

  printf("\nSELECT PLATE ARRANGE AREA OF UP LAYER (1-6)."); 

   printf("\n1 area constant in each layer."); 

   printf("\n2 triangle area max in middle."); 

   printf("\n3 triangle area min in middle."); 

   printf("\n4 slope area max on top layer."); 
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   printf("\n5 slope area min on top layer."); 

   printf("\n6 any types area of layer.\n"); 

 

 input: 

   printf("choose(1-6) : "); 

   scanf("%d",&x); 

 

   if(x<1||x>6) 

    goto input; 

 

   if(x!=1) 

   if(x!=6){ 

      if(x<4||x>5){ 

        odd: 

     printf("INSERT NUMBER OF PLATE(Odd number): N = 

"); 

     scanf("%d",&N); 

         n=N; 

         Z=n/2; 

         z=n/2; 

         y=Z-z; 

         if(y==0) 

          goto odd; 

         goto L145; 

      } 

      printf("INSERT NUMBER OF PLATE : N = "); 

    scanf("%d",&N); 

     L145: 

    printf("\nINSERT MINIMUM AREA OF PLATE STRUCTURE.\nMIN 

Area = "); 

    scanf("%f",&min); 

    mid=n/2+0.5; 

   } 

 

   if(x==1) 

   { 

    printf("INSERT NUMBER OF PLATE : N = "); 

    scanf("%d",&N); 

    B=100*NA/N; 

    for(i=N;i>0;i--) 

   A[i]=B; 

   } 

 

 if(x==2) 

   { 

    sum=1; 

    for(i=2;i<mid-1;i++) 

     sum=sum+i; 

    db=(100*NA-min*(2*mid-1))/(2*sum+mid-1); 

    A[1]=min; 

    for(i=2;i<=mid;i++) 

      A[i]=A[i-1]+db; 

    for(i=mid+1;i<=N;i++) 

      A[i]=A[i-1]-db; 
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   } 

 

 if(x==3) 

   { 

    sum=1; 

    for(i=2;i<=mid-1;i++) 

     sum=sum+i; 

    db=(100*NA-min*(2*mid-1))/(2*sum); 

    j=mid; 

    A[j]=min; 

    for(i=mid-1;i>=1;i--) 

      A[i]=A[i+1]+db; 

    for(i=mid+1;i<=N;i++) 

      A[i]=A[i-1]+db; 

   } 

 

 if(x==4) 

   { 

    sum=1; 

    for(i=2;i<=N-1;i++) 

     sum=sum+i; 

    db=(100*NA-min*N)/sum; 

    A[1]=min; 

    for(i=2;i<=N;i++) 

      A[i]=A[i-1]+db; 

   } 

 

 if(x==5) 

   { 

    sum=1; 

    for(i=2;i<=N-1;i++) 

     sum=sum+i; 

    db=(100*NA-min*N)/sum; 

    j=N; 

    A[j]=min; 

    for(i=N-1;i>=1;i--) 

      A[i]=A[i+1]+db; 

   } 

 

 if(x==6) 

   { 

    printf("INSERT NUMBER OF PLATE : N = "); 

    scanf("%d",&N); 

    for(i=1;i<=N;i++) 

    { 

     printf("\tA[%d] = ",i); 

     scanf("%f",&A[i]); 

    } 

   } 

 

   printf("\nCHECK YOUR PERCENT AREA OF PLATE STRUCTURE 

AGAIN(DIVIDE BY 100).\n"); 

   NC=0.0; 

   for(i=1;i<=N;i++){ 
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  A[i]=A[i]/100.0; 

    printf("LAYER %d = %.6f\n",i,A[i]); 

      NC=NC+A[i]; 

 } 

   printf("NC = %.2f\n",NC); 

   getch(); 

   return; 

} 
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รูปท่ี ค.1 กราฟแสดงค่าอุณหภูมิท่ีค  านวณไดข้องโครงแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 

 

รูปท่ี ค.2 กราฟแสดงค่าอุณหภูมิท่ีค  านวณไดข้องโครงแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 
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รูปท่ี ค.3 กราฟแสดงค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 

 

รูปท่ี ค.4 กราฟแสดงค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 
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รูปท่ี ค.5 กราฟแสดงค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 

 

รูปท่ี ค.6 กราฟแสดงค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 
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รูปท่ี ค.7 กราฟแสดงค่าพลงังานการดูดซบัความร้อนของแผน่ความร้อนแบบต่าง ๆ 
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ค.2 โค้ดโปรแกรมการส่งคงแบบ 
 

โปรแกรม MATLAB ส าหรับแสดงเส้นการไหลผา่นทรงกระบอกหนา้ตดักลม 

 
 
 
% M-file for Potential Flow 
 

% Flow Pass Rotating Cylinder 
 
 
 
clear all 
 

set(0,'DefaultAxesFontSize',12); 
 

set(gcf,'DefaultAxesLineWidth',1.5); 
 
 
 

a = 1; 
 

U = 10; 
 

alfa = pi*(15/180); 
 
 
 

x = -4 : 0.01 : 4; 
 

y = -4 : 0.01 : 4; 
 

x = x';y = y'; 
 

[x y] = meshgrid(x,y); 
 

Gamma = 4*pi*a*U*sin(alfa); 
 
 
 

z = x + i*y; 
 

z1 = U*( (cos(alfa) - i*sin(alfa)).*z + (a^2)*( (cos(alfa) + i*sin(alfa))./z) ) + i*Gamma*log(z)/(2*pi); 
 

psi = imag(z1); 
 

co = [-100 -82.5 -62.5 -42.5 -32.5 -22.5 -17.5 -12.5 -7.5 -5 -2.5 -1.5 -0.5 0 0.5 1.5 2.5 5 7.5 12.5 17.5 22.5 32.5 42.5 62.5 82.5 100]; 
 

contour(x,y,psi,co,'b') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 
axis equal, grid 
 

axis([-2 2 -2 2]) 
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โปรแกรม MATLAB ส าหรับแสดงเส้นการไหลผา่นแผน่เรียบ 

 
 

%m-file flow pass circle and flat plate: 
 
clear all 
 

set(0,'DefaultAxesFontSize',12); 
 

set(gcf,'DefaultAxesLineWidth',1.5); 
 

U = 10; 
 

a = 1; 
 

alfa = pi*(30/180); 
 
 
 

for m = 1:161 
 

   y(m) = -4.05 + 0.051*m; 
 

   for n = 1:161 
 

      x(n) = -4.05 + 0.051*n; 
 

      phi(m,n) = U*( ( x(n)*sin(alfa) - y(m)*cos(alfa) ) * ( a^2/( x(n)^2 + y(m)^2 ) - 1 ) ); 
 
   end 
 
end 
 

co = [-82.5 -62.5 -42.5 -32.5 -22.5 -17.5 -12.5 -7.5 -5 -2.5 -1.5 -0.5 0 0.5 1.5 2.5 5 7.5 12.5 17.5 22.5 32.5 42.5 62.5 82.5]; 
 

subplot(3,2,1); 
 

contour(x,y,phi,co,'k'); 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 
axis equal; 
 

%axis off; 
 

axis([-2 2 -2 2]) 
 
 
 

for  n = 1:161 
 

    Y(n) = -4.05 + 0.05*n; 
 

    for m = 1:161 
 

      X(m) = -4.05 + 0.05*m; 
 

      if m < 81 
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          W(n,m) = U*( ( X(m)+ i*Y(n) )*cos(alfa) + i*sin(alfa)*sqrt((X(m) + i*Y(n))^2 - 4*a^2 
) ); 
 
      else 
 

          W(n,m) = U*( ( X(m)+ i*Y(n) )*cos(alfa) - i*sin(alfa)*sqrt((X(m) + i*Y(n))^2 - 4*a^2 
) ); 
 
      end 
 
    end 
 
end 
 

phi = real(W); 
 

Psi = imag(W); 
 

co = [-42.5 -32.5 -22.5 -17.5 -12.5 -7.5 -5 -2.5 -1.5 0 1.5 2.5 5 7.5 12.5 17.5 22.5 32.5 42.5]; 
 

subplot(3,2,2); 
 

contour(X,Y,Psi,co,'k'); 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 
axis equal 
 

%axis off; 
 

axis([-4 4 -4 4]) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



192 

 

 

โปรแกรม MATLAB ส าหรับแสดงการแปลงเยาโคสกี 

 
 

%M-file : Conformal Mapping - the Joukowski transformation w = (z +1/z) : 
 

 

 

alpha = 0: pi/90: 2*pi; 
 

r = 1.25; 
 

x = r - 1; 
 

z1 = -x + r*exp(i*alpha); 
 

a = r - x; 
 

subplot(3,2,1) 
 

plot(real(z1),imag(z1)) 
 

axis('equal'), grid 
 

title('z plane') 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

 

 

w = z1 + (a^2)./z1; 
 

subplot(3,2,2) 
 

plot(real(w),imag(w)) 
 

axis('equal'), grid 
 

title('w plane') 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
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%To move the circle in the z plane and obtain another aerofoil try, 
for example: 
 

y = (r^2 - 1)^0.5; 
 

z2 = y*i + r*exp(i*alpha); 
 

a = (r^2 - y^2)^0.5; 
 

subplot(3,2,3) 
 

plot(real(z2),imag(z2)) 
 

axis('equal'), grid 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

 

 

w = z2 + (a^2)./z2; 
 

subplot(3,2,4) 
 

plot(real(w),imag(w)) 
 

axis('equal'), grid 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

 

 

x = 0.2; 
 

y = (r^2 - (1+x)^2)^0.5; 
 

z3 = -x + y*i + r*exp(i*alpha); 
 

a = -x + (r^2 - y^2)^0.5; 
 

subplot(3,2,5) 
 

plot(real(z3),imag(z3)) 
 

axis('equal'), grid 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
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axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

w = z3 + (a^2)./z3; 
 

subplot(3,2,6) 
 

plot(real(w),imag(w)) 
 

axis('equal'), grid 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
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โปรแกรม MATLAB ส าหรับแสดงการออกแบบปีกอากาศเยาโคสกี 

 
 

%M-file : Conformal Mapping - the Joukowski transformation w = (z +1/z)/2 : 
 

 

alpha = 0: pi/90: 2*pi; 
 

a = 1.0; 
 

z1 = a*exp(i*alpha); 
 

%subplot(2,2,1) 
 

plot(real(z1),imag(z1),'b:') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis('equal') 
 

title('z plane') 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

hold on 

 

grid on 

 

 

 

xc = -0.2; 
 

yc = 0.2; 
 

xt = 1.0; 
 

yt = -0.1; 
 

Del = 0.1; 
 

 

 

z2 = ( xt - xc + i*(yt - yc) ).*z1/a + xc + i*yc; 
 

%subplot(2,2,2) 
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plot(real(z2),imag(z2),'m-.') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis('equal') 
 

title('zeta plane') 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

 

 

z3 = z2 + ( -1 + xt + i*yt )*( xt + i*yt - Del )./( z2 + Del ); 
 

%subplot(2,2,3) 
 

plot(real(z3),imag(z3),'r--') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis('equal') 
 

title('Z plane') 
 

xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

 

 

z4 = z3 + a^2./z3; 
 

%subplot(2,2,4) 
 

plot(real(z4),imag(z4),'k-') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis('equal') 
 

title('Z plane') 
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xlabel('Real'), ylabel('Imaginary') 
 

axis([-2.25 2.25 -2.25 2.25]) 
 

hold off 
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โปรแกรม MATLAB ส าหรับแสดงเส้นการไหลผา่นปีกอากาศ 

 
 

% M-file for Potential Flow 
 

% Flow Pass Rotating Cylinder mapped to Joukowski-airfoil 
 

 

 

clear all 

 

set(0,'DefaultAxesFontSize',12); 
 

set(gcf,'DefaultAxesLineWidth',1.5); 
 

 

 

a = 1; 
 

U = 10; 
 

alfa = pi*(10/180); 
 

Gamma = 4*pi*a*U*sin(alfa); 
 

 

 

xc = -0.2; 
 

yc = 0.2; 
 

xt = 1.0; 
 

yt = 0.0; 
 

 

 

x = -4 : 0.01 : -0.001; 
 

y = -4 : 0.01 : 4; 
 

x = x';y = y'; 
 

[x y] = meshgrid(x,y); 
 

 

 

z1 = x + i*y; 
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z2 = ( z1 - (z1.^2 - 4*a^2).^0.5 )/2; 
 

z3 = ( z2 - xc - i*yc ).*a/( xt - xc + i*(yt - yc) ); 
 

w = U*( (cos(alfa) - i*sin(alfa)).*z3 + (a^2)*( (cos(alfa) + i*sin(alfa))./z3) ) + 
i*Gamma*log(z3)./(2*pi); 
 

psi = imag(w); 
 

co = [-100 -82.5 -62.5 -42.5 -32.5 -22.5 -17.5 -12.5 -7.5 -5 -2.5 -1.5 -0.75 0 0.75 1.5 2.5 5 7.5 12.5 17.5 22.5 32.5 42.5 62.5 82.5 
100]; 
 

contour(x,y,psi,co,'b') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis equal 

 

axis([-4 4 -4 4]) 
 

grid on 

 

hold on 

 

 

 

X = 0 : 0.01 : 4; 
 

Y = -4 : 0.01 : 4; 
 

X = X';Y = Y'; 
 

[X Y] = meshgrid(X,Y); 
 

 

 

z1 = X + i*Y; 
 

z2 = ( z1 + (z1.^2 - 4*a^2).^0.5 )/2; 
 

z3 = ( z2 - xc - i*yc ).*a/( xt - xc + i*(yt - yc) ); 
 

w = U*( (cos(alfa) - i*sin(alfa)).*z3 + (a^2)*( (cos(alfa) + i*sin(alfa))./z3) ) + 
i*Gamma*log(z3)./(2*pi); 
 

psi1 = imag(w); 
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co = [-100 -82.5 -62.5 -42.5 -32.5 -22.5 -17.5 -12.5 -7.5 -5 -2.5 -1.5 -0.75 0 0.75 1.5 2.5 5 7.5 12.5 17.5 22.5 32.5 42.5 62.5 82.5 
100]; 
 

contour(X,Y,psi1,co,'b') 
 

L1 = findobj(gcf,'type','line'); 
 

set(L1,'LineWidth',1.5) 
 

axis equal 

 

axis([-4 4 -4 4]) 
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รูปท่ี ค.8 การไหลผา่นปีกอากาศรูปทรงต่าง ๆ ท่ีมุมปะทะ 10 
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