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 Lattice Boltzmann method (LBM) is one of the numerical methods used to 

simulate the behavior of fluid flow. The concept of this method relies on the 

streaming and collision of particles with respect to the conservation laws of mass and 

momentum. LBM has some advantages compared to other numerical methods 

because the computer program of LBM can be readily developed for parallel 

computing, so that the computational time for the simulation of turbulent flow is 

reduced and the large data can be managed. If one personal computer is used, the 

computation is time-consuming or in some cases it cannot be computed. The objective 

of this research is to study and use the LBM for the simulation of incompressible 

turbulent flow in a rectangular duct by focusing on the effects of aspect ratio on 

turbulent flow. For turbulent flow, the direct numerical simulation (DNS) is employed. 

The computer program is developed on Visual C++ and validated by comparing the 

computed results with the analytical solution, experimental data and acceptable 

numerical solution. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
            การไหลแบบปนปวน (Turbulent Flow) เปนการไหลประเภทหนึ่งซึ่งไมสามารถคาดเดาถึง
พฤติกรรมการไหลไดเนื่องจากมีการเปลี่ยนแปลงแบบสุมตลอดเวลา การไหลประเภทนี้เกิดขึ้นใน
ธรรมชาติทั่ว ๆ ไป และในอุปกรณตาง ๆ ทางวิศวกรรม อาทิ ปม, คอมเพรสเซอร เปนตน การไหล
แบบปนปวนจะสงผลกระทบหลายประการ เชน การถายเทความรอนเพิ่มมากขึ้น, แรงที่กระทํามีคา
เพิ่มมากขึ้น เปนตน ดังนั้นจึงจําเปนตองศึกษาถึงพฤติกรรม และผลกระทบที่เกิดตามมาเมื่อเกิดการ
ไหลแบบปนปวนขึ้น โดยหลักการเราสามารถอธิบายพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไดดวย
สมการ Navier-Stokes แตในปจจุบันยังไมสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสําหรับการไหลประเภท
นี้ไดเนื่องจากความซับซอนของสมการ ดังนั้นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจึงเปนเครื่องมือที่สําคัญสําหรับ
การอธิบายพฤติกรรมของการไหลประเภทนี้ 
 สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ (Computational Fluid 
Dynamics, CFD) นั้น ในปจจุบันสามารถแบงไดเปน 2 ประเภทคือ Continuum CFD และ Discrete 
CFD ซ่ึงหลักการทํางานของวิธีประเภท Continuum CFD ประกอบดวยสามขั้นตอนดังนี้ 
 

ขั้นตอนที่ 1 ทําการกําหนดสมการที่ใชสําหรับอธิบายพฤติกรรมของการไหลซึ่งจะอยูในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial Differential Equations, PDEs) เชน สมการ Navier-Stokes เปนตน 
 

ขั้นตอนที่ 2 ทําการแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยนั้นใหเปนสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขตาง ๆ เชน ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite Difference Method), ระเบียบวิธีปริมาตร
จํากัด (Finite Volume Method), ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนตน  
 
 ขั้นตอนที่ 3 หาผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการพีชคณิตเหลานั้น  
 
 อยางไรก็ตาม วิธีประเภท Continuum CFD นั้นเมื่อแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยใหอยูในรปู
ของสมการพีชคณิตแลว บางครั้งการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลข    
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รวมไปถึงการพัฒนาโปรแกรมเพื่อคํานวณแบบขนานอาจทําไดยาก เนื่องจากตัวแปรนั้นจะถูกเก็บ
ไวในรูปของเมตริกซและมีขนาดใหญเมื่อลักษณะของปญหานั้นมีความซับซอน 
 วิ ธีประเภท  Discrete CFD นั้นมีแนวคิดมาจากการเคลื่อนที่  (Streaming) และการชน
กัน (Collision) ของอนุภาค (Particle) ตามหลักการของกฎอนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม ซ่ึง
สมการเริ่มตนของวิธีประเภทนี้จะอยูในรูปของสมการพีชคณิตอยูแลว เชน สมการโครงผลึก
โบลตซมันน (Lattice Boltzmann Equation) เปนตน และคาของตัวแปรที่ตองการหาจากสมการ
ประเภทนี้มีเพียงตัวเดียวคือคา Single-Particle Probability Distribution Function ( if ) สวนตัวแปร
อ่ืน ๆ ไดแก ความเร็ว, ความหนาแนน และความดันนั้นสามารถคํานวณหาไดจากคา if  นี้ จึงทําให
ก า ร เขี ยนโปรแกรมคอมพิ ว เ ตอร เพื่ อ จํ า ลองการไหลด ว ยวิ ธีประ เภทนี้ ง า ยกว า วิ ธี
ประเภท Continuum CFD รวมไปถึงการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อคํานวณแบบขนานทําได
ไมยากนักเนื่องจากตัวแปรที่ตองมีการแลกเปลี่ยนคานั้นมีเพียงตัวแปร if  เพียงตัวเดียว จึงทําใหวิธี
ประเภท Discrete CFD นั้นเริ่มไดรับความนิยมสําหรับการจําลองการไหลที่มีลักษณะซับซอนไมวา
จะเปนการไหลแบบปนปวน, การไหลแบบหลายสถานะ (Multiphase Flow) หรือการไหลในวัสดุที่
มีรูพรุน (Flow in Porous Media) เปนตน 
 ในสวนของการจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบปนปวนนั้นสามารถแบงได
เปน 2 ประเภท ประเภทแรกจะทําการแกสมการ Navier-Stokes เพื่อหาคาความเร็วที่เวลาใด ๆ การ
จําลองเชิงตัวเลขแบบนี้ไดแกการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ซ่ึง
เปนการแกสมการ Navier-Stokes โดยไมใชแบบจําลองความปนปวน (Turbulence Models) และ 
Large-Eddy Simulation (LES) ซ่ึง เปนการแกสมการ  Navier-Stokes โดยใชแบบจําลองความ
ปนปวนชวยในบางสวนของโดเมน สวนอีกประเภทนั้นจะทําการแกสมการที่เรียกวา Reynolds-
Averaged Navier-Stokes (RANS) เพื่อทําการหาคาความเร็วเฉลี่ยซ่ึงในการแกสมการ RANS นั้นจะ
มีการใชแบบจําลองความปนปวน เชน แบบจําลองความปนปวน k ε−  เปนตน 
 ในงานวิจัยนี้ไดเลือกใชระเบียบวิธีโครงผลึกโบลตซมันน (Lattice Boltzmann Method, LBM) 
ซ่ึงเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณและมีขั้นตอนใน
การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไมซับซอนมากนักเพื่อทําการศึกษาถึงผลกระทบของคา
อัตราสวนลักษณะ  (Aspect Ratio) ที่มีตอพฤติกรรมการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผา สําหรับการจําลองการไหลแบบปนปวนนั้นไดเลือกใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
เนื่องจากเปนวิธีที่ไดรับการยอมรับวาสามารถจําลองการไหลแบบปนปวนไดถูกตองที่สุด รวมไป
ถึงยังสามารถตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในการจําลองการไหลแบบ
ปนปวนดวย 
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1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 เพื่อศึกษาและนําวิธีโครงผลึกโบลตซมันนมาใชในการจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของ
คาอัตราสวนลักษณะและคาเลขเรยโนลดที่มีตอพฤติกรรมการไหลแบบปนปวน   
 

 1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

 เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1 โดยกําหนดให
ค า เ ล ข เ ร ย โ นลด ซ่ึ ง นิ ย า ม จ า กคว าม เ ร็ ว เ สี ย ดท าน เ ฉลี่ ย แ ล ะคว ามสู ง ขอ งท อ มี ค า
เทากับ 205 และ 300 จากนั้นทําการเปลี่ยนคาอัตราสวนลักษณะใหมีคามากกวา 1 อีกสองคาเพื่อ
ศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีตอพฤติกรรมการไหล โดยใชการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรงและวิธีโครงผลึกโบลตซมันน โดยคาของตัวแปรตาง ๆ จะปรากฏในหนวยที่มี ช่ือ
วา Lattice Unit 
 

1.4   วิธีดําเนินการวิจัย 
 งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา และเลือกใชระเบียบวิธีโครงผลึก 
โบลตซมันน ซ่ึงเปนระเบียบวิ ธี เชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของไหลเชิง
คํานวณ ดังนั้นเพื่อสรางความนาเชื่อถือของผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูก
พัฒนาขึ้นโดยวิธีโครงผลึกโบลตซมันน จึงไดทําการตรวจสอบผลการคํานวณที่ไดกับปญหาการ
ไหลแบบตาง ๆ ที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรทางดาน
พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณโดยไดทําการตรวจสอบกับทั้งปญหาที่เปนการไหลแบบราบเรียบ
และปญหาที่เปนการไหลแบบปนปวน ซ่ึงปญหาการไหลแบบตาง ๆ ที่นํามาตรวจสอบนั้นอาจจะ
เปนปญหาที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะห หรือปญหาที่มีขอมูลที่ไดจากการทดลอง หรือปญหาที่มีผลจาก
การคํานวณเชิงตัวเลขที่เปนที่ยอมรับ ทั้งนี้ปญหาการไหลแบบตาง ๆ ที่นิยมใชมีดังนี้ 
 1.   ปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ   
 2. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ 
 3. ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

4. ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบพิกดั    
ฉากสองมิติ 
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 5. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 6. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 7. ปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 8. ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 9. ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 หลังจากทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นโดยวิธี
โครงผลึกโบลตซมันนแลว จึงนําโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ไปจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาเปนลําดับตอไป  
 

1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

 1.  โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
 2.  เขาใจพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนภายในทอส่ีเหล่ียมผืนผาเมื่อมีการเปลี่ยนคา
อัตราสวนลักษณะ 
 3.  เขาใจและสามารถใชงานวิธีโครงผลึกโบลตซมันนได 



บทที่ 2  
บริบทของการไหลแบบปนปวน 

 

  การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่ยังไมสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหไดเนื่องจาก
ความซับซอนของสมการควบคุมและความซับซอนของพฤติกรรม เนื ้อหาในบทนี้จะไมลง
รายละเอียดของการไหลแบบปนปวนมากนัก โดยจะกลาวถึงเฉพาะเนื้อหาในสวนที่เกี่ยวของกับ
งานวิจัยนี้เทานั้น โดยในหัวขอ 2.1 กลาวถึงลักษณะของการไหลแบบปนปวนรวมไปถึงสมการ
ควบคุมและความเคนของเรยโนลด, ในหัวขอ 2.2 กลาวถึงโครงสรางที่เกิดจากการไหลแบบ
ปนปวนที่เรียกวาการไหลรอง (Secondary Flow) และในหัวขอ 2.3 กลาวถึงการจําลองเชิงตัวเลข
สําหรับการไหลแบบปนปวน และเนนไปที่การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวน 
 

2.1   ลักษณะของการไหลแบบปนปวน 

  โดยทั่วไปการไหลที่พบในชีวิตประจําวันและการไหลในอุปกรณทางวิศวกรรมนั้นเปนการ
ไหลแบบปนปวนแทบทั้งหมด ไมวาจะเปนปญหาการไหลที่มีรูปรางของปญหาไมซับซอนมากนัก 
เชน การไหลในทอกลมหรือการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียม รวมไปถึงปญหาการไหลที่มีรูปรางของ
ปญหาซับซอน เชน การไหลผานรถยนตหรือการไหลผานปกเครื่องบิน เปนตน การไหลแบบ
ปนปวนนั้นมีพฤติกรรมที่แตกตางจากการไหลแบบราบเรียบอยางสิ้นเชิง และยังไมสามารถหาผล
เฉลยเชิงวิเคราะหเพื่ออธิบายพฤติกรรมของการไหลประเภทนี้ได ซ่ึงลักษณะหรือพฤติกรรมเดน
ของการไหลแบบปนปวนมีดังนี้ (Tennekes and Lumley, 1972) 
  1. การไหลแบบปนปวนมีการเปลี่ยนแปลงแบบสุมตลอดเวลา พฤติกรรมของการไหล
แบบปนปวนในขอนี้เปนพฤติกรรมที่เห็นไดเดนชัดที่สุด ซึ่งจากพฤติกรรมขอนี้เองทําใหการ
วิเคราะหปญหาเกี่ยวกับการไหลแบบปนปวนตองทําในลักษณะของการหาคาเฉลี่ยสําหรับตัวแปร
ตาง ๆ เทานั้น 
  2. การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่มีลักษณะแพรกระจาย ซ่ึงจากพฤติกรรมนี้ทําให
อัตราการถายเทโมเมนตัม, อัตราการถายเทความรอน และอัตราการถายเทมวลเพิ่มขึ้น รวมไปถึง
ชวยเพิ่มความเร็วในการผสมของไหลหลายชนิดเขาดวยกันอีกดวย 
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  3. การไหลแบบปนปวนเกิดขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดสูงพอ โดยทั่วไปเมื่อคาเลขเรยโนลด
ของการไหลสูงพอ ของไหลจะเปลี่ยนสถานะการไหลจากการไหลแบบราบเรียบไปเปนการไหล
แบบปนปวนเนื่องจากการสูญเสียเสถียรภาพของการไหล ซ่ึงคาเลขเรยโนลดที่ทําใหของไหลเริ่ม
เปลี่ยนสถานะจากการไหลแบบราบเรียบไปเปนการไหลแบบปนปวนนั้นจะขึ้นอยูกับรูปรางของ
ปญหาที่พิจารณา และเรียกคาเลขเรยโนลด ณ ตําแหนงนี้วา “คาเลขเรยโนลดวิกฤติ” (Critical 
Reynolds Number) โดยทั่วไปคาเลขเรยโนลดวิกฤติสําหรับการไหลในทออยูที่ประมาณ 2300 สวน
คาเลขเรยโนลดวิกฤติสําหรับการไหลผานวัตถุอยูที่ประมาณ 500,000 (White, 2003) 
  4. การไหลแบบปนปวนมีการเปลี่ยนแปลงการหมุนวนในสามมิติตลอดเวลา ซ่ึงลักษณะ
การเคลื่อนที่ของความหมุนวนนี้ เปนพฤติกรรมที่สําคัญในการอธิบายวาการไหลนั้นเปนการไหล
แบบปนปวนหรือไม เนื่องจากถาการไหลนั้นมีแคการเปลี่ยนแปลงความเร็วในลักษณะสองมิติเพียง
อยางเดียว การไหลนั้นจะไมเกิดการเปลี่ยนแปลงการหมุนวนขึ้นและการไหลลักษณะนั้นจะไมเปน
การไหลแบบปนปวน 
  5. การไหลแบบปนปวนมีการสูญเสียพลังงานอยางสม่ําเสมอ การไหลแบบปนปวนสูญเสีย
พลังงานเนื่องจากความหนืดของของไหล โดยจะทําการเปลี่ยนรูปพลังงานงานจลนที่ไดจากการ
ไหลใหเปนพลังงานภายในของของไหลเพื่อใหของไหลสามารถเคลื่อนที่ได ดังนั้นการไหลแบบ
ปนปวนจึงตองการพลังงานอยางตอเนื่องเพื่อปองกันไมใหความปนปวนสลายตัว 
  6. การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่อยูในชวงสารเนื้อตอเนื่อง ในการไหลแบบปนปวน
นั้นจะมีขนาดของการหมุนวนอยูหลายขนาด ซ่ึงขนาดของการหมุนวนที่เล็กที่สุดนั้นจะใหญกวา
ขนาดของโมเลกุล ดังนั้นพฤติกรรมตาง ๆ ของการไหลแบบปนปวนจึงเปนไปตามสมการควบคุม
ของของไหล ซ่ึงไดแกสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัม 
  ในการอธิบายพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนสําหรับของไหลที่ไมสามารถอัดตัวได 
สมการควบคุมประกอบดวยสมการอนุรักษมวลและสมการ Navier-Stokes ซ่ึงเขียนอยูในรูป      
เทนเซอรไดดังนี้ 
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เมื่อ iu  และ p  คือความเร็วและความดัน ณ เวลาใด ๆ ตามลําดับ, μ  คือความหนืดพลวัต และ ρ  
คือความหนาแนน 
  สําหรับการวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับการไหลแบบปนปวนนั้น สวนใหญจะสนใจเฉพาะ
คาเฉลี่ยของตัวแปรตาง ๆ เทานั้น ดังนั้น Reynolds (1894) จึงไดทําการแยกความเร็ว ณ เวลาใด ๆ
(Instantaneous Velocity) ออกเปนสองสวนคือสวนของความเร็วเฉลี่ย (Mean Velocity) และสวน
ของความเร็วปนปวน  (Fluctuating Velocity) ซ่ึงเรียกวาการแยกตัวประกอบของเรยโนลด 
(Reynolds Decomposition) ดังนี้ 

 
  i i iu u u ′= +  (2-3) 

 
เมื่อ iu  คือความเร็วเฉลี่ย และ iu′  คือความเร็วปนปวนและคาเฉลี่ยของความเร็วปนปวนจะตอง
เทากับศูนย 

 
   

 

1 0o

o

t T

i it
u u dt

T
+′ ′= =∫  (2-4) 

 

iu′(Fluctuating Velocity)

iu (Mean Velocity)
iu(Instantaneous Velocity)

t

iu

t0 t0+T
T

 
 

รูปที่ 2.1 แสดงการแยกตัวประกอบของเรยโนลด (Munson, Young & Okiishi, 2002) 
 

จากนั้นทําการเปลี่ยนสมการ (2-1) และ (2-2) จากรูปสมการที่อยูในรูปของความเร็ว ณ เวลาใด ๆ 
ใหอยูในรูปของความเร็วเฉลี่ยไดดังนี้ 
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  นําสมการ (2-3) ใสลงไปในสมการ (2-1) จะได 
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i i
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x x
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 (2-5) 

 
ทําการหาคาเฉลี่ยของสมการ (2-5) จะได 
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นําสมการ (2-6) ใสลงไปในสมการ (2-5) จะได 
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จากสมการ (2-6) และ (2-7) เห็นวาทั้งความเร็วเฉลี่ยและความเร็วปนปวนเปนไปตามกฎอนุรักษ
มวล จากนั้นทําการหาสมการอนุรักษโมเมนตันที่อยูในรูปของความเร็วเฉลี่ยโดยนําสมการ (2-3) 
แทนลงไปในสมการ (2-2) และหาคาเฉลี่ยจะได 
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ซ่ึงเทอม i ju u  จะมีคาเทากับ i j i ju u u u′ ′+  และจะไดสมการอนุรักษโมเมนตันที่อยูในรูปของ
ความเร็วเฉลี่ยดังนี้ 
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′ ′∂∂∂ ∂∂
+ + = − +
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เรียกสมการ (2-9) วาสมการ Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) และสามารถเห็นไดวา
สมการ RANS และสมการ Navier-Stokes นั้นมีความคลายคลึงกันยกเวนตรงที่สมการ RANS นั้นมี
เทอมเพิ่มขึ้นมาหนึ่งเทอมและเรียกเทอมนั้นวาความเคนของเรยโนลด (Reynolds Stresses)  

 
  ij i ju uτ ρ ′ ′= −  (2-10) 

 
ซึ่งความเคนของเรยโนลดนั้นจะมีสมาชิกทั้งหมด 9 ตัว แตเนื่องจากความเคนของเรยโนลดนั้น
เปนเทนเซอรที่มีความสมมาตร ดังนั้นความเคนของเรยโนลดจะเหลือทั้งหมด 6 ตัวโดยแบงเปน
ความเคนตั้งฉาก 3 ตัวและความเคนเฉือนอีก 3 ตัว โดยเทอมความเคนของเรยโนลดจะมีอิทธิพล
ตอการไหลแบบปนปวนคอนขางสูงเนื่องจากเปนเทอมที่ชวยใหการสงผานโมเมนตัมของของ
ไหลมีมากขึ้น ซ่ึงในการไหลสวนใหญความเคนเฉือนของเรยโนลดจะเปนเทอมที่มีบทบาทสําคัญ
ตอการสงผานโมเมนตันมากกวาเทอมความเคนตั้งฉากของเรยโนลด 
  จากการที ่มีเทอมความเคนของเรยโนลดเพิ ่มขึ ้นมาจึงทําใหจํานวนตัวแปรในสมการ 
RANS นั้นมีมากกวาจํานวนสมการ ดังนั้นในการแกสมการ RANS นั้นจึงตองใชแบบจําลองความ
ปนปวนแบบตาง ๆ มาชวย อยางไรก็ตามเนื่องจากงานวิจัยนี้ไมไดทําการแกสมการ RANS จึงไม
ขอลงรายละเอียดเกี่ยวกับแบบจาํลองความปนปวนและกระบวนการในการแกสมการนี้ 
 

2.2 การไหลรอง 
  การไหลรอง (Secondary Flow) เปนโครงสรางที่มีลักษณะของการไหลหมุนวนโดยจะ
เกิดขึ้นในทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศทางการไหล โดยทั่วไปการไหลรองมีสองแบบคือการไหลรอง
แบบที่ 1 ของแพรนดทัล (Prandtl’s First Kind of Secondary Flow) ซ่ึงเกิดจากแรงหนีศูนยกลาง
สําหรับการไหลในทอโคง ซ่ึงการไหลรองแบบนี้สามารถพบไดทั้งในการไหลแบบราบเรียบและ
การไหลแบบปนปวน โดยจะมีขนาดของความเร็วประมาณ 20-30% ของขนาดของความเร็วในทิศ
ทางการไหล อยางไรก็ตามเนื่องจากงานวจิัยนี้ไมไดสนใจการไหลรองแบบที่ 1 ดังนั้นจะไมกลาวถึง
รายละเอียดของการไหลรองชนิดนี้มากไปกวานี้ 
  สําหรับการไหลรองที่งานวิจัยนี้สนใจคือการไหลรองที่เรียกวาการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัล (Prandtl’s Second Kind of Secondary Flow) ซ่ึงเกิดจากความเคนของเรยโนลด โดยการ
ไหลรองประเภทนี้จะเกิดขึ้นในทอที่มีหนาตัดไมใชวงกลมเทานั้น และจะมีขนาดของความเร็ว
ประมาณ 2-3% ของขนาดของความเร็วในทิศทางการไหลเทานั้น ซ่ึงผลกระทบจากการไหลรอง
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ประเภทนี้คือทําใหแรงกระทําที่มุมผนังเพิ่มมากขึ้น เนื่องจากการไหลรองประเภทนี้จะชวยสงผาน
โมเมนตัมของของไหลไปที่มุมผนังมากขึ้น 
  การไหลรองแบบที ่ 2 ของแพรนดทัลนั ้นไมสามารถสรางแบบจําลองความป นปวน
เพื่อที่จะจําลองพฤติกรรมไดงายนัก เนื่องจากขนาดของความเร็วที่คอนขางนอยและความไมเขาใจ
ถึงพฤติกรรมของการไหลรองประเภทนี้ สําหรับในทอหนาตัดสี่เหล่ียม การไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลจะมีลักษณะเปนการหมุนวน 8 ลูกไหลในทิศทางตรงกันขามกัน โดยสามารถใช
สมการของการหมุนวนในทิศทางการไหล (Streamwise Mean Vorticity Equation) เพื่ออธิบายถึง
ที่มาของการไหลรองไดดังนี้ 

 
  x x x

x y z
u v wu v w

x y z x y z
∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂ ∂

+ + −Ω −Ω −Ω
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

  ( )
2 2 2

2 2

u v u w w w v v v w
x z y y z z y
⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

  
22 2

2 2 2
yx z

x y z
ν
⎛ ⎞∂ Ω∂ Ω ∂ Ω

+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  (2-10) 

 
เมื่อ xΩ , yΩ  และ zΩ  คือการหมุนวนในทิศทางตาง ๆ และมีคาดังนี้ 

 
  x

v w
z y

∂ ∂
Ω = −

∂ ∂
, y

u w
z x

∂ ∂
Ω = −

∂ ∂
, z

v u
x y
∂ ∂

Ω = −
∂ ∂

 (2-11) 

 
และเมื่อพิจารณาการไหลเปนการไหลแบบพัฒนาตัวเต็มที่ และไมมีการหมุนวนในหนาตัด y และ z 
สมการที่ (2-10) จะเหลือรูปสมการดังนี้ 

 
  ( )

2

1 2A A

x xv w w w v v
y z y z

∂Ω ∂Ω ∂ ′ ′ ′ ′+ = −
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  (2-12) 
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เมื่อเทอม A1 คือเทอมการพาของการหมุนวนในทิศทางการไหลอันเนื่องมาจากความเร็วเฉลี่ย, 
เทอม A2 คือเทอมที่เกิดจากผลกระทบของความเคนตั้งฉากของเรยโนลด, เทอม A3 คือเทอมที่
เกิดจากผลกระทบของความเคนเฉือนของเรยโนลด และเทอม A4 คือเทอมที่เกิดจากผลกระทบ
ของความหนืด 
  จากการทดลองเกี่ยวกับการไหลในทอที่มีหนาตัดสี่เหลี่ยม Demuren and Rodi (1984) จึง
สรุปไดวาเทอมที่มีอิทธิพลคอนขางสูงในการทําใหเกิดการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัล คือ
เทอมความเคนของเรยโนลดทั้งความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือน เนื่องจากในการทดลอง
พบวาเทอมความเคนของเรยโนลดนั้นมีขนาดมากกวาเทอมความหนืดคอนขางสูง โดยที่เทอม
ความหนืดนั้นแทบจะไมสงผลใด ๆ ตอการทําใหเกิดการไหลรองชนิดนี้เลยยกเวนบริเวณใกลมุม
ผนังเทานั้น 
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Secondary Flow Plane 

Main Flow Directon

 
 

รูปที่ 2.2 แสดงพิกัดสําหรับการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา 
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รูปที่ 2.3 แสดงรูปการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

2.3 การจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน 

  การจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบปนปวนนั้นสามารถแบงไดเปน 2 ประเภทโดย
ประเภทแรกจะทําการแกสมการ Navier-Stokes โดยตรงเพื่อหาคาความเร็วที่เวลาใด ๆ จากนั้นจึงทํา
การหาคาความเร็วเฉลี่ยและความเคนของเรยโนลด ซ่ึงจากการแกสมการ Navier-Stokes โดยตรง
นั้นทําใหสามารถคํานวณหาคาความเร็วไดครบทั้งสามทิศทาง รวมไปถึงสามารถหาความเคนของ
เรยโนลดไดครบทั้ง 6 ตัว และผลลัพธที่ไดนั้นมีความถูกตองคอนขางสูง สําหรับการจําลองเชิง
ตัวเลขแบบนี้ไดแกการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ซ่ึงเปนการ
แกสมการ Navier-Stokes โดยไมใชแบบจําลองความปนปวน และ Large-Eddy Simulation (LES) 
ซ่ึงเปนการแกสมการ Navier-Stokes โดยใชแบบจําลองความปนปวนชวยจับสเกลความปนปวน
ขนาดเล็ก ๆ สวนสเกลความปนปวนขนาดใหญนั้นจะใชความละเอียดของกริดในการจับ สวน
ประเภทที่ 2 นั้นจะทําการแกสมการ RANS เพื่อทําการหาคาความเร็วเฉลี่ย แตเนื่องจากสมการ 
RANS นั้นมีจํานวนตัวแปรมากกวาจํานวนสมการอันเนื่องมาจากเทอมความเคนของเรยโนลด 
ดังนั้นในการแกสมการ RANS จึงจําเปนที่จะตองใชแบบจําลองความปนปวนตาง ๆ เขามาชวย เชน 
แบบจําลองความปนปวน k ε−  หรือแบบจําลองความปนปวน k ω−  เปนตน การแกสมการ 
RANS นั้นมีขอดีคือจํานวนจุดทั้งหมดที่ใชในการคํานวณไมสูงมากเมื่อเทียบกับ DNS หรือ LES 
ดังนั้นการนําสมการ RANS ไปใชแกปญหาการไหลแบบปนปวนจึงใหผลลัพธที่เร็วกวาและ
สามารถนําไปใชกับการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได แตอยางไรก็ตามผลลัพธที่ไดจากการแก
สมการ RANS นั้นคอนขางแยกวาผลลัพธที่ไดจาก DNS และ LES เนื่องจากแบบจําลองความ
ปนปวนใชสําหรับสมการ RANS นั้นยังไมมีประสิทธิภาพมากพอ 
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  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นเปนเทคนิคที่ไดรับการยอมรับวามีความถูกตองของ
ผลลัพธมากที่สุดสําหรับการไหลแบบปนปวน และอาจถือไดวาผลลัพธที่ไดจากการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นมีความถูกตองเทียบเทากับผลที่ไดจากการทดลอง ดังนั้นจึงอาจถือไดวาการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นคือการทําการทดลองประการหนึ่งนั่นเอง อยางไรก็ตามการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นมีขอจํากัดตรงที่ไมสามารถนําไปใชกับการไหลที่เกิดขึ้นจริงในชีวิตประจําวัน
หรือการไหลในงานทางวิศวกรรมไดเนื่องจากการไหลเหลานั้นเปนการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูง
ทั้งสิ้น สาเหตุที่ไมสามารถนําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลด
สูงไดนั้นเนื่องจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงจะตองทําการจับตั้งแตสเกลที่เล็กที่สุดของความ
ปนปวนไปจนถึงสเกลที่ใหญที่สุดเพื่อที่ใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากที่สุด ซึ่งในการที่จะจับ
สเกลที่เล็กที่สุดใหไดนั้นจําเปนที่จะตองกําหนดใหระยะหางระหวางโนดที่ใชในการคํานวณเล็ก
เพียงพอ ดังนั้นจึงทําใหจํานวนจุดที่ใชคํานวณสําหรับการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นมีจํานวนมาก 
โดยจํานวนจุดทั้งหมดที่ใชในการคํานวณนั้นจะแปรผันตามคาเลขเรยโนลดดังนี้ (Moin and 
Mahesh, 1998) 

 
  9 4ReTN ≈  (2-13) 

 
เมื่อ N คือจํานวนจุดทั้งหมดที่ควรใชในการคํานวณ และ ReT คือเลขเรยโนลดของความปนปวนโดย
คํานวณมาจากความเร็วปนปวนและความยาวที่ เปนลักษณะเฉพาะของปญหาการไหล
นั้น (Characteristic Length Scale of Flow) 
  สําหรับสเกลที่ใหญที่สุดของความปนปวนนั้นจะเปลี่ยนไปตามรูปรางของปญหา สวน
สเกลที่เล็กที่สุดของความปนปวนคือสเกลที่เรียกวาสเกลของ Kolmogorov ซ่ึงมีคาเทากับ 

 

  
1 4νη

ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-14) 

 
เมื่อ η  คือสเกลของ Kolmogorov, ν  คือความหนืดจลศาสตร และ ε  คืออัตราการสูญเสียพลังงาน
ของความปนปวน (Turbulent Dissipation Rate) สําหรับระยะหางระหวางโนดที่ใชในการคํานวณ
เพื่อใหผลลัพธที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงมีความถูกตองมากที่สุด จะแตกตางกันไปตาม
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช ยกตัวอยางเชน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่
มีความผิดพลาดอันดับสองควรใชระยะหางระหวางจุดเทากับ 0.26η , ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช
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ผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่มีความผิดพลาดอันดับสี่ควรใชระยะหางระหวางจุดเทากับ 0.55η  
และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชฟูเรียรสเปกทรัล (Fourier Spectral) ควรใชระยะหางระหวางจุด
เทากับ 1.5η  เปนตน อยางไรก็ตามไมพบขอแนะนําสําหรับระยะหางระหวางโนดที่ใชในการ
คํานวณในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นใชทรัพยากรในการคํานวณแตละครั้งคอนขางมาก อีกทั้ง
ยังไมสามารถจําลองการไหลที่เกิดขึ้นจริงหรือการไหลในงานทางวิศวกรรมได ดังนั้นจึงมีคําถาม
ที่วาการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นทําไปเพื่ออะไร  
  Moin and Mahesh (1998) ไดกลาวไววาการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงคือเครื่องมือที่ใชใน
การทําวิจัย และไมใชผลเฉลยแมนตรงสําหรับสมการ Navier-Stokes จุดมุงหมายของการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นไมใชทําเพื่อจําลองการไหลสําหรับการไหลในชีวิตจริง แตทําเพื่อศึกษาถึง
ลักษณะทางฟสิกสของการไหลแบบปนปวนใหเขาใจยิ่งขึ้น เนื่องจากเราไมสามารถมองเห็น
โครงสรางของความปนปวนทั้งหมดไดจากการทดลอง และยังสามารถนําขอมูลที่ไดจากการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงไปพัฒนาแบบจําลองความปนปวนสําหรับสมการ RANS ไดอีกดวย 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไดถูกนํามาใชเปนครั้งแรกโดย Orszag and Patterson (1972) 
โดยทําการจําลองปญหาการไหลที่เรียกวา Homogeneous Isotropic Turbulence (HIT) ซ่ึงเปนการ
ไหลที่มีลักษณะ Homogeneous ทั้ง 3 ทิศทาง และใชจํานวนจุดทั้งหมดในการคํานวณเทากับ 323 

จุดประสงคในการทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงครั้งนั้นคือเพื่อแสดงใหเห็นวาวิธีสเปกทรัล 
(Spectral Method) สามารถนําไปใชจําลองการไหลแบบปนปวนในสามมิติได อยางไรก็ตาม
เนื่องจากประสิทธิภาพของเครื่องคอมพิวเตอรในทศวรรษที่ 70 ยังไมมีประสิทธิภาพเพียงพอจึงยัง
ไมสามารถใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงกับปญหาการไหลที่มีผนังได 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับปญหาการไหลที่มีผนังนั้นไดเร่ิมทําเปนครั้งแรกโดย 
Kim, Moin, and Moser (1987) ที่ใชวิธีสเปกทรัลทําการจําลองการไหลที่เรียกวาการไหลในชอง
คูขนานที่หยุดนิ่งในสามมิติ ซ่ึงปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่มีลักษณะ Homogeneous อยู 2 
ทิศทางคือในทิศทางการไหล (Streamwise Direction) และในทิศทางขวางการไหล (Spanwise 
Direction) โดยในสองทิศทางนี้จะใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา สวนในทิศทางตั้งฉากกับการไหล 
(Normal Direction) นั้นเปนผนังซึ่งมีลักษณะเปน Non-Homogeneous นั่นเอง จุดประสงคของการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับปญหานี้ทําเพื่อศึกษาถึงลักษณะทางฟสิกสของความปนปวน
บริเวณใกลผนัง ซ่ึงในการคํานวณไดใชจํานวนจุดทั้งหมดเทากับ 192x129x160 ในทิศทาง x, y, z 
ตามลําดับ และคาเลขเรยโนลดเทากับ 3300 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วที่จุดกึ่งกลาง
ทอและความสูงครึ่งหนึ่งของทอ หรือคาเลขเรยโนลดเทากับ 180 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจาก
ความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงครึ่งหนึ่งของทอ 
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  หลังจากนั้นการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไดถูกนําไปใชงานกับปญหาการไหลแบบอื่น ๆ 
อีกมากมายไมวาจะเปนการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ (Spalart, 1988), การไหลที่มีการถายเทความ
รอน (Kasagi, Tomiya, and Kuroda, 1992) รวมไปถึงไดพัฒนาเทคนิคที่นํามาใชกับการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงเพื่อใหสามารถจําลองการไหลที่เปน Non-Homogeneous ทั้ง 3 ทิศทางได ยกตัวอยาง
เชน ปญหาการไหลผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลัง (Le, Moin, and Kim, 1997) เปนตน และได
พัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่สามารถนําไปใชกับระบบกริดไรโครงสราง (Unstructured Grid) 
เพื่อใหสามารถจําลองการไหลสําหรับปญหาที่มีรูปทรงซับซอนได เชน ปญหาการไหลผานผนังลูก
ระนาด (Cherukat, Na, Hanratty, and McLaughlin, 1998) เปนตน อยางไรก็ตามถึงแมวาสามารถนํา
การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับปญหาที่มีรูปรางซับซอนได แตขอจํากัดเกี่ยวกับคาเลขเรย
โนลดนั้นยังมีอยูเนื่องจากคอมพิวเตอรในปจจุปนนั้นยังไมมีประสิทธิภาพมากพอ 
  สําหรับการนําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมนั้น Gavrilakis 
(1992) ไดทําการจําลองการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสเปนครั้งแรก โดยใช
ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องที่มีความผิดพลาดอันดับสอง ซ่ึงในการคํานวณไดใชจํานวนจุดทั้งหมด
เทากับ 1000x127x127 ในทิศทาง x, y, z ตามลําดับ และคาเลขเรยโนลดเทากับ 4410 เมื่อคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยและความสูงของทอ หรือคาเลขเรยโนลดเทากับ 300 เมื่อคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงของทอ โดย Gavrilakis ไดตรวจสอบความ
ถูกตองของผลลัพธที่ไดกับผลการทดลองในทอหนาตัดสี่เหล่ียม และผลการคํานวณเชิงตัวเลขใน
ชองคูขนานของ Kim, Moin, and Moser (1987) ซึ่งผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
จากนั้น Huser and Biringen (1993) ไดใชวิธีผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่มีความผิดพลาดอันดับ
ส่ีเพื่อทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส ที่มี
คาเลขเรยโนลดเทากับ 600 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงของ
ทอ และใชจํานวนจุดทั้งหมดเทากับ 96x100x100 โดยวัตถุประสงคของการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรงของ Huser and Biringen คือเพื่อศึกษาลักษณะทางฟสิกสของความปนปวนบริเวณมุมผนัง 
และศึกษาที่มาของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลเนื่องจาก Gavrilakis ไมไดอธิบายไว 
  อยางไรก็ตามจากการสืบคนขอมูลงานวิจัยที่ผานมาพบวายังไมมีการการนําการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงเปนงานวิจัยแรกที่นําการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวน
ลักษณะ 



บทที่ 3 
ระเบียบวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 

 
 วิธีโครงผลึกโบลตซมันนเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของ
ไหลเชิงคํานวณ และเริ่มไดรับความนิยมในการจําลองพฤติกรรมการไหลในปญหาการไหลแบบ
ตาง ๆ ที่มีความซับซอน หลักการของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนนั้นอางอิงมาจากทฤษฎีจลนศาสตร 
(Kinetic Theory) แล ะสมก า ร โบลต ซมั นน  (Boltzmann Equation) แล ะ เ นื่ อ ง จ า กสมก า ร         
โบลตซมันนนั้นสามารถอธิบายพฤติกรรมการไหลในระดับไมโคร  จึงทําใหวิ ธีโครงผลึก      
โบลตซมันนสามารถจําลองพฤติกรรมการไหลไดทั้งในระดับไมโครและในระดับแมคโคร และวิธี
โครงผลึกโบลตซมันนมีจุดเดนตรงที่ขั้นตอนในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรไมซับซอนมาก
นัก รวมไปถึงสามารถพัฒนาเพื่อทําการคํานวณแบบขนานไดคอนขางงาย 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงที่มาและหลักการของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในหัวขอ 3.1, หัวขอ 
3.2 และ  3.3 นั้นกลาวถึงแบบจําลองการชนสําหรับ  Collision Operator ในสมการโครงผลึก  
โบลตซมันน, หัวขอ 3.4 กลาวถึงหนวยที่ใชในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน, หัวขอ 3.5 กลาวถึงการ
กําหนดเงื่อนไขขอบเขตสําหรับวิธีโครงผลึกโบลตซมันน และในหัวขอ 3.6 กลาวถึงการนําวิธีโครง
ผลึกโบลตซมันนไปจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน 
 

3.1 ท่ีมาของวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  วิ ธีโครงผลึกโบลตซมันน  (Lattice Boltzmann Method, LBM) ได ถูกพัฒนามาจากวิ ธี 
Lattice Gas Cellular Automata (LGCA) ซ่ึง Frisch, Hasslacher, and Pomeau (1986) ไดนําเสนอขึ้น
เพื ่อจําลองการไหลในสองมิติ โดยมีแนวคิดมาจากการเคลื่อนที่ (Streaming) และการชนกัน 
(Collision) ของอนุภาค (Particle) ตามหลักการของกฎอนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม 
และไดกําหนดใหรูปทรงของโครงผลึกเปนแบบหกเหลี่ยมที่มีลักษณะสมมาตร (Hexagonal Lattice) 
โดยที่ แตละโนดของโครงผลึกนั้นมีอนุภาคอยูหกตั ว  ซ่ึ ง เ ราจะ เรี ยกแบบจํ าลองนี้ ว า 
“แบบจําลอง FHP” 
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  สําหรับวิธี LGCA นี้จะทําการกําหนดเซตของตัวแปรแบบ Boolean ไวที่แตละโนด เรียกวา 
Occupation Numbers ( , 1,...,6in i = ) เพื่อที่จะบอกวา ณ เวลาใด ๆ อนุภาคแตละตัวอยูที่โนดนั้น
หรือไม ซ่ึง 0in =  เมื่อไมมีอนุภาค i  อยูที่โนดนั้น และ 1in =  เมื่อมีอนุภาค  i  อยูที่โนดนั้น 
สําหรับขั้นตอนการคํานวณในวิธีนี้จะแบงออกเปน 2 สวนใหญ ๆ ดังนี้ 
  Streaming Step: อนุภาคแตละตัวจะเคลื่อนที่ไปยังโนดขางเคียง โดยอนุภาคแตละตัวนั้น
จะเคลื ่อนที ่ไปตามทิศทางของความเร ็วของอนุภาคแตละตัว  (Discrete Particle Velocities, 

, 1,...,6ie i = ) 
  Collision Step: เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่มาชนกันจะทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงขนาดและทิศทาง
ของความเร็ว ซ่ึงจะตองเปนไปตามกฎของการชนกันตามแบบจําลองการชนที่ใชในวิธี LGCA 
  จากขั้นตอนการคํานวณทั้งสองของวิธี LGCA สามารถที่จะเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), ,i i i in x e t t t n x t n+ Δ + Δ = +Ω  (3-1) 

 
เมื่อ iΩ  คือ Collision Operator, tΔ  คือเวลาที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบการคํานวณ และ n  คือเซตของ 
Occupation Numbers 
 

 
 

รูปที่ 3.1 แสดงแบบจําลอง FHP LGCA 
 

  LGCA มีขอดีคือการคํานวณในแตละรอบนั้นจะไมมีขอผิดพลาดอันเนื่องมาจากตัวเลขหลัง
จุดทศนิยมเลย (Round-off Error) เนื่องจาก Occupation Numbers นั้นมีคาเปน 0 หรือ 1 เทานั้น แตมี
ขอเสียบางประการเชน (1) เกิด Statistical Noise ซ่ึงถูกพบโดย Orszag and Yakhot (1986) และได
ม ีก ารแสดงให เห ็นอย า งช ัด เ จนด วยผลการคํ านวณ เช ิงต ัว เ ลขโดย  Succi, Santangelo, 
and Benzi (1988), (2) ไม สามารถจําลองการไหลที ่ค า เลขเรย โนลด ส ูงได , (3) d’Humières,  
Lallemand, and Frisch (1986) พบวามีขอจํากัดเกี่ยวกับการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจาํลอง
การไหลในสามมิติเนื ่องจากจํานวนขอมูลที่ถูกเก็บใน Collision Operator มีขนาดใหญเกินไป  
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จากขอเสียที่กลาวมาจึงทําใหวิธีนี้ไมเปนที่นิยมเทาใดนัก เนื่องจากการไหลที่เกิดขึ้นจริงนั้นสวน
ใหญเปนการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงและเปนการไหลในลักษณะสามมิติ 
  หลังจากที่ขอเสียของวิธี LGCA เกี่ยวกับ Statistical Noise ถูกคนพบไดไมนานวิธี LBM จึง
ได ถู กคิ ดค นขึ้ น เพื่ อ แก ไขป ญหาของข อ เสี ยนี้ โ ดย  McNamara and Zanetti (1988) ซ่ึ ง ได                    
ทํ าการ เปลี่ ยนตั วแปรจาก  Occupation Numbers ( in ) ซ่ึ ง เปนค าที่ สมมุ ติ ขึ้ น เปนค า  Single-
Particle Probability Distribution Function ( if ) ซ่ึงเปนคาที่บอกถึงความนาจะเปนของตําแหนง
อนุภาคแตละตัวหลังจากการชนกันของอนุภาคโดยนําคานี้มาจากตัวแปรที่ใชในสมการโบลตซมันน
สวนแบบจําลองการชนที่ใชกับ Collision Operator นั้นยังใชแบบจําลองการชนลักษณะเดียวกับ
วิ ธี  LGCA เราเรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันน  (Lattice Boltzmann Equation, LBE) แบบนี้
วา Nonlinear LBE ซ่ึงสามารถเขยีนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), ,i i i if x e t t t f x t f+ Δ + Δ = +Ω  (3-2) 

 
เมื่อ f  คือเซตของคา Distribution Function อยางไรก็ตาม Nonlinear LBE ยังมีขอเสียตรงที่ยังไม
สามารถนําไปใชงานในสามมิติและไมสามารถจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได 
  Higuera and Jimenez (1989) ไดคนพบวิ ธีที่จะลดจํานวนขอมูลที่ ถูกเก็บใน  Collision 
Operator ดวยสมมุติฐานที่ว าค า  Distribution Function ( if ) อยู ในสภาวะใกล เคียงกับ  Local 
Equilibrium ดังนั้นจึงไดสมการโครงผลึกโบลตซมันน ที่มีแบบจําลองการชนสําหรับ Collision 
Operator ใหมดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,eq

i i i ij i if x e t t t f x t A f x t f x t⎡ ⎤+ Δ + Δ = + −⎣ ⎦  (3-3) 

 
เมื่อ eq

if  คือคา Equilibrium Distribution Function และ ijA  คือ Scattering Matrix ซ่ึงคา Scattering 
Matrix นี้สามารถหาไดจากคา Transition Matrix โดยที่คา Transition Matrix นั้นสามารถหาไดจาก
กฎการชนกันในวิธี LGCA และเรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่มีแบบจําลองการชนใน
ลักษณะนี้วา Quasi-Linear LBE ซ่ึงจากการที่จํานวนตัวแปรใน Collision Operator มีขนาดลดลงจึง
ทําใหสามารถนําวิธีนี้ไปใชงานในการจําลองการไหลในสามมิติได 
  จากการที่คา Scattering Matrix และคา Transition Matrix มีความสมัพันธกันในลักษณะของ
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง จึงทําให Quasi-Linear LBE มีขอจํากัดเหมือนกับวิธี LGCA ตรงที่ไมสามารถ
จําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได ดังนั้น Higuera, Succi, and Benzi (1989) จึงไดเปลี่ยน
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วิ ธีการหาค า  Scattering Matrix ใหม  โดยใช วิ ธีที่ เ รี ยกว า  Spectral Decomposition และจาก 
Scattering Matrix ที่ไดใหมนี้จึงทําใหวิธี LBM สามารถจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได เรา
เรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่หาคา Scattering Matrix โดยวิธีนี้วา Enhanced Collision LBE 
  แบบจําลองการชนสําหรับ Collision Operator ใน LBM ที่นิยมใชในปจจุบันมีสองแบบคือ 
แบบจําลองที่เรียกวาแบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time (SRT) และแบบจําลองการชน 
Multiple-Relaxation-Time (MRT) สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชนทั้งสองนั้นจะถูก
นําเสนอในหัวขอถัดไป 
 

3.2 แบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time 

  แบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time (SRT) ที่ใชใน LBM คือแบบจําลองการชนที่
ช่ือวาแบบจําลองการชน Lattice BGK ซ่ึงถูกคิดขึ้นมาเพื่อลดความยุงยากในการหาคา Scattering 
Matrix โดยมีกลุมวิจัยสองกลุมคือกลุมของ  S. Chen, H. Chen, Martinez, and Matthaeus (1991) 
และกลุมของ Qian, d’Humières, and Lallemand (1992) ที่ไดนําเสนอแนวคิดที่วา “เนื่องจากคา
ความหนืดของของไหลใน Enhanced Collision LBE นั้นขึ้นอยูกับคา Eigen Value ที่ไมเปนศูนย
ของ Scattering Matrix เพียงอยางเดียว” ดังนั้นจึงไดทําการเปลี่ยนรูปของ Scattering Matrix ใหอยู
ในรูปของ Diagonal Matrix ดังนี้ ij ijA ωδ→ −  เมื่อ ω  คือคาที่เรียกวา Inverse Relaxation Time to 
Local Equilibrium และเปนคาคงที่ที่มีคาเทากันทุกตัวตลอดการคํานวณ จึงทําให Scattering Matrix 
เหลือเพียงแคตัวเดียว ซ่ึงสามารถเขียนสมการโครงผลึกโบลตซมันนไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0,..., 1eq

i i i i if x e t t t f x t f x t f x t i m
τ
⎡ ⎤+ Δ + Δ = − − = −⎣ ⎦  (3-4) 

 
เมื ่อ τ  คือ Relaxation Time ซึ่งมีคาเทากับ 1 ω  และ m  คือจํานวนทิศทางความเร็วที ่อนุภาค
เคลื ่อนที ่ในแตละโนด  เราเรียก LBE ตามสมการที ่ (3-4) นี ้ว า Lattice BGK LBE หรือสมการ 
LBGK LBE ตามชื่อแบบจําลองการชน BGK ที่ Bhatnagar, Gross, and Krook (1954) ไดนําเสนอ
เพื ่อใชกับ Collision Operator ในสมการโบลตซมันน ซึ ่งสมการโครงผลึกโบลตซมันนที ่ใช
แบบจําลองการชน Lattice BGK สําหรับ Collision Operator เปนรูปสมการที่นิยมใชมากที่สุด
สําหรับวิธี LBM เนื ่องจากรูปสมการนั้นอยูในรูปสมการพีชคณิตจึงทําใหการเขียนโปรแกรม
คอมพิวเตอรทําไดงาย 
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  ขั้นตอนการคํานวณของ Lattice BGK LBE สามารถแบงไดเปน 2 สวนใหญ ๆ เหมือนกับ
วิธี LGCA คือ Streaming Step และ Collision Step ซ่ึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eq

i i i if x t t f x t f x t f x t
τ
⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦   (3-5a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (3-5b) 

 
เมื่อ if  คือคา Distribution Function หลังจาก Collision Step  
  Qian, d’Humières, and Lallemand (1992) ไดทําการแบงประเภทแบบจําลองความเร็วของ
อนุภาคที่ใชกับวิธี LBM โดยใชสัญลักษณ DnQm เมื่อ n คือจํานวนมิติที่ตองการใชในการจําลอง
การไหล และ m คือจํานวนทิศทางของความเร็วที่อนุภาคเคลื่อนที่ในแตละโนด ซ่ึงแบบจําลอง
ความเร็วของอนุภาคที่นิยมใชในการจําลองการไหลใน 2 มิติ จะเปนแบบจําลองความเร็วที่เรียกวา 
D2Q9 สวนแบบจําลองความเร็วของอนุภาคที่นิยมใชในการจําลองการไหลใน 3 มิติ จะเปน
แบบจําลองความเร็วที่เรียกวา D3Q15, D3Q19 หรือ D3Q27 ซ่ึงแบบจําลองความเร็วที่กลาวมา
ทั้งหมดนี้มี รูปทรงของโครงผลึกเปนสี่ เหล่ียมจัตุ รัสทั้งสิ้น  และสามารถหาคา  Equilibrium 
Distribution Function ไดจาก 

 
  ( )2

2 4 2

3 9 31
2 2

eq
i i i if w e u e u u u

c c c
ρ ⎡ ⎤= + ⋅ + ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-6) 

 
เมื่อ c x t= Δ Δ  โดยทั่วไปแลวการคํานวณใน LBM จะนิยมกําหนดให 1x tΔ = Δ = , u  คือความเร็ว
ลัพธของแตละโนดและอยูในรูปของ  Lattice Unit, ρ  คือความหนาแนนและอยูในรูปของ 
Lattice Unit โดยสวนใหญแลวการกําหนดคาความหนาแนนเริ่มตนเพื่อคํานวณใน  LBM จะ
กําหนดใหมีคาเทากับ 1 เพื่อความสะดวกในการเปลี่ยนหนวยไปมาระหวาง Lattice Unit กับ 
Physical Unit สวน iw  คือคา Weighting Factor ซ่ึงจะมีคาแตกตางกันขึ้นอยูกับแบบจําลองความเร็ว
ของอนุภาคที่ใช 
  งานวิจัยนี้เลือกแบบจําลองความเร็ว D2Q9 มาใชในการจําลองการไหลในสองมิติและ
แบบจําลองความเร็ว D3Q19 มาใชในการจําลองการไหลในสามมิติ สําหรับกรณีแบบจําลอง
ความเร็ว D2Q9 คา Discrete Particle Velocities และคา Weighting Factor มีคาดังนี้ 
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  0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1ie c

− − −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  (3-7) 

 

  
4 9, 0,
1 9, 1, 2, 3, 4
1 36, 5, 6, 7, 8

i

i
w i

i

=⎧
⎪= =⎨
⎪ =⎩

 (3-8) 

 
สวนในกรณีแบบจําลองความเร็ว D3Q19 จะมีคา Discrete Particle Velocities และคา Weighting 
Factor ดังนี้  

 

  
(0,0) 0
( 1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 1 6
( 1, 1, 0), ( 1, 0, 1), (0, 1, 1) 7 18

i

i
e c c c i

c c c i

=⎧
⎪= ± ± ± = −⎨
⎪ ± ± ± ± ± ± = −⎩

 (3-9) 

 

  
1 3, 0,
1 18, 1, 2, 3, 4, 5, 6
1 36, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18

i

i
w i

i

=⎧
⎪= =⎨
⎪ =⎩

 (3-10) 

 

0e
1e

2e

3e

4e

5e6e

7e 8e  
 

รูปที่ 3.2 แสดงโครงผลึกของแบบจําลองความเร็ว D2Q9 LBM 
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xy

z

 
 

รูปที่ 3.3 แสดงโครงผลึกของแบบจําลองความเร็ว D3Q19 LBM 
 

  สําหรับความหนาแนนและโมเมนตัมที่อยูในรูปของ Lattice Unit นั้นสามารถหาไดจากกฎ
อนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม ดังนี้ 

 
  

1

0

m

i
i
fρ

−

=

=∑   (3-11) 

 
  

1

0

m

i i
i

u e fρ
−

=

=∑   (3-12) 

 
ความเร็วเสียง ( sc ) ในแบบจําลอง D2Q9 และ D3Q19 มีคาเทากับ 3c  และจาก Equation of State 
ของแกสในอุดมคติ เราสามารถหาความดันซึ่งอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  2

sP cρ=   (3-13) 

 
และเราสามารถหาคาความหนืดจลศาสตรซ่ึงอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  21

2 sc tν τ⎛ ⎞= − Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3-14) 
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  He and Luo (1997) ไดทําการพิสูจนวาสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่ใชแบบจําลองการ
ชน Lattice BGK เปนรูปพีชคณิตของสมการโบลตซมันนที่ใชแบบจําลองการชน BGK เพื่อเพิ่ม
ความเขาใจเกี่ยวกับ LBM ในการนํา LBM ไปใชงานในการไหลที่มีอุณหภูมิเขามาเกี่ยวของและเพื่อ
พัฒนา LBM ไปใชงานกับระบบกริดที่ไมสม่ําเสมอได 
  อยางไรก็ตามแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK นั้นมีขอบกพรองเกี่ยวกับความมี
เสถียรภาพในการคํานวณสําหรับปญหาการไหลในบางกรณี ซ่ึงโดยทั่วไปสามารถเพิ่มความมี
เสถียรภาพในการคํานวณสําหรับ LBM ดวยการเพิ่มจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณแตจะสงผลให
ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเพิ่มตามไปดวย ดังนั้นจึงไดใชแบบจําลองการชน MRT มาใชสําหรับ
ปญหาการไหลในบางกรณี สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT นั้นจะนําเสนอใน
หัวขอถัดไป 
 

3.3 แบบจําลองการชน Multiple-Relaxation-Time 
  แบบจําลองการชน Multiple-Relaxation-Time (MRT) นั้นไดถูกนําเสนอเปนครั้งแรกใน
ชวงเวลาไลเลี่ยกับแบบจําลองการชน SRT โดย d’Humières (1992) ในชื่อสมการที่เรียกวา “รูป
ทั ่วไปของสมการโครงผลึกโบลตซมันน (Generalized LBE)” แตไมเปนที ่นิยมใชเทาใดนัก 
จนกระทั ่ง Lallemand and Luo (2000) ไดทําการวิเคราะห Generalized LBE และพบวาการใช
แบบจําลองการชนตามสมการนี้มีเสถียรภาพในการคํานวณมากกวาการใชแบบจําลองการชน 
SRT Lattice BGK   
  หลักการของแบบจําลองการชน MRT จะคลายกับแบบจําลองการชน SRT Lattice LBGK 
แตตางกันตรงที่แบบจําลองการชน  MRT นั้นจะพิจารณาการชนกันบน  Moment Space แต
แบบจําลองการชน SRT Lattice LBGK นั้นจะพิจารณาการชนกันบน Velocity Space ซ่ึงสมการ
โครงผลึกโบลตซมันนที่มีแบบจําลองการชน MRT เปนดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0,..., 1eq

if x e t t t f x t r x t r x t i m− ⎡ ⎤+ Δ + Δ = − − = −⎣ ⎦M S  (3-15) 

 
เมื่อ M  คือ Transformation Matrix ซ่ึงมีขนาดเทากับ m m× , S  คือ Diagonal Relaxation Matrix 
ซ่ึงมีขนาดเทากับ m m× , สัญลักษณ  ใชแทนเมตริกซที่มีขนาด 1m×  ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,i i m if x e t t t f x e t t t f x e t t t−⎡ ⎤+ Δ + Δ = + Δ + Δ + Δ + Δ⎣ ⎦

T , (3-16a) 
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  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,mf x t f x t f x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦

T , (3-16b) 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,mr x t r x t r x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦

T , (3-16c) 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,eq eq eq

mr x t r x t r x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦
T  (3-16d) 

 
โดย ir  และ eq

ir  คือเซตของตัวแปรที่อยูใน Moment Space 
  สําหรับขั้นตอนการคํานวณของแบบจําลองการชน MRT นั้นเหมือนกับขั้นตอนการคํานวณ
ของแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK ทุกประการ ซ่ึงสามารถแบงไดเปน Collision Step และ 
Streaming Step ดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eqf x t t f x t r x t r x t− ⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦M S   (3-17a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (3-17b) 

 
  ในสวนของความหนาแนน, โมเมนตัม และความดันนั้นสามารถหาไดตามสมการที่ (3-11), 
(3-12) และ (3-13) ตามลําดับ 
  จะเห็นไดวาสมการของแบบจําลองการชน MRT นั้นมีความยุงยากมากกวาสมการของ
แบบจํ าลองการชน  SRT Lattice BGK และ เมื่ อ ใช แบบจํ าลองการชน  MRT จะส งผลให
หนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชมีมากขึ้น ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงเลือกใชแบบจําลองการชน 
MRT เฉพาะในกรณีที่กําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกเทานั้น โดยปญหาการไหล
ที่ใชแบบจําลองการชน MRT คือปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบ
พิกัดฉากสองมิติ, ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉาก
สองมิติ และปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบ
พิกัดฉากสองมิติ 
  เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT ไดนํามาใชเฉพาะการไหลในสองมิติเทานั้น ดังนั้นใน
หัวขอนี้จะกลาวเฉพาะรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT ที่ใชกับแบบจําลองความเร็ว D2Q9 
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เทานั้น สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT สําหรับการไหลในสามมิติสามารถดูได
จากบทความของ d’Humières, Ginzburg, Krafczyk, Lallemand, and Luo (2002) 
  สําหรับกรณีของแบบจําลองความเร็ว D2Q9 นั้น Transformation Matrix มีคาดังนี้ 

 

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 1 1 1 1 2 2 2 2
4 2 2 2 2 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 2 0 2 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1
0 0 2 0 2 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − −
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

M  (3-18) 

 
ในสวนของ Diagonal Relaxation Matrix มีคาดังนี้ 

 
  ( )1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , ,diag s s s s s s s s s≡S  (3-19) 

 
เมื่อ s1 - s9 คือ Relaxation Time และสามารถปรับคาของแตละตัวไดเพื่อเพิ่มเสถียรภาพระหวางการ
คํานวณสําหรับ LBM โดย Lallemand and Luo (2000) ไดแสดงใหเห็นวาแบบจําลองการชน MRT 
และแบบจําลองการชน SRT จะมีความหนืดจลศาสตรเทากันเมื่อกําหนดให 

 
  8 9

1s s
τ

= =   (3-20) 

 
ดังนั ้นจึงไมจําเปนตองหาความสัมพันธระหวางความหนืดและ  Relaxation Time ใหม โดย
สามารถคํานวณหาความหนืดเมื ่อใชแบบจําลองการชน MRT ไดตามสมการ (3-14) และเมื ่อ
กําหนดให Relaxation Time ทุกต ัวม ีค า เท าก ับ  1 τ  แบบจําลองการชน  MRT จะกลายเป น
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK 
  โมเมนตสําหรับแบบจําลองความเร็ว D2Q9 ซึ่งมีทั้งหมด 9 ตัวมีคาดังตอไปนี้ 0r ρ=  คือ
ความหนาแนน (Density), 1r e=  คือพลังงาน (Energy), 2r ε=  คือกําลังสองของพลังงาน (Energy 
Square), 3 xr j=  คือโมเมนตัมในแนวแกน x (x-Momentum), 4 xr q=  คือฟลักซของพลังงานใน
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แนวแกน x (x-Energy Flux), 5 yr j=  คือโมเมนตัมในแนวแกน y (y-Momentum), 6 yr q=  คือ 
ฟลักซของพลังงานในแนวแกน y (y-Energy Flux), 7 xxr p=  คือ Stress Tensor ในแนวเสนทแยง
มุม (Diagonal Component of Stress Tensor), 8 xyr p=  คือ Stress Tensor นอกแนวเสนทแยงมุม 
(Off-Diagonal Component of Stress Tensor) โดยสามารถหาโมเมนตเหลานี้ไดจากการเปลี่ยนรูป 
Distribution Function บน Velocity Space โดยใช Transformation Matrix  

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,r x t f x t f x t r x t−= × = ×M M  (3-21) 

 
สําหรับคาของโมเมนตที่อยูในสภาพสมดุล (Equilibrium Moment) มีดังนี้ 

 
  0

eqr ρ=   (3-22a) 

 
  ( )2 2

1 2 3eq
x yr j jρ= − + +  (3-22b) 

 
  ( )2 2

2 3eq
x yr j jρ= − +  (3-22c) 

 
  3

eq
x xr j uρ= =   (3-22d) 

 
  4

eq
xr j= −   (3-22e) 

 
  5

eq
y yr j uρ= =   (3-22f) 

 
  6

eq
yr j= −   (3-22g) 

 
  2 2

7
eq

x yr j j= −   (3-22h) 

 
  8

eq
x yr j j=   (3-22i) 
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  เนื่องจาก Transformation Matrix และ Diagonal Relaxation Matrix เปนคาคงที่ตลอดการ
คํานวณ ดังนั้นควรหาคาของเมตริกซ 1−M S  กอนที่จะเขาสูลูปหลักของการคํานวณ และสามารถ
เปลี ่ยนร ูปสมการ  (3-17) จากสมการที ่อยู ในร ูปเมตร ิกซเป นสมการพีชคณิตได  ดังแสดง
รายละเอียดไวในภาคผนวก ก. เพื่อลดเวลาในการคํานวณสําหรับแบบจําลองการชน MRT 
  สําหรับหนวยในวิธีโครงผลึกโบลตซมันนและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนั้น แบบจําลอง
การชน SRT Lattice BGK และแบบจําลองการชน MRT จะมีขั้นตอนในการเปลี่ยนหนวยจาก 
Physical Unit มาเปน Lattice Unit และการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตผานคา Distribution Function 
เหมือนกันทุกประการ เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT นั้นจะพิจารณาเฉพาะการชนกันบน 
Moment Space เทานั้น  สวนขั้นตอนอื่น  ๆ  ในการคํานวณไมวาจะเปน  Streaming Step, การ
คํานวณหาความหนาแนน โมเมนตัม และความดัน รวมไปถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนั้นจะ
กระทําบน Velocity Space ทั้งหมด 
  สําหรับขั้นตอนการคํานวณของ  LBM ทั้งแบบจําลองการชน  SRT Lattice BGK และ
แบบจําลองการชน MRT นั้นสามารถเขียนเปน Flow Chart ไดดังที่แสดงในรูปที่ 3.4 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 28 

Yes 

No 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4 ขั้นตอนการคํานวณของ LBM 
 
 

Initial Condition, Set , uρ  

Collision Step:  

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eq
i i i if x t t f x t f x t f x t

τ
⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦ , Lattice BGK LBE 

or 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eqf x t t f x t r x t r x t− ⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦M S , MRT LBE 

Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  

Steady State 
Solution? 

Insert Boundary Conditions 

Find eq
if and Set eq

i if f=  

Find
1

0

m

i
i
fρ

−

=

=∑  and 
1

0

m

i i
i

u e fρ
−

=

=∑  

Find eq
if  

Stop 
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3.4 หนวยในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  สําหรับ LBM นั้นคาของตัวแปรตาง ๆ จะถูกทําใหอยูในหนวยที่มีชื่อวา Lattice Unit ทั้ง
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK และแบบจําลองการชน MRT ซึ่ง Lattice Unit ก็คือการทํา
ใหตัวแปรไมมีมิติ (Dimensionless Variable) โดยเทียบกับระยะหางระหวางโนด ( xΔ ), เวลาที่
เพิ ่มขึ ้นในแตละรอบการคํานวณ  ( tΔ ) และมวลของอนุภาค ( mΔ ) สําหรับวิธี LBM นั ้นเรา
สามารถหา xΔ , tΔ  และ mΔ  ไดจาก 

 
  

realLx
N

Δ =  (3-23) 

 
  s

real
s

ct x
c

Δ = Δ  (3-24) 

 
  3realm xρΔ = Δ  (3-25) 

 
และคาตัวแปรตาง ๆ สามารถทําใหอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  

3
real x

m
ρ ρ Δ
=

Δ
 (3-26) 

 
  

2 2
real x tP P

x m
Δ Δ

=
Δ Δ

 (3-27) 

 
  real tu u

x
Δ

=
Δ

 (3-28) 

 
  2

real t
x

ν ν Δ
=

Δ
 (3-29) 

 
เมื่อ L  คือความยาวของโดเมนที่พิจารณา, N  คือจํานวนโครงผลึก (Lattice) ที่ใชในการคํานวณ
สวนตัวแปรที่มีตัวยกคําวา “real” เปนตัวแปรที่อยูในรูปที่มีมิติตามหลักการทางฟสิกส 
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3.5 เงื่อนไขขอบเขต 

  การกําหนดเงื่อนไขที่ขอบสําหรับ LBM ทั้งแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK และ
แบบจําลองการชน MRT นั้นจะกําหนดผานคา Distribution Function ( if ) หลังจาก Collision Step 
หลังจากนั้นจึงคํานวณในสวนของ Streaming Step ตอไป ซ่ึงการเลือกใชเงื่อนไขขอบเขตที่มีคา
ความถูกตองสูงและเหมาะสมกับสภาวะของปญหาการไหลจริงจะทําใหผลการคํานวณที่ไดมีความ
ถูกตองสูง สําหรับประเภทของเงื่อนไขขอบเขตที่ใชในงานวิจัยนี้ประกอบดวย เงื่อนไขขอบเขต
แบบผนังที่ไมมีการเคลื่อนที่ (Stationary Wall Boundary Condition), เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังที่มี
การเคลื่อนที่ (Moving Wall Boundary Condition), เงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก (Inlet 
& Outlet Boundary Conditions) และเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา (Periodic Boundary Condition) 
รายละเอียดของเงื่อนไขขอบเขตแตละแบบมีดังตอไปนี้ 
 
  3.5.1 เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังท่ีไมมีการเคล่ือนท่ี 
   เงื่อนไขขอบเขตแบบนี้เปนการกําหนดใหความเร็วที่ผนังเปนศูนย ใน LBM นั้นเรา
สามารถหาคา if  ที่ออกมาจากผนังไดจากหลักการที่วา เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่มาถึงผนัง อนุภาคนั้น
จะสะทอนกลับไปยัง Fluid Node ดวยความเร็วที่มีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงกันขามกับทิศทาง
ของความเร็วที่อนุภาคเคลื่อนที่มายังผนัง ใน LBM เราเรียก Boundary Condition แบบนี้วา Bounce-
Back Boundary Condition ดังแสดงในรูปที่ 3.5 

 
  ˆ ˆ( , ) ( , ),i ii if x t t f x t t e e+ Δ = + Δ = −  (3-30) 

 
อยางไรก็ตาม Bounce-Back Boundary Condition มีขอเสียตรงที่ความถูกตองที่ไดมีคาความถูกตอง
เพียง First-Order Accuracy ดังนั้นจึงไดทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตตามวิธีของ Yu, Mei, and 
Shyy (2003) ซ่ึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบนี้จะทําใหมีคาความถูกตองมากขึ้นเปน Second-
Order Accuracy หลักการของวิธีนี้จะสมมุติใหมีผนังอยูระหวาง Fluid Node และ Solid Node โดย
ระยะระหวาง Fluid Node และผนังมีคาเทากับ xδ Δ  เมื่อ , 0 1f w f bx x x xδ δ= − − ≤ ≤  ดัง

แสดงในรูปที่ 3.6 ในที่นี้กําหนดให 0.5δ =  ขั้นตอนการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตตามวิธีของ        
Yu et al. (2003) สามารถทําไดดังนี้ 
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หาคา if  ที่เขาสูผนังจาก 

 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i w i f i b i ff x t t f x t t f x t t f x t tδ ⎡ ⎤+ Δ = + Δ + + Δ − + Δ⎣ ⎦  (3-31) 

 
ซ่ึงคา ( , )i bf x t t+ Δ  หาไดจากการประมาณคานอกชวง (Extrapolation) จากนั้นใช Bounce-Back 
Boundary Condition ในการหา if  ที่ออกจากผนังดังนี้ 

 
  ˆ ( , ) ( , )w i wif x t t f x t t+ Δ = + Δ  (3-32) 

 
หลังจาก Streaming Step ทําการหา if  ที่ Fluid Node ดังนี้ 

 
  ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1f w ff wi i i if x t t f x t t f x t t f x t tδ
δ
⎡ ⎤+ Δ = + Δ + + Δ − + Δ⎣ ⎦+

 (3-33) 

 
( )if tˆ ( )if t

 
 

รูปที่ 3.5 แสดง Bounce-Back Boundary Condition 
 

1xΔ =

xδΔ

ie

îeîe

 
 

รูปที่ 3.6 แสดงเงื่อนไขขอบเขตของ Yu, Mei, and Shy (2003) 
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  3.5.2 เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังท่ีมีการเคล่ือนท่ี 
   Hou, Zou, Chen, Doolen, and Cogley (1995) ไดกํ าหนดใหค า  Distribution Function 
( if ) ที่ผนังที่มีการเคลื่อนที่มีคาเทากับ Equilibrium Distribution Function ( eq

if ) ที่ผนังที่มีการ
เคลื่อนที่เพื่อใชจําลองการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 
  , ,

eq
i wall i wallf f=  (3-34) 

 
  3.5.3 เงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก 
   เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกจะทําใหเสถียรภาพในการคํานวณ
สําหรับ LBM ที่ใชแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK ลดลง ดังนั้นจึงไดเปลี่ยนมาใชแบบจําลอง
การชน MRT แตการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตยังคงกําหนดผานคา Distribution Function ( if ) เหมือน
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK โดยการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกจะใช
ในกรณีที่ทราบความเร็วหรือความดัน (หรือความหนาแนน) ที่ทางเขาและทางออก งานวิจัยนี้ได
กําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกตามวิธีของ Zou and He (1997) สําหรับปญหา
การไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ, ปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติ และปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหลในระบบพิกัดฉากสองมิติ ซึ่งทุกปญหา
การไหลเปนการไหลในสองมิติดังนั้นรายละเอียดของเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก
จะแสดงเฉพาะแบบจําลองความเร็ว D2Q9 เทานั้น โดยทั่วไปจะกําหนดความเร็วที่ทางเขาใน
แนวนอน  x inu u=  และความเร ็วที ่ทางเข าในแนวตั ้ง เท าก ับศ ูนย  0yu =  และจากสมการที่           
(3-11) และ (3-12) จะได 

 
  0 1 2 3 4 5 6 7 8f f f f f f f f fρ = + + + + + + + +  (3-35) 

 
  1 5 8 3 6 7x inu u f f f f f f= = + + − − −  (3-36) 

 
  2 5 6 4 7 80yu f f f f f f= = + + − − −  (3-37) 
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หลังจาก Streaming Step แลวเราจะทราบคา 764320 ,,,,, ffffff  ที่ทางเขาและจากสมการ (3-35) 
และ (3-36) เราสามารถหาความหนาแนนที่ทางเขาไดดังนี้ 

 

  ( )0 2 4 3 6 72
1in

in

f f f f f f
u

ρ ρ
⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦= =

−
 (3-38) 

 
และจากแนวคิดเกี่ยวกับ Bounce-Back สําหรับอนุภาคสวนที่เปน Non-Equilibrium จะได 

 
  1 1 3 3

eq eqf f f f− = −  (3-39) 

 
จากสมการ (3-36), (3-37) และ (3-39) สามารถหาคา if  ที่เหลือไดดังนี้ 

 
  1 3

2
3 in xf f uρ= +  (3-40) 

 
  ( )5 7 2 4

1 1
2 6 in xf f f f uρ= − − +  (3-41) 

 
  ( )8 6 2 4

1 1
2 6 in xf f f f uρ= + − +  (3-42) 

 
สําหรับการกําหนดคา if  ที่ทางออกนั้นสามารถทําไดทํานองเดียวกับที่ทางเขา เมื่อทราบคา
ความเร็วที่ทางออกคือ ,x out xu u=  และ ,y out yu u=  ซ่ึงหลังจาก Streaming Step แลวเราจะทราบคา 

0 1 2 4 5 8, , , , ,f f f f f f  ที่ทางออก และสามารถหาความหนาแนนที่ทางออกและคา if  ที่เหลือไดดังนี้ 
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  3 1 ,

2
3 out out xf f uρ= −  (3-44) 
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  ( )6 8 2 4 , ,
1 1 1
2 6 2out out x out out yf f f f u uρ ρ= − − − +  (3-45) 

 
  ( )7 5 2 4 , ,

1 1 1
2 6 2out out x out out yf f f f u uρ ρ= + − − −  (3-46) 

 
สําหรับปญหาทางวิศวกรรมในบางครั้งอาจทราบคาความดัน (หรือความหนาแนน) ที่ทางเขาและ
ทางออกแตไมทราบคาความเร็วในแนวนอนซึ่งสามารถทําไดโดยการยายขางสมการที่ (3-38) และ 
(3-43) เพื่อหาคาความเร็วในแนวนอน และทําการหาคา if  จากสมการขางตน หรือในบางกรณี
อาจจะไมทราบคาใดเลยที่ทางออก โดยทั่วไปจะนิยมกําหนดใหขอบเขตดังกลาวไมมีการ
เปลี่ยนแปลงคาความเร็วในทิศทางที่ตั้งฉากกับขอบเขตนั้น (Zero Normal Gradient) สวนคา if  ที่
ทางออกนั้นไดทําการประมาณคานอกชวงกอนแลวจึงหาคาความหนาแนนและคา if  ที่เหลือจาก
สมการที่ (3-43), (3-44), (3-45) และ (3-46) 

 

 
 

รูปที่ 3.7 แสดงเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก 
 

  3.5.4 เงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา 
   ปญหาการไหลบางประเภทนั ้นตองการโดเมนในทิศทางการไหลที ่ยาวมาก 
เนื ่องจากตองการใหของไหลเขาสู สภาวะพัฒนาตัวเต็มที ่ (Fully Developed Flow) ซึ่งการใช
โดเมนที่ยาวมาก ๆ จะสงผลใหจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณเพิ่มตามไปดวย จึงไดใชเงื่อนไข
ขอบเขตแบบวนซ้ําเพื่อลดความยาวของโดเมน ในงานวิจัยนี้ไดใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา
สําหรับปญหาการไหลในระบบพิกัดฉากสามมิติทุกปญหาการไหล สําหรับการกําหนดเงื่อนไขแบบ
วนซ้ําใน LBM สามารถทําไดโดยกําหนดใหคา if  ที่จุดสุดทายมีคาเทากับคา if  ที่จุดที่สองของ
โดเมน และคา if  ที่จุดแรกมีคาเทากับคา if  ที่จุดตอรองสุดทายของโดเมน 
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3.6 การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนดวยวิธีโครง 
ผลึกโบลตซมันน 

  Chen, Wang, Shan, and Doolen (1992) ไดตรวจสอบความสามารถของ LBM สําหรับการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน โดยนํา LBM ไปใชกับปญหาการไหลที่
เ รี ยกว า  Homogeneous Isotropic Turbulence (HIT) ซ่ึ ง เปนปญหาการไหลที่นิ ยมใช ในการ
ตรวจสอบวาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีใดสามารถจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนได โดยไดตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาก LBM กับวิธีที่นิยมใชในการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงที่ ช่ือวาวิธีสเปกทรัล (Spectral Method) โดยผลลัพธที่ไดจาก LBM และวิธี 
สเปกทรัลนั้นสอดคลองกันเปนอยางดี จึงสามารถเชื่อไดวา LBM สามารถจําลองการไหลเชิงตัวเลข
โดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนได 
  Eggels (1996) ไดนํา LBM มาจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในชอง
คูขนานที่หยุดนิ่งในสามมิติ ซ่ึงเปนปญหาการไหลที่นิยมใชเนื่องจากรูปทรงของปญหานี้ไม
ซับซอนมากนัก ปญหาการไหลลักษณะนี้จะมีทิศทาง Homogeneous อยู 2 ทิศทางคือในทิศทางการ
ไหล (Streamwise Direction) และในทิศทางขวางการไหล (Spanwise Direction) สวนในทิศทางตั้ง
ฉากกับการไหล  (Normal Direction) นั้นจะมีลักษณะเปน  Non-Homogeneous โดย  Eggels ได
ตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาก LBM กับผลที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
ของ Kim, Moin, and Moser (1987) ที่ใชวิธิสเปกทรัล ซ่ึงผลลัพธที่ไดนั้นสอดคลองกันเปนอยางดี 
  อยางไรก็ตามจากงานวิจัยที่ผานมา LBM ไดถูกนําไปใชจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับ
การไหลแบบปนปวนเฉพาะปญหาการไหล HIT (H. Yu, Girimaji, and Luo, 2005; Lee, D. Yu, 
and Girimaji, 2006; D. Yu, and Girimaji, 2006; Djenidi, 2006) และปญห าก า ร ไหล ในช อ ง คู           
ขนานที่หยุดนิ่งเทานั้น  (Amati, Succi, and Piva, 1997; Toschi, Amati, Succi, Benzi, and Piva, 
1999; Lammers, Beronov, Volkert, Brenner, and Durst, 2006) ซ่ึงปญหาการไหลทั้งสองปญหา
นั้นยังไมใชปญหาการไหลที่เกิดขึ้นจริง ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดนํา LBM ไปจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียม ซ่ึงเปนปญหาการไหลที่พบไดจริงและมีความ
ซับซอนมากกวาปญหาการไหลขางตนเนื่องจากปญหาการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมนั้นมีทิศทาง 
Homogeneous อยูเพียงดานเดียวเทานั้น และยังมีโครงสรางความปนปวน (Turbulence Structure) 
บางตัวที่ซับซอนกวา 
  เนื่องจากพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนนั้นมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา ดังนัน้หลักการ
ของการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนคือทําการหาคาความเร็วของของไหลที่
เกิดขึ้นจริง หรือก็คือความเร็ว ณ เวลาใด ๆ ในชวงเวลาหนึ่งเพื่อนํามาหาคาความเร็วเฉลี่ยโดยไมมีการ
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ใชแบบจําลองความปนปวนใด ๆ เขามาชวย และจากการที่ LBM เปนวิธีเชิงตัวเลขที่ใชจําลองการ
ไหลที่มีการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลาอยูแลว และเมื่อคาเลขเรยโนลดสูงพอที่การไหลเปนการ
ไหลแบบปนปวน คาความเร็วที่ไดจาก LBM จะมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา ดังนั้นจึงสามารถ
นํา LBM ไปใชจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนไดเลย 
  เนื่องจากการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําตามทิศทางการไหล (Streamwise Direction) นั้น
จะทําใหความดันมีคาเทากันตลอดตามแนวการไหล  จึงจําเปนตองให Forcing Term ที่มีคา
เทากับ Pressure Gradient เพื่อทําใหมีการไหลเกิดขึ้น จากนั้นจึงทําการแปลง Pressure Gradient ให
อยูในรูปของคา Distribution Function ตามวิธีของ Lou (2000) ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) 2, , 3 i

i i i
e Gf x t t f x t t w t
c
⋅

+ Δ = + Δ + Δ  (3-47) 

 

เมื่อ dpG
dx

= −  หรือ Pressure Gradient นั่นเอง  

  เพื่อทําใหการไหลใน LBM เปลี่ยนไปเปนการไหลแบบปนปวนไดเร็วขึ้น จึงไดทําการ
รบกวนคา  Distribution Function ในชวงเริ ่มตนของการคํานวณโดยทําหลังจากใส Forcing 
Term ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), , 2 () ,i i if x t t f x t t A Rand f x t t+ Δ = + Δ + ⋅ ⋅ ⋅ + Δ  (3-48) 

 
เมื่อ A คือชวงกวางที่ตองการใหคา Distribution Function เปลี่ยนไป ในที่นี้กําหนดใหเทากับ 25% 
แ ล ะ  Rand() คื อ ค า ที่ สุ ม อ อ ก ม า ใ น แ ต ล ะ ค รั้ ง ข อ ง ก า ร คํ า น วณ โ ด ย มี ค า อ ยู ใ น ช ว ง 

0.5 () 0.5Rand− ≤ ≤  
  เมื่อการไหลเริ่มเปนการไหลแบบปนปวนแลวจึงเริ่มเก็บคาความเร็วและความดันที่หนาตัด
หนึ่งในแนวตั้งฉากกับทิศทางการไหลจนกระทั่งการไหลเขาสูสภาวะคงตัวในเชิงสถิติ (Statistically 
Steady State) เพื่อนํามาหาคาความเร็วเฉลี่ย  (Mean Velocity), ความเร็วปนปวน  (Fluctuating 
Velocity) รวมไปถึงคาความเคนของเรยโนลด (Reynolds Stresses) ดังนี้ 
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+

= ∫  (3-49) 
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เมื่อ iu  คือความเร็วเฉล่ียในทิศทางตาง ๆ ( , ,u v w ), ot  คือเวลาที่เร่ิมทําการหาคาความเร็วเฉล่ีย, T
คือคาบเวลาที่ใชในการหาคา Mean Velocity, iu  คือความเร็ว ณ เวลาใด ๆ 
สําหรับคาความเร็วปนปวนสามารถหาไดจาก 

 
  i i iu u u′ = −  (3-50) 

 
และสามารถหาคาความเคนของเรยโนลดไดดังนี้ 

 
   

 

1 o
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t T

ij i jt
u u dt

T
τ

+
′ ′= ∫  (3-51) 



บทที่ 4 
การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น 

 
  เนื่องจากงานวิจัยนี้ไดทําการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นโดยใชวิ ธีโครงผลึก       
โบลตซมันนเพื่อทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผา ดังนั้นการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูก
พัฒนาขึ้นจึงเปนสิ่งที่สําคัญตอความนาเชื่อถือของผลลัพธที่ได ซ่ึงปญหาการไหลที่ไดนํามา
ตรวจสอบนั้นเปนปญหาที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร
ทางดานพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ โดยอาจจะเปนปญหาที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะห หรือปญหาที่
มีขอมูลที่ไดจากการทดลอง หรือปญหาที่มีผลจากการคํานวณเชิงตัวเลขที่เปนที่ยอมรับ โดย
สามารถแบงประเภทของปญหาการไหลที่นํามาตรวจสอบไดดังนี้ (1) ปญหาการไหลแบบราบเรียบ
ในระบบพิกัดฉากสองมิติ ในหัวขอ 4.1-4.4, (2) ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉาก
สามมิติ  ในหัวขอ  4.5-4.6 และ  (3) ปญหาการไหลแบบปนปวนในระบบพิกัดฉากสามมิติ              
ในหัวขอ 4.7-4.9 
 

4.1 ปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนหนึ่งในปญหาที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้น รวมไปถึงนิยมใชตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ใหม ๆ เนื่องจากปญหาการไหลนี้เปนปญหาที่มีรูปทรงและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตคอนขางงาย
เพราะเปนผนังทั้งสี่ดานและมีเพียงผนังดานบนที่เคลื่อนที่ ซ่ึงลักษณะรูปรางของปญหาการไหล
เปนไปตามรูปที่ 4.1 สําหรับผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นจะถูกนําไป
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ  U. Ghia, K. Ghia, and Shin (1982) โดยในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100, 400 และ 1000 
โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วของผนังที่เคลื่อนที่และความสูงของโพรงสี่เหล่ียม
จัตุรัส และจํานวนจุดที่ใชคํานวณทั้งสามกรณีเทากับ 130x130 โดยผลการเปรียบเทียบการกระจาย
ตัวของความเร็วแสดงในรูป 4.2, 4.3 และ 4.4 
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4.2 ปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลมาตรฐานที่สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหไดเมื่อการ
ไหลนั้นเขาสูชวงพัฒนาตัวเต็มที่จึงเปนที่นิยมใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร
ที่พัฒนาขึ้น ลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.5 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้น
ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100 เพียงคาเดียว เนื่องจากปญหาการไหลนี้
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไมไดเปลี่ยนแปลงตามคาเลขเรยโนลดเมื่อการไหลเปนการไหล
แบบราบเรียบ โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขา (Bulk-
Mean Velocity) และความสูงของชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก
บริเวณทางเขาและทางออกของชองคูขนาน สวนบริเวณที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึง
จํานวนจุดที่ใชคํานวณเทากับ 240x40 ในทิศทาง x และ y ตามลําดับ สําหรับผลเฉลยเชิงวิเคราะห
นั้นสามารถหาไดจาก White (2003) ตามสมการ (4-1) 

 
  ( )2

2

6( ) , 0bUu y Hy y y H
H

= − ≤ ≤  (4-1) 

 
เมื่อ ( )u y  คือผลเฉลยของความเร็วในแนวแกน x ที่ระยะความสูงใด ๆ, bU  คือความเร็วเฉลี่ยตลอด
หนาตัดที่ทางเขา และ H คือความสูงของชองคูขนาน ผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของ
ความเร็ว u ตามแนวแกน y บริเวณทางออกของชองคูขนานแสดงในรูป 4.6 
 

4.3 ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบ 

พิกัดฉากสองมิติ 

 ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่เร่ิมมีความซับซอนขึ้นเนื่องจากเกิดการไหลหมุนวน
ขึ้นบริเวณดานหลังของขั้นบันไดจึงเหมาะที่จะนํามาใชเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึก
โบลตซมันน ซ่ึงลักษณะของปญหาเปนไปตามรูป 4.7 ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการ
จําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100 และ 389 ซ่ึงคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็ว
เฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาและความสูงของทอ โดยกําหนดใหความเร็วที่ทางเขามีลักษณะเปน
ความเร็วที่พัฒนาตัวเต็มที่ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกบริเวณทางเขาและ
ทางออกของโดเมน สวนบริเวณที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึงจํานวนจุดที่ใชคํานวณ
เทากับ 720x60 ในทิศทาง x และ y ตามลําดับ สําหรับในกรณีที่เปนการไหลแบบราบเรียบในทอ
สองมิติสามารถหาความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาไดดังนี้ 
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1 2( )
3

H

b cU u y dy U
H

= =∫  (4-2) 

 
เมื่อ ( )u y  คือผลเฉลยของความเร็วในแนวแกน x ที่ระยะความสูงใด ๆ ตามสมการ (4-1), H คือ
ความสูงของโดเมน และ cU  คือความเร็วที่จุดกึ่งกลางของความเร็วที่ทางเขา สําหรับผลลัพธที่ได
จากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการทดลองของ 
Armaly, Durst, Pereira, and Schonung (1983) โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว 
u ตามแนวแกน y ที่ระยะทางตามแนวแกน x ตาง ๆ แสดงในรูป 4.8 และ 4.9 
 

4.4 ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหล 
 ในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่นํามาทดสอบเปนปญหาสุดทายสําหรับการไหล
แบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสองมิติ โดยลักษณะของปญหาเปนไปตามรูป 4.10 ในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 144 โดยคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วที่จุดกึ่งกลางของความเร็วที่ทางเขาและความสูงของสิ่งกีดขวาง และ
กําหนดใหความเร็วที่ทางเขามีลักษณะเปนความเร็วที่พัฒนาตัวเต็มที่ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบ
ทางเขาและทางออกบริเวณทางเขาและทางออกของชองทางไหล สวนบริเวณที่เหลือนั ้นใช
เงื ่อนไขขอบเขตแบบผน ัง  ซึ ่งจํานวนจ ุดที ่ใช คํานวณเท าก ับ  1080x60 ในทิศทาง  x และ  y 
ตามลําดับ สําหรับผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที ่ถูกพัฒนาขึ้นไดนําไปตรวจสอบความ
ถูกตองกับผลการทดลองของ Tropea and Gackstatter (1985) โดยผลการเปรียบเทียบการกระจาย
ตัวของความเร็ว u ตามแนวแกน y ที่ระยะตามแนวแกน x ตาง ๆ แสดงในรูป 4.11 
 

4.5 ปญหาการไหลแบบแบบราบเรียบในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบ 
 พิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้มีลักษณะทางฟสิกสของการไหลคลายกับปญหาการไหลแบบราบเรียบใน
ชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติเพียงแตมีมิติในแนวแกน z เพิ่มขึ้นมา ปญหาการ
ไหลนี้ทําเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนสําหรับการไหลที่มีลักษณะ
เปน 3 มิติ เนื่องจากรูปรางของปญหานั้นไมซับซอน โดยมีลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูป
ที่  4.12 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลด
เทากับ 100 โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาและ          
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ความสูงของชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x และ z เพื่อลดความยาว  
ของโดเมนในดานนั้น  ๆ และเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ  สวนทิศทางที่ เหลือนั้น                       
ใช เ งื่ อนไขขอบ เขตแบบผนั ง  ซ่ึ ง จํ านวนจุ ดที่ ใ ช คํ านวณ เท ากับ  50x50x50 ในทิ ศทาง 
x, y และ z ตามลําดับ อยางไรก็ตามเนื่องจากการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําตามทิศทางการ
ไหล (Streamwise Direction, x-Direction) นั้นจะทําใหความดันมีคาเทากันตลอดตามแนวการ
ไหล  จึ งจํ า เปนตองให  Forcing Term ที่มีค า เท ากับ  Pressure Gradient เพื่ อทํ าใหมีการไหล
เกิดขึ้น สําหรับปญหาการไหลนี้ Pressure Gradient มีคาดังนี้ 

  
  2

12 bUdp
dx H

ρν
= −  (4-3) 

 
สําหรับผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหตามสมการ (4-1) และผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u ตาม
แนวแกน y ที่ตําแหนง z/H = 0.5 แสดงในรูป 4.13 
 

4.6 ปญหาการไหลแบบแบบราบเรียบในทอสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลแบบราบเรียบปญหาสุดทาย โดยมีลักษณะรูปรางของ
ปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.14 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คา
เลขเรยโนลดเทากับ 100 โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขา
และความสูงของทอ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมนและ
เพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทางที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึงจํานวน
จุดที่ใชคํานวณเทากับ 50x50x50 ในทิศทาง  x, y และ  z ตามลําดับ  สําหรับปญหาการไหลนี้ 
Pressure Gradient และผลเฉลยเชิงวิเคราะหมีคาดังนี้ (White, 2006) 
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สําหรับผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตอง
กับผลเฉลยเชิ งวิ เคราะหตามสมการ  (4-5) และผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของ
ความเร็ว u ตามแนวแกน y ที่ตําแหนง z/H = 0.5 แสดงในรูป 4.15 
 

4.7 ปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้นิยมนํามาตรวจสอบความถูกตองของการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง 
เนื่องจากรูปรางของปญหานั้นไมซับซอน โดยมีลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.12 
สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 120 
( Re 2 120u Hτ τ ν= = ) โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ย (Mean Friction 
Velocity, uτ ) และความสูงครึ่งหนึ่งชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x 
และ z เพื่อลดความยาวของโดเมนในดานนั้นและเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทาง
ที่ เหลือนั้นใช เงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง  ซ่ึงจํานวนจุดที่ใชคํานวณเทากับ  240x80x120 ใน
ทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ และมีระยะหางระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 3 
( 3uτ ν+Δ = Δ = ) สําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนนั้นจะทําการคํานวณหา Pressure Gradient 
ผานทาง Skin Friction Coefficient (Cf) และ Hydraulic Radius (RH) ดังนี้ 

 
  

2
b

f
H

Udp C
dx R

ρν
= − ⋅  (4-6) 

 
และสามารถคํานวณหา Skin Friction Coefficient ไดจาก Darcy Friction Factor (f) ดังนี้ 

 
  

4f
fC =  (4-7) 

 
สําหรับปญหาการไหลนี ้คา Darcy Friction Factor สามารถคํานวณไดจาก White (2006) ตาม
สมการ (4-8) 

 
  ( )1 2

101 2

1 2.0log Re 1.19b f
f

= ⋅ −  (4-8) 
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เมื่อ Reb คือเลขเรยโนลดซ่ึงคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัด (Bulk-Mean Velocity) และ 
Hydraulic Diameter ซ่ึงความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter มีนิยามดังนี้ 

 
   

 0

1 ( )
H

bU u y dy
H

= ∫  (4-9) 

 
  4

H
AD

P
=  (4-10) 

 
  

2
H

H
DR =  (4-11) 

 
เมื่อ A คือพื้นที่หนาตัดของปญหา และ P คือเสนรอบรูปเปยกของปญหา สําหรับปญหาการไหลนี้
คา  Hydraulic Diameter จะเทากับความสูงของชองคูขนาน  โดยผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ 
Eggels (1996) ที่ใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงและวิธีโครงผลึกโบลตซมันนที่ Re 120τ =  และผล
การคํานวณเชิงตัวเลขของ Iwamoto, Suzuki, and Kasagi, (2002) ที่ใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
และวิธีสเปกทรัลที่ Re 110τ =  และ Re 150τ =  โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว 
u , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′ , การ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  แสดงในรูป 
4.16, 4.17, 4.18, 4.19 และ 4.20 ตามลําดับ ในการแสดงผลลัพธสําหรับปญหาการไหลแบบปนปวน
นั้นจะนิยมแสดงในรูปของตัวแปรที่ไมมีหนวยโดยใชความเร็วเสียดทานเฉลี่ยเปนตัวหาร โดย
สามารถหาความเร็วเสียดทานเฉลี่ยไดดังนี้ 

 
  wuτ

τ
ρ

=  (4-12) 

 
เมื่อ wτ  คือความเคนเฉือนที่ผนัง (Wall Shear Stress) มีคาดังนี้ 

 
  

0
w

y

du
dy

τ ρν
=

=  (4-13) 
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4.8 ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้จะเกิดโครงสรางความปนปวนที่เรียกวาการไหลรองแบบที่ 2 ของ         
แพรนดทัล และเนื่องจากรูปรางของปญหานี้มีลักษณะสมมาตร จึงมักนิยมนําปญหาการไหลนี้มา
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนเพื่อศึกษาถึงลักษณะทางฟสิกสของการไหล
รองแบบที่ 2 ของแพรนดทัล โดยรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.14 สําหรับการตรวจสอบ
ความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 300 ( Re 300u Hτ τ ν= = ) โดย
คาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงทอ หรือคาเลขเรยโนลดมีคา
เทากับ 4410 ( Re 4410b b HU D ν= = ) เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนา
ตัดและ Hydraulic Diameter โดยความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดสําหรับปญหาการไหลในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมมีนิยามดังนี้ 

 
   

 0  0

1 ( , )
W H

bU u y z dydz
WH

= ∫ ∫   (4-14) 

 
เมื่อ W คือความกวางของทอ และ H คือความสูงของทอ สําหรับเงื่อนไขขอบเขตที่ใชในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมน
และเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทางที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง สําหรับ
ค า  Pressure Gradient, Skin Friction Coefficient และ  Hydraulic Diameter สามารถคํ านวณไดจาก
สมการ (4-6), (4-7) และ (4-10) ตามลําดับ สวนคา Darcy Friction Factor สําหรับการไหลแบบปนปวน
ผานทอหนาตัดสี่เหล่ียมสามารถหาไดจากการนําสมการสําหรับการหาคา Darcy Friction Factor ในทอ
ทีมีหนาตัดวงกลมมาทําการแกไขในสวนที่เปนเทอมของคาเลขเรยโนลดไดดังนี้ (Jones, 1976)  

 
 ( )* 1 2
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f

= ⋅ −  (4-15) 

 
เมื่อ *Re  คือคาเลขเรยโนลดซ่ึงไดทําการปรับเปลี่ยนเพื่อใหสมการ (4-15) สามารถนําไปใชกับทอ
หนาตัดสี่เหล่ียมไดโดยมีคาดังนี้ 

 
  * *Re Reb

W
H

φ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4-16) 
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∑  (4-17) 

 
สําหรับในกรณีของทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส *Re 1.125Reb=  ในการตรวจสอบความถูกตองได
เลือกใชกริดจํานวนสองชุดเพื่อตรวจสอบความเปนอิสระของกริด โดยกริดชุดแรกนั้นมีระยะหาง
ระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 3 ( 3uτ ν+Δ = Δ = ) โดยมีจํานวนจุดที่ใชในการ
คํานวณทั้งหมดเทากับ 300x100x100 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สวนกริดชุดที่สองนั้นมี
ระยะหางระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 1.5 ( 1.5+Δ = ) โดยมีจํานวนจุดที่ใชใน
การคํานวณทั้งหมดเทากับ 600x200x200 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สําหรับผลลัพธที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการคํานวณเชิง
ตัว เลขของ  Gavrilakis (1992) ที่ ใชการจํ าลองเชิ งตัว เลขโดยตรงและวิ ธีผลต างสืบ เนื่ อง
ที่  Re 300τ = , ผลการคํ านวณเชิ งตัว เลขที่ ไดจากโปรแกรมสํา เร็จ รูปที่ ช่ือว า  Fluent โดย
เลือกใช Large Eddy Simulation สําหรับการจําลองการไหลแบบปนปวนที่ Re 300τ =  และผลการ
คํ านวณเชิ งตั ว เลขที่ ใชการจํ าลอง เชิ งตั ว เลขโดยตรงจากโปรแกรมที่ ช่ื อว า  NEKTAR                        
ที่ ถู กพัฒน าขึ้ น โด ยศ าสตร า จ า ร ย  George Karniadakis โดย ใช วิ ธี ส เ ปกทรั ล เ อ ลิ เ มนต 
(Spectral Element) ที่ Re 300τ =  โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u , การ
กระจายตัวของความเร็ว v , การกระจายตัวของความเร็ว w , การกระจายตัวของความเร็ว
ปนปวน rmsu′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน 

rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  แสดงในรูป 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 
4.26 และ 4.27 ตามลําดับ 
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4.9 ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหานี้มีรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.28 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นได
ทําการจําลองการไหลที่คาอัตราสวนลักษณะ 2 คา โดยปญหาการไหลแรกมีคาอัตราสวนลักษณะ
เทากับ 1.0 (AR1.0) สวนปญหาการไหลที่สองทําที่คาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดยคา
อัตราสวนลักษณะมีนิยามดังนี้  

 
  WAR

H
=  (4-18) 

 
โดยแตละปญหานั้นจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดมีคาเทากับ 2800 ( Re 2800b = ) เมื่อคํานวณ
คาเลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter และใชเงื่อนไขขอบเขต
แบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมนและลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวน
ทิศทางที ่เหลือนั ้นใชเงื ่อนไขขอบเขตแบบผนัง  สําหรับคา  Pressure Gradient, Skin Friction 
Coefficient, Hydraulic Diameter และ Darcy Friction Factor สามารถคํานวณไดจากสมการ (4-6), 
(4-7), (4-10) และ (4-15) ตามลําดับ สําหรับจํานวนกริดที่ใชในการคํานวณนั้นมีระยะหางระหวาง
จุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) ประมาณ 3 ( 3+Δ ≈ ) โดยมีจาํนวนจุดที่ใชในการคาํนวณสาํหรับ
กรณี AR1.0 เทากับ 420x70x70 ในทิศทาง  x, y และ  z ตามลําดับ และจํานวนจุดที ่ใชในการ
คํานวณสําหรับกรณี AR2.0 เทากับ 420x70x140 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สําหรับผลลัพธ
ที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที ่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการ
ทดลองของ  Li and Olsen (2006) ที ่ทํ าการว ัดใน  Micro Channel โดยใช เทคน ิคที ่เ ร ียกว า 
MicroPIV ที ่ Re 2853b =  สําหรับกรณี AR1.0 และที ่ Re 2778b =  สําหรับกรณี AR2.0 โดยผล
การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′ , การ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  สําหรับ
กรณี AR1.0 แสดงในรูป  4.29, 4.30, 4.31 และ  4.32 ตามลําดับ  สวนผลการเปร ียบเทียบการ
กระจายตัวของความเร็ว u , การกระจายตัวของความเร็วป นปวน rmsu′ , การกระจายตัวของ
ความเร็วป นปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  สําหรับกรณี AR2.0 
แสดงในรูป 4.33, 4.34, 4.35 และ 4.36 ตามลําดับ 
 



 47 

U

 

 
รูปที่ 4.1 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรยีบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบ 

    พิกัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.2 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 

   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.3 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 
   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 400 
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รูปที่ 4.4 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 
   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 1000 
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bU

 

 
รูปที่ 4.5 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยดุนิ่ง 

    ในระบบพกิัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.6 การกระจายตวัของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรยีบในชองคูขนาน 
 ที่หยดุนิง่ในระบบพิกดัฉากสองมิติบริเวณทางออกชองคูขนานที ่Re = 100 
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cU

0.5H

0.5h H=

 
 

รูปที่ 4.7 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลัง 
    ในระบบพกิัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.8 การกระจายตวัของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบ 
    ผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.9 การกระจายตวัของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบ 
 ผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 389 

 

y x
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รูปที่ 4.10 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมใน 
   ชองทางไหลในระบบพิกดัฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.11 การกระจายตัวของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน 
   ส่ิงกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบพกิัดฉากสองมิติที่ Re = 144 
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รูปที่ 4.12 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในระนาบคูขนานที่หยุดนิง่ในระบบพกิดัฉากสามมิต ิ
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รูปที่ 4.13 การกระจายตัวของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในระนาบคูขนาน 
    ที่หยุดนิ่งในระบบพิกดัฉากสามมิติที่ตําแหนง z/H = 0.5 ที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.14 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
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รูปที่ 4.15 การกระจายตัวของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
 ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง z/H = 0.5 ที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.16 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนาน 
    ที่หยุดนิ่งในระบบพิกดัฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

u
uτ
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รูปที่ 4.17 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

2y/H

Eggels (1996), Reτ=120

Iwamoto et al.(2002), Reτ=110

Iwamoto et al.(2002), Reτ=150

LBM, Reτ=120

 
 

รูปที่ 4.18 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

rmsu
uτ

′

rmsv
uτ

′
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รูปที่ 4.19 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  
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รูปที่ 4.20 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนใน 
   ระนาบคูขนานที่หยดุนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

rmsw
uτ

′

2

u v
uτ

′ ′−
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รูปที่ 4.21 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
−0.15

−0.10

−0.05

0.00 

0.05 

0.10 

0.15 

2y/H

Gavrilakis (1992), DNS
Fluent, LES
Nektar, DNS

LBM, DNS, Δy+ = 3.0

LBM, DNS, Δy+ = 1.5

 
 

รูปที่ 4.22 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

u
uτ

v
uτ
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รูปที่ 4.23 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.24 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

w
uτ

rmsu
uτ

′
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รูปที่ 4.25 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.26 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

rmsv
uτ

′

rmsw
uτ

′
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รูปที่ 4.27 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.28 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในทอส่ีเหล่ียมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 

2

u v
uτ

′ ′−
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รูปที่ 4.29 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.30 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 
   ที่ Re 2800b =  

c

u
U

rms

c

u
U
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รูปที่ 4.31 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.32 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

rms

c

w
U
′

2
c

u w
U
′ ′−
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รูปที่ 4.33 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.34 การกระจายตวัของความเรว็ปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิติทีต่ําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

c

u
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u
U
′



 64 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

2z/H

Li and Olsen (2006), Re
b
 = 2778

LBM, Re
b
 = 2800

 
 

รูปที่ 4.35 การกระจายตวัของความเรว็ปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิติทีต่ําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.36 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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บทที่ 5 
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 

 
  เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา 
โดยศึกษาถึงผลกระทบของตัวแปรที่มีอิทธิพลตอการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาสองตัวคือ 
คาเลขเรยโนลดและคาอัตราสวนลักษณะ โดยในหัวขอ 5.1 ทําการศึกษาถึงผลกระทบของคาเลข 
เรยโนลดที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนเมื่อมีคาอัตราสวนลักษณะเทากัน และใน
หัวขอ 5.2 ทําการศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบ
ปนปวนเมื่อมีคาเลขเรยโนลดเทากัน 
  

5.1 ผลกระทบของคาเลขเรยโนลดท่ีมีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน 
 ในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 

  ในการศึกษาผลกระทบของคาเลขเรยโนลด ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลด 
2 คา คือ Re 300τ =  และ 205 เมื ่อคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและ
ความสูงทอ โดยไดเลือกจําลองการไหลในทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 (AR = 1.0) ในการ
คํานวณไดทําการกําหนดระยะหางระหวางจุดที่ใชในการคํานวณในหนวยของผนังใหมีความ
ใกลเค ียงก ัน  โดยในกรณ ีของ  Re 300τ =  มีระยะห างระหว างจ ุด  3+Δ =  สําหร ับในกรณี
ของ Re 205τ =  นั้นมีระยะหางระหวางจุด 3+Δ ≈  
  จากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง เห็นไดวาคาเลข          
เรยโนลดสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไมวาจะเปนความเร็วเฉลี่ย, ความเร็ว
ปนปวน, ความเคนเฉือนของเรยโนลด รวมไปถึงสงผลตอลักษณะของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลอีกดวย ในรูปที่ 5.1-5.5 แสดงความเร็วเฉล่ีย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของ
เรยโนลดที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ตลอดแนวแกน y โดยที่ระยะ 2y/H = 0.0 คือผนังดานลางและ
ระยะ 2y/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ 
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  รูปที่ 5.1 แสดงความเร็ว u  เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นสงผลใหความเร็ว u  ตั้งแต
ตําแหนง 2y/H < 0.4 มีความเร็วเพิ่มขึ้น สวนลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  สําหรับ
ตําแหนง 2y/H > 0.4 ขึ้นไปนั้น คาเลขเรยโนลดแทบไมมีอิทธิพลกับความเร็วบริเวณนั้นเลย 
  รูปที่ 5.2 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น ขนาด
ของความเร็ว v  มีคาลดลง และคาเลขเรยโนลดยังสงผลใหตําแหนงที่ความเร็ว v  มีคามากที่สุด
เล่ือนเขาใกลผนังมากขึ้น 
  รูปที่ 5.3 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาทั้งขนาดและลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็ว w  ทั้งสองคาเลขเรยโนลดนั้นมีความใกลเคียงกัน โดยมีความแตกตางกันแคเพียง
ตําแหนงที่ความเร็ว w  มีคามากที่สุดเลื่อนเขาใกลบริเวณผนังมากขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.4 แสดงความเร็วปนปวน rmsu′  เมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่ความเร็วปนปวน 

rmsu′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้น โดยเลื่อนจากบริเวณ 2y/H≈ 0.2 สําหรับ 
Re 205τ =  ไปยังตําแหนง 2y/H ≈ 0.1 สําหรับ Re 300τ =  และคาสูงสุดของความเร็วปนปวน 

rmsu′  นั้นมีขนาดใกลเคียงกันทั้งสองคาเลขเรยโนลด 
  รูปที่ 5.5 และ 5.6 แสดงความเร็วปนปวน rmsv′  และ rmsw′  ตามลําดับ โดยพฤติกรรมของ
ความเร็วปนปวนสองตัวนี้มีลักษณะคลายคลึงกัน คือเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น จุดที่ความเร็ว
ปนปวน rmsv′  และ rmsw′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้น และยังทําใหความเร็ว
ปนปวน rmsv′  และ rmsw′  บริเวณผนังมีคาเพิ่มขึ้นตามไปดวย อยางไรก็ตามคาเลขเรยโนลดนั้นแทบไม
สงผลตอลักษณะการกระจายตัวในบริเวณตรงกลางทอสําหรับความเร็วปนปวน rmsv′  และ rmsw′  เลย 
  รูปที่ 5.7 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  โดยพฤติกรรมของ u v′ ′  นั้นคลายกับ
พฤติกรรมของความเร็วปนปวน rmsu′  คือเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่คาความเคนเฉือนของเรย
โนลด  u v′ ′  มีค าสู งสุ ดได เ ล่ื อน เข า ไปใกลบ ริ เ วณผนั งมากขึ้ น  โดย เลื่ อนจากบริ เ วณ 
2y/H≈ 0.3 สําหรับ Re 205τ =  ไปยังตําแหนง 2y/H ≈ 0.2 สําหรับ Re 300τ =  
  รูปที่ 5.8 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่
คาความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้นและมีคามาก
ขึ้นอีกด วย  โดย เ ล่ือนจากบริ เ วณ  2y/H ≈ 0.31 สํ าห รับ  Re 205τ =  ไปยั งตํ าแหน ง  2y/H ≈  
0.13 สําหรับ Re 300τ =  อยางไรก็ตามพบวาที่ตําแหนงตั้งแต 2y/H > 0.5 ขึ้นไป คาเลขเรยโนลด
แทบไมสงผลตอขนาดและลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  เลย 
  รูปที่ 5.9 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  พบวาทั้งลักษณะการกระจายตัวและ
ขนาดของ v w′ ′  ไมมีความแตกตางกันมากนักทั้งสองคาเลขเรยโนลด โดยพบวากรณี Re 300τ =  มี
ขนาดของเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มากกวากรณี Re 205τ =  เพียงล็กนอยเทานั้น 
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  รูปที่ 5.10(b) และ 5.11(b) แสดงเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลที่ 
Re 300τ =  และ Re 205τ =  ตามลําดับ เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นขนาดของการหมุนวนก็
มี ค ว ามรุ นแร ง เพิ่ มขึ้ นต ามไปด ว ย  โดยขนาดของก ารหมุ นวน เพิ่ ม ขึ้ น จ าก  2.8x10-4  
สํ าห รับ  Re 205τ =  ไป เป น  3.0x10-4 สํ าห รับ  Re 300τ =  โดยขนาดของก ารหมุ นวนใน
แนวแกน x สามารถคํานวณไดจากสมการ (2-11) นอกจากนั้นคาเลขเรยโนลดยังสงผลใหจุด
ศูนยกลางของการหมุนวนไดขยับเขาใกลบริเวณมุมของผนังมากขึ้น โดยสังเกตไดจากจุดศูนยกลาง
ของการหมุนวนตัวลางสุดทางดานซายมือเล่ือนจากตําแหนง (0.622, 0.292) สําหรับ Re 205τ =  ไป
ยังตําแหนง (0.478, 0.206) สําหรับ Re 300τ =  
  สรุปไดวา คาเลขเรยโนลดนั ้นสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบป นปวน
บริเวณผนังของทอโดยสามารถสังเกตไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นคาความเร็วเฉลี่ย (ยกเวน
ความเร็วเฉลี่ย v ), คาความเร็วปนปวน และคาความเคนเฉือนของเรยโนลดบริเวณผนังจะเพิ่มขึ้น
ตามไปดวย อยางไรก็ตามคาเลขเรยโนลดนั้นแทบไมสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบ
ปนปวนบริเวณตรงกลางทอเลย 
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รูปที่ 5.1 การกระจายตวัของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 

u
uτ
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รูปที่ 5.2 การกระจายตวัของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.3 การกระจายตวัของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.4 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.5 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.6 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.7 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.8 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.9 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.10 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 300τ =  

 

2z/H

2y/H

(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2z/H

H

(b)

 
 

รูปที่ 5.11 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 205τ =  
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5.2 ผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน 
 ในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 
  ในการศึกษาผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะ ไดทําการจําลองการไหลในทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะ 3 คาดังนี้ (1) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 (AR1.0), (2) ทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะเทากับ 1.5 (AR1.5) และ (3) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดย
ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ Re 205τ =  หรือ Re 2800b =  เมื่อคํานวณคาเลข
เรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter ในการคํานวณไดทําการกําหนด
ระยะหางระหวางจุดที่ใชในการคํานวณในหนวยของผนังใหมีความใกลเคียงกัน โดยใชระยะหาง
ระหวางจุด 3+Δ ≈  
  จากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง เห็นไดวาคาอัตราสวน
ลักษณะสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไมวาจะเปนความเร็วเฉลี่ย, ความเร็ว
ปนปวน, ความเคนเฉือนของเรยโนลด รวมไปถึงสงผลตอลักษณะของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลอีกดวย โดยในรูปที่ 5.8-5.16 แสดงความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือน
ของเรยโนลดที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ตลอดแนวแกน y โดยที่ระยะ 2y/H = 0.0 คือผนังดานลางและ
ระยะ 2y/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ โดยในการศึกษาพฤติกรรมตลอดแนวแกน y นั้นไดทําการ
เปรียบเทียบกับผลการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงของ Kuroda, Kasagi, and Hirata (1989) ที่จําลอง
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 2890 ซ่ึงปญหา
การไหลนี้ถือไดวามีคาอัตราสวนลักษณะเทากับอนันต (AR = ∞) สวนในรูปที่ 5.17-5.25 แสดง
ความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของเรยโนลดที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ตลอด
แนวแกน z โดยที่ระยะ 2z/H = 0.0 คือผนังดานซายและระยะ 2z/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ 
  รูปที่ 5.12 แสดงความเร็ว u  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  ตั้งแตตําแหนง 2y/H > 0.3 นั้นจะมีลักษณะลูเขาหาความเร็ว 
u  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่ง สําหรับลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว 
u  ตั้งแตตําแหนง 2y/H < 0.3 มีลักษณะที่เหมือนกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.13 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว v  จะมีคาลดลงเรื่อย ๆ อีกทั้งยังทําใหตําแหนงที่ความเร็ว v  มีคามากที่สุดเล่ือน
เขาใกลผนังจากตําแหนง 2y/H = 0.328 สําหรับ AR1.0 ไปยังตําแหนง 2y/H = 0.256 สําหรับ AR2.0 
อยางไรก็ตามเห็นไดวาลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว v  นั้นมีลักษณะเหมือนฟนปลา ซ่ึง
สันนิษฐานวาเปนเพราะจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณในทิศทาง y มีจํานวนนอยเกินไปจึงสงผลให
ความเร็ว v  มีลักษณะเปนเชนนั้น 
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  รูปที่ 5.14 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว w  จะมีคาลดลงเรื่อย ๆ จนเขาใกลศูนย สวนลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็ว w  นั้นมีลักษณะที่คลายกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.15 แสดงความเร็วปนปวน rmsu′  ตลอดแนวแกน  y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวน
ลักษณะมีคาเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsu′  จะมีคาลดลงและลูเขาหาผลของ
ความเร็วปนปวน rmsu′  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่ง โดยคาที่มากที่สุดของ
ความเร็วปนปวน rmsu′  ไดลดลงจาก rmsu uτ′ = 3.180 ไปยัง 3.068 และ 2.977 สําหรับ AR = 1.0,  
AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ อยางไรก็ตามคาอัตราสวนลักษณะจะสงผลตอลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  เฉพาะบริเวณใกลผนังเทานั้น โดยไมสงผลกระทบตอ
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ตั้งแตตําแหนง 2y/H ≈ 0.3 ขึ้นไป 
  รูปที่ 5.16 แสดงความเร็วปนปวน rmsv′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็วปนปวน rmsv′  ตลอดทั้งแนวแกน y มีคาลดลงและลูเขาหาความเร็วปนปวน rmsv′  ของการ
ไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่มากที่สุด
ของความเร็ วปนปวน  rmsv′  ไดลดลงจาก  rmsv uτ′ =  0.781 ไปยั ง  0.766 และ  0.712 สํ าหรับ
AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.17 แสดงความเร็วปนปวน rmsw′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็วปนปวน rmsw′  ในชวง 0.06 < 2y/H < 0.61 มีคาลดลงและที่ลูเขาหาความเร็วปนปวน rmsw′

ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่
มากที ่ส ุดของความเร ็วป นปวน  rmsw′  ไดลดลงจาก  rmsw uτ′ =  1.020 ไปยัง  0.944 และ  0.894 
สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.18 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  จะมีคาลดลง
และลูเขาหาผลของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่
หยุดนิ่ง โดยคาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ไดลดลงจาก 2u v uτ′ ′− = 0.846 
ไปยัง 0.789 และ 0.669 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.19 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะมีลักษณะที่คลายกัน 
แตความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ของ AR1.0 นั้นมีขนาดมากที่สุด รองลงมาคือ AR1.5 และ
ความเคนเฉือนของเรยโนลด  u w′ ′  ของ  AR2.0 นั้นมีขนาดนอยที่ สุด  และมีคา เปนลบดวย              
ในบางบริเวณ 
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  รูปที ่ 5.20 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มีลักษณะคลายกับ Sine Wave และเห็นไดวาเมื่อ
คาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น ขนาดความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  จะมีคาลดลงเรื่อย  ๆ            
จนเขาใกลศูนย 
  รูปที่ 5.21 แสดงความเร็ว u  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  บริเวณตรงกลางทอมีลักษณะที่แบนราบมากขึ้น และ
ความเร็ว u  ในชวง 0.1 < 2z/H < 0.4 มีคาเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.22 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน z ซ่ึงสามารถสังเกตไดวาความเร็ว v  ตลอด
แนวแกน z นั้นมีลักษณะการกระจายตัวและขนาดใกลเคียงกับความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y ใน
กรณีที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 และเห็นไดวาคาอัตราสวนลักษณะนั้นไมสงผลกระทบที่
ชัดเจนตอขนาดของความเร็ว v  สวนลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว v  นั้นมีรูปแบบที่
ใกลเคียงกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.23 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว w  จะมีคาเพิ่มขึ้นและยังทําใหตําแหนงที่ความเร็ว w  มีคามากที่สุดเลื่อนเขาใกล
ผนังจากตําแหนง 2z/H = 0.328 สําหรับ AR1.0 ไปยังตําแหนง 2y/H = 0.208 สําหรับ AR2.0 และเห็น
ไดว าความเร็ว  w  ตลอดแนวแกน  z นั้นมี ลักษณะการกระจายตัวและขนาดใกล เคียงกับ
ความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y ในกรณีที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 อยางไรก็ตามเห็นไดวา
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว w  นั้นมีลักษณะเหมือนฟนปลา ซ่ึงสันนิษฐานวาเปนเพราะ
จํานวนจุดที่ใชในการคํานวณในทิศทาง  z มีจํานวนนอยเกินไปจึงสงผลใหความเร็ว  w  มี        
ลักษณะเปนเชนนั้น 
  รูปที ่ 5.24 แสดงความเร็วป นปวน rmsu′  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื ่อคาอัตราสวน
ลักษณะมีคาเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsu′  จะมีคาลดลงและตําแหนงที่ความเร็ว
ป นปวน  rmsu′  มีค ามากที ่ส ุดได เ ลื ่อนเข าใกลผน ังมากขึ ้น  โดยคาที ่มากที ่ส ุดของความเร ็ว
ปนปวน rmsu′  ไดลดลงจาก rmsu uτ′ = 3.116 ไปยัง 2.995 และ 2.748 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 
และ AR = 2.0 ตามลําดับ และเห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นยังสงผลตอลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  บริเวณกลางทอใหมีลักษณะแบนราบมากขึ้นอีกดวย 
  รูปที ่ 5.25 แสดงความเร็วป นปวน rmsv′  ตลอดแนวแกน z ซึ่งพบวาขนาดของความเร็ว
ปนปวน rmsv′  นั้นมีคาลดลงและตําแหนงที่ความเร็วปนปวน rmsv′  มีคามากที่สุดไดเลื่อนเขาใกล
ผนังมากขึ้นเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsv′  ได
ลดลงจาก  rmsv uτ′ = 1.004 ไปยัง 0.957 และ  0.789 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ  AR = 2.0
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ตามลําดับ และพบวาเมื ่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้นลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว
ปนปวน rmsv′  บริเวณกลางทอมีลักษณะที่แบนราบมากขึ้นอีกดวย 
  รูปที่ 5.26 แสดงความเร็วปนปวน rmsw′  ตลอดแนวแกน z ซึ่งพบวาขนาดของความเร็ว
ปนปวน rmsw′  นั้นมีคาลดลงในบริเวณใกลผนังเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น และพบวา
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  มีลักษณะแบนราบมากขึ้นบริเวณกลางทอเมื่อ
ทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้น อยางไรก็ตามพบวาในกรณี AR2.0 นั ้นพบวาลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  พยายามที่จะรักษาระดับความเร็วบริเวณกลางทอใหมีคา
ใกลเคียงกับกรณีอ่ืน ๆ 
  รูปที่ 5.27 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ตลอดแนวแกน z พบวาลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  มีลักษณะที่ใกลเคียงกันทั้งสามคาอัตราสวน
ลักษณะ และพบวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น ตําแหนงที่ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  มี
คามากที่สุดไดเลื่อนเขาใกลผนังมากขึ้นและมีขนาดมากขึ้น นอกจากนั้นคาอัตราสวนลักษณะยัง
สงผลใหลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  บริเวณกลางทอมีลักษณะ
แบนราบมากขึ้นอีกดวยเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.28 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  จะมีคาลดลง
และตําแหนงที่ความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีคามากที่สุดไดเล่ือนเขาใกลผนังมากขึ้น โดยคาที่
มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ไดลดลงจาก 2u w uτ′ ′− = 0.858 ไปยัง 0.776 และ 
0.717 สําหรับ  AR = 1.0, AR = 1.5 และ  AR = 2.0 ตามลําดับ  นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อทอมีค า
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  บริเวณกลาง
ทอจะมีลักษณะแบนราบมากขึ้น 
  รูปที่ 5.29 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ตลอดแนวแกน z ซ่ึงพบวาขนาด
ของ v w′ ′  นั้นแทบไมมีความแตกตางกันเลยทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ สําหรับในสวนของ
ลักษณะการกระจายตัวนั้นไมสามารถอธิบายถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะไดอยางชัดเจน
นัก  เนื่องจากลักษณะการกระจายตัวของกรณี  AR1.0 และ  AR1.5 นั้นมี ลักษณะที่คลายกัน             
แตแตกตางจากกรณีของ AR2.0 อยางเห็นไดชัด 
  รูปที่ 5.30(b), 5.31(b) และ 5.32(b) แสดงเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลสําหรับกรณี AR1.0, AR1.5 และ AR2.0 ที่ Re 2800b =  ตามลําดับ เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นขนาดของการหมุนวนไดเปลี่ยนแปลงตามไปดวย โดยในกรณี AR1.0 
พบวาขนาดของการหมุนวนนั้นมีขนาดที่ใกลเคียงกันทั้ง 8 ลูก แตเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น
กลับพบวาขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานบนหรือผนังดานลางของทอมีความรุนแรง
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นอยกวาตัวที่อยูติดกับผนังดานซายหรือผนังดานขวา โดยในกรณี AR1.0 ขนาดของการหมุนวนตัวที่
อยูติดกับผนังดานลางซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.622, 0.292) มีขนาดเทากับ 2.8x10-4 สวนขนาด
ของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานซายซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.287, 0.696) มีขนาด
เทากับ 2.7x10-4 ในกรณี AR1.5 ขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานลางซึ่งมีจุดศูนยกลางที่
ตําแหนง (0.866, 0.280) มีขนาดเทากับ 1.7x10-4 สวนขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนัง
ด า นซ า ยซึ่ ง มี จุ ด ศู น ย ก ล า งที่ ตํ า แ หน ง  (0.410, 0.682) มี ขน าด เ ท า กั บ  3.3x10-4 แล ะ ใน
กรณี  AR2.0 ขนาดของก า รหมุ น วนตั วที่ อ ยู ติ ด กั บผนั ง ด า นล า งซึ่ ง มี จุ ด ศู นย กล า งที่
ตําแหนง (0.972, 0.348) มีขนาดเทากับ 1.8x10-4 สวนขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนัง
ดานซายซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.349, 0.745) มีขนาดเทากับ 3.4x10-4 ซ่ึงจากการที่ลักษณะ
การไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลเปนเชนนี้ไดสงผลใหลักษณะการกระจายตัวของคาตาง ๆ ใน
แนวแกน z มีลักษณะที่แบนราบกวาลักษณะการกระจายตัวในแนวแกน y  
  สรุปไดวา คาอัตราสวนลักษณะนั้นสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน
คอนขางชัดเจนทั้งในแนวแกน y และแนวแกน z โดยในแนวแกน y พบวาคาอัตราสวนลักษณะ
สงผลใหขนาดของความเร็ว u , ความเร็ว v , ความเร็ว w , ความเร็วปนปวน rmsu′ , ความเร็ว
ป นปวน rmsv′ , ความเร็วป นปวน rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′ , ความเคนเฉือนของ     
เรยโนลด u w′ ′  และความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มีขนาดลดลงเมื่อคาอัตราสวนลักษณะ
เพิ่มขึ้นและไมสงผลถึงลักษณะการกระจายตัวของคาเหลานี้มากนักในบริเวณตรงกลางทอ 
  สวนในแนวแกน  z นั้นพบว าค าอัตราสวนลักษณะนอกจากจะทํ าใหขนาดของ
ความเร็ว u , ความเร็ว w , ความเร็วปนปวน rmsu′ , ความเร็วปนปวน rmsv′ , ความเร็วปนปวน 

rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  และความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีขนาดเปลี่ยนไป
ยังสงผลใหลักษณะการกระจายตัวมีลักษณะที่แตกตางกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะอีกดวย โดย
ลักษณะการกระจายตัวของทั ้งความเร็ว  u , ความเร็ว  w , ความเร็วป นปวน  rmsu′ , ความเร ็ว
ปนปวน rmsv′ , ความเร็วปนปวน rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′และความเคนเฉือนของ
เรยโนลด u w′ ′  มีแนวโนมที่จะมีลักษณะแบนราบมากขึ้นเรื่อย ๆ ในบริเวณตรงกลางทอเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้น  อยางไรก็ตามในสวนของความเร ็ว  v  และความเคนเฉือนของ           
เรยโนลด v w′ ′  ไมสามารถสรุปถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะไดชัดเจนนัก โดยพบวา
ขนาดของความเร็ว v  และความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ไมแตกตางกันมากนักทั้งสามคา
อัตราสวนลักษณะ อีกทั้งยังมีลักษณะการกระจายตัวที่คลายกันอีกดวย 
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รูปที่ 5.12 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.13 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

u
uτ

v
uτ
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รูปที่ 5.14 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.15 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

rmsu
uτ

′

w
uτ



 80 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

2y/H

Kuroda et al.(1989)
LBM, AR1.0
LBM, AR1.5
LBM, AR2.0

 
 

รูปที่ 5.16 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.17 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

rmsv
uτ

′

rmsw
uτ

′
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รูปที่ 5.18 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.19 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

2

u v
uτ

′ ′−

2

u w
uτ

′ ′−
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รูปที่ 5.20 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.21 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

2

v w
uτ

′ ′−

u
uτ
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รูปที่ 5.22 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.23 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
 

v
uτ

w
uτ
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รูปที่ 5.24 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.25 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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uτ

′
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รูปที่ 5.26 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.27 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.28 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.29 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.30 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.31 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.5  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.32 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
 



บทที่ 6 
สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

   
  เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงผลการวิจัยโดยสรุปและขอเสนอแนะสําหรับการดําเนินงานวิจัย
ตอไป โดยในหัวขอ 6.1 เปนการสรุปเนื้อหาของงานวิจัยที่นําเสนอในบทที่ผานมา สวนใน
หัวขอ 6.2 กลาวถึงขอเสนอแนะในการทําวิจัยตอไปเพื่อปรับปรุงและพัฒนาใหโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นโดยวิธีโครงผลึกโบลตซมันนมีประสิทธิภาพที่สูงขึ้นในการศึกษา
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนโดยใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง 
 

6.1 สรุปผลการวิจัย 

  งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอที่มีหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะและคาเลขเรยโนลด โดยไดเลือกใช
การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงซึ่งถือวาเปนเทคนิคที่มีความถูกตองมากที่สุดในการจําลองการไหล
แบบปนปวนมาใช สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้นไดเลือกใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนซ่ึงเปนวิธีที่
คอนขางใหม และสามารถพัฒนาเพื่อทําการคํานวณแบบขนานไดคอนขางงาย ซ่ึงในการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้น การคํานวณแบบขนานมีความสําคัญคอนขางมากเนื่องจากจํานวนจุดที่ใชในการ
คํานวณนั้นมีคอนขางมากและแทบจะไมสามารถจําลองการไหลบนคอมพิวเตอรเครื่องเดียวได 
  เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเอง  ดังนั้นการตรวจสอบความ
ถูกตองของผลลัพธที่ไดจึงเปนสิ่งที่สําคัญตอความนาเชื่อถือของผลลัพธที่ได โดยปญหาที่นํามาใช
ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นมีทั้งปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสองมิติ, 
ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสามมิติ และปญหาการไหลแบบปนปวนในระบบ
พิกัดฉากสามมิติ ซ่ึงจากการตรวจสอบความถูกตองพบวาผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
ถูกพัฒนาขึ้นมีความนาเชื่อถือ และสามารถนําผลลัพธนั้นไปวิเคราะหถึงพฤติกรรมของการไหล
แบบปนปวนในทอที่มีหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาได 
  สําหรับการศึกษาถึงผลกระทบของคาเลขเรยโนลด ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลข     
เรยโนลด 2 คา คือ Re 300τ =  และ 205 ในทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 ซึ่งจากผลการ
จําลองเชิงตัวเลขที่ไดพบวา คาเลขเรยโนลดสงผลใหขนาดของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน 
และความเคนเฉือนของเรยโนลดบริเวณใกลผนังมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดมากขึ้นแตคาเลข
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เรยโนลดนั้นไมสงกระทบตอลักษณะการกระจายตัวของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และ
ความเคนเฉือนของเรยโนลด นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นนั้นยังสงผลใหขนาด
ของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลมีความรุนแรงมากขึ้นและจุดศูนยกลางของการหมุนวน
นั้นไดขยับเขาใกลบริเวณมุมผนังมากขึ้น 
  ในการศึกษาผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะ ไดทําการจําลองการไหลในทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะ 3 คาดังนี้ (1) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0, (2) ทอที่มีคาอัตราสวน
ลักษณะเทากับ 1.5 และ (3) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดยไดทําการจําลองการ
ไหลที่ Re 2800b =  ซ่ึงจากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดพบวาคาอัตราสวนลักษณะสงผลใหขนาด
ของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของเรยโนลดในแนวแกน y และใน
แนวแกน z มีขนาดที่เปลี่ยนไปจากเดิมเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น แตคาอัตราสวน
ลักษณะสงผลใหลักษณะการกระจายตัวของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือน
ของเรยโนลดมีแนวโนมที่จะมีลักษณะแบนราบมากขึ้นเรื่อย ๆ ในบริเวณตรงกลางทอเฉพาะใน
แนวแกน z เทานั้น สําหรับในแนวแกน y พบวาลักษณะการกระจายตัวของคาเหลานี้มีลักษณะ
คลายกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นขนาด
ของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลตัวที่อยูติดกับผนังดานบนหรือผนังดานลางของทอมีความ
รุนแรงนอยกวาตัวที่อยูติดกับผนังดานซายหรือผนังดานขวา 
 

6.2 ขอเสนอแนะ 

  จากการที่ไดพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนพบวา วิธีโครง
ผลึกโบลตซมันนนั้นมีขอดีคืออัลกอริทึมของวิธีนี้ไมซับซอนมากนักจึงทําใหการพัฒนาโปรแกรม
คอมพิวเตอรทําไดงายทั้งในการคํานวณแบบเครื่องเดียวและในการคํานวณแบบขนาน อยางไรก็
ตามพบวาวิธีโครงผลึกโบลตซมันนนั้นมีขอเสียคือในการคํานวณดวยวิธีนี้มีความจําเปนตองใช
หนวยความจําในการคํานวณคอนขางมากเมื่อเทียบกับวิธีอ่ืน ๆ เนื่องจากจํานวนตัวแปรที่ใชในการ
คํานวณนั้นมีมาก และในการจําลองการไหลในสามมิติดวยวิธีนี้ในปจจุบันสามารถเลือกใชไดแค
ระบบกริดแบบสม่ําเสมอเทานั้นรวมไปถึงระยะหางระหวางจุดตองมีระยะเทากันตลอดทุกทิศทาง
ในการคํานวณ เนื่องจากระบบกริดแบบไมสม่ําเสมอรวมไปถึงระบบกริดแบบไรโครงสรางสําหรับ
วิธีโครงผลึกโบลตซมันนใหผลลัพธที่มีความถูกตองนอยกวาระบบกริดแบบสม่ําเสมอรวมไปถึงมี
เสถียรภาพในการคํานวณคอนขางต่ําอีกดวย และจากขอจํากัดขอนี้จึงจําเปนตองใชจํานวนจุดในการ
คํานวณคอนขางมากซึ่งก็สงผลใหจํานวนหนวยความจําที่ตองการใชนั้นมากขึ้นไปอีก 
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  จากขอจํากัดเกี่ยวกับระบบกริดที่สามารถใชได, จํานวนหนวยความจําที่ตองการใชในการ
คํานวณ รวมไปถึงเครื่องคอมพิวเตอรที่มีนั้นมีจํานวนจํากัด ไดสงผลใหผลลัพธที่ไดจากการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงนั้นมีความถูกตองนอยกวาที่ควรจะเปนเนื่องจากจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณใน
บางสวนของโดเมนนั้นมีจํานวนนอยเกินไป ดังนั้นควรพัฒนาวิธีโครงผลึกโบลตซมันนใหสามารถ
ใชงานไดกับระบบกริดแบบไมสม่ําเสมอรวมไปถึงระบบกริดแบบไรโครงสรางที่มีความถูกตอง
และเสถียรภาพในการคํานวณเทากับหรือใกลเคียงกับระบบกริดแบบสม่ําเสมอ 
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การเพิ่มความเร็วในการคํานวณสําหรับแบบจําลองการชน MRT 
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  เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT นั้นมีรูปสมการอยูในรูปเมตริกซและการคํานวณของ
สมการที่อยูในรูปเมตริกซนั้นจะยุงยากกวาสมการที่อยูในรูปพีชคณิต อยางไรก็ตามเนื่องจาก 
Transformation Matrix และ Diagonal Relaxation Matrix นั้นเปนคาคงที่ตลอดการคํานวณ สามารถ
เปลี่ยนรูปสมการ (3-17) จากสมการที่อยูในรูปเมตริกซเปนสมการพีชคณิตได ดังนี้ 
 
 1. หาคาของเมตริกซ 1−M S  กอนที่จะเขาสูลูปหลักของการคํานวณ ดังนี้ 
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เมื่อ  3 3 3 51 2 2 2 4
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 2. ทําการหา Collision Operator ที่อยูในรูปพีชคณิต 
  จาก Collision Operator ของแบบจําลองการชน MRT  

 
  ( ) ( )1 , ,eqr x t r x t− ⎡ ⎤Ω = −⎣ ⎦M S  (ก-2) 

 
เมื่อ 0 8,...,⎡ ⎤Ω = Ω Ω⎣ ⎦

T  และสามารถหาคา iΩ  ไดดังนี้ 
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  (1) (1) (1)
0 1 0 2 1 5 2c r c r c rΩ = − +  (ก-3a) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 0 3 1 6 2 8 3 9 4 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − + − +  (ก-3b) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

2 1 0 3 1 6 2 11 5 12 6 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − + − −  (ก-3c) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

3 1 0 3 1 6 2 8 3 9 4 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − − + +  (ก-3d) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

4 1 0 3 1 6 2 11 5 12 6 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − − + −  (ก-3e) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

5 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + + + + + +  (ก-3f) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

6 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + − − + + −  (ก-3g) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

7 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + − − − − +  (ก-3h) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

8 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + + + − − −  (ก-3i) 

 
เมื่อ (1) eq

i i ir r r= −  จากนั้นทําการหาคา ir  จากสมการ (3-21) ดังนี้ 

 
  0 0 1 2 3 4 5 6 7 8r f f f f f f f f f= + + + + + + + +  (ก-4a) 

 
  ( )1 0 1 2 3 4 5 6 7 84 2r f f f f f f f f f= − − − − − + + + +  (ก-4b) 

 
  ( )2 0 1 2 3 4 5 6 7 84 2r f f f f f f f f f= − − − − + + + +  (ก-4c) 

 
  3 1 3 5 6 7 8r f f f f f f= − + − − +  (ก-4d) 
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  4 1 3 5 6 7 82 2r f f f f f f= − + + − − +  (ก-4e) 

 
  5 2 4 5 6 7 8r f f f f f f= − + + − −  (ก-4f) 

 
  6 2 4 5 6 7 82 2r f f f f f f= − + + + − −  (ก-4g) 

 
  7 1 2 3 4r f f f f= − + −  (ก-4h) 

 
  8 5 6 7 8r f f f f= − + −  (ก-4i) 

   
ให   (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 0 2 2 1 3 5 2 4 3 1 5 6 2 6 8 3 7 9 4; ; ; ; ; ;a c r a c r a c r a c r a c r a c r a c r= = = = = = =  

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
8 14 7 9 11 5 10 12 6 11 4 1 12 7 2 13 10 4 14 11 5; ; ; ; ; ;a c r a c r a c r a c r a c r a c r a c r= = = = = = =  

 (1) (1)
15 13 6 16 15 8;a c r a c r= =  

 
จะได Collision Operator ในรูปอยางงายสําหรับการเขียนคอมพิวเตอรโปรแกรมดังนี้ 

 
  0 1 2 3a a aΩ = − +  (ก-5a) 

 
  1 1 4 5 6 7 8a a a a a aΩ = − − + − +  (ก-5b) 

 
  2 1 4 5 9 10 8a a a a a aΩ = − − + − −  (ก-5c) 

 
  3 1 4 5 6 7 8a a a a a aΩ = − − − + +  (ก-5d) 

 
  4 1 4 5 9 10 8a a a a a aΩ = − − − + −  (ก-5e) 

 
  5 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + + + + + +  (ก-5f) 
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  6 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + − − + + −  (ก-5g) 

 
  7 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + − − − − +  (ก-5h) 

 
  8 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + + + − − −  (ก-5i) 

 
และสามารถเขียนสมการสําหรับแบบจําลองการชน MRT ใหมไดดังนี้ 

  
  ( ) ( ), , , 0,..., 1i i i if x e t t t f x t i m+ Δ + Δ = −Ω = −  (ก-6) 

 
และสามารถเขียนขั้นตอนการคํานวณของแบบจําลองการชน MRT ใหมไดดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ), ,i i if x t t f x t+ Δ = −Ω   (ก-7a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (ก-7b) 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ข 
 

สรุปรายละเอียดของการจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในงานวิจัยนี้ 
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  ในการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนโดยใชวิ ธีโครงผลึก     
โบลต ซมั นน นั้ น  ในช ว ง เ ริ่ ม ต นขอ งก า รคํ า น วณในทุ ก ก รณี  ( ยก เ ว นก รณี ทดสอบ
กับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดละเอียด) ไดทําการรบกวนคา Distribution Function เพื่อให
การไหลในการจําลองการไหลเปลี่ยนไปเปนการไหลแบบปนปวนไดเร็วข้ึน สําหรับกรณีทดสอบ
กับ  Gavrilakis (1992) ที่คํ านวณบนกริดละเอียดนั้นไดนําคา  Distribution Function ของกรณี
ทดสอบเดียวกันแตคํานวณบนกริดหยาบมาใชเปนคาเริ่มตน หลังจากการไหลเริ่มเปนการไหลแบบ
ปนปวนแลวจึงเริ่มเก็บคาความเร็วและความดัน ณ เวลานั้น ๆ เพื่อนํามาหาคาเฉลี่ยตาง ๆ โดยการ
เก็บคานั้นไปจนกระทั่งการไหลเขาสูสภาวะคงตัวในเชิงสถิติ และไดทําการเก็บทุก ๆ 100 รอบของ
การคํ านวณ  (ยกเวนกรณีทดสอบกับ  Gavrilakis (1992) ที่ คํ านวณบนกริดละ เอี ยดที่ เ ก็บ   
ทุก ๆ 500 รอบของการคํานวณ) 
  รูปที่  ข .1 และ  ข .2 แสดงตัวอยางของความเร็วที่แปรเปลี่ยนกับเวลา  โดยได เ ลือก
ความเร็ว ux ของกรณีทดสอบกับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดหยาบมาแสดง จะเห็นไดวา
เมื่อคํานวณ  15t+ ≈ ( Ht tu Dτ

+ = ) การไหลได เ ร่ิมเปนการไหลแบบปนปวนจึงได เ ร่ิมเก็บ
คา ณ เวลานี้สําหรับในกรณีนี้ สวนในกรณีอ่ืน ๆ นั้นก็ไดทําแบบเดียวกัน (ยกเวนกรณีทดสอบ
กับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดละเอียดเนื่องจากในกรณีนี้คาเริ่มตนที่นํามาใชเปนลักษณะ
ของการไหลแบบปนปวนอยูแลวจึงสามารถเริ่มเก็บคาเพื่อนําไปหาคาเฉลี่ยไดเลย) สําหรับ
รายละเอียดตาง ๆ สําหรับการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงโดยใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในงานวิจัย
นี้ไดสรุปไวในตารางที่ ข.1 
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รูปที่ ข.1 แสดงตัวอยางของความเร็ว ux ณ จุด ๆ หนึ่งที่ตาํแหนง 2x/H = 6.0, 2y/H = 2z/H = 1.0  

 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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t+  
 

รูปที่ ข.2 แสดงตัวอยางของความเร็ว ux ณ จุด ๆ หนึ่งที่ตาํแหนง 2x/H = 6.0, 2y/H = 2z/H = 1.0  
   (ขยายจากรูปที่ ข.1) 
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บทความที่ไดรับการตีพิมพเผยแพร 
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