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 Generally, the study and analysis of linear viscoelasticity materials is to 

investigate the relationship between input (stress or strain) on such materials and 

output (strain or stress) that occurs from the response of such materials. The control 

theory can be used to find out the dynamic responding behavior of materials. 

In the present study, the transfer function synthesis is proposed to accurately 

describe the properties of the linear viscoelasticity materials, such as, creep, stress 

relaxation and recovery behaviors of materials. The viscosity, elasticity, and input 

frequency from the experimental set-up are measured. To determine the transfer 

function coefficients, the least square method, the weighting least square method with 

input frequency, and the weighting least square method with variance are used. The 

results will be used to develop more efficient experimental set-up. 
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E  มอดุลัสของยังตามความยาว 
F แรง 
F(t) แรงกระทําภายนอก ณ เวลา t ใด ๆ 
G  มอดุลัสของการเฉือน 

( )G ω∗  คามอดุลัสเชิงซอน (Complex  modulus)  
( )G ω′  คามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage  modulus) 
( )G ω′′  คามอดุลัสสูญเสีย (Loss  modulus) 
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บทที่ 1                                                                               
บทนํา 

 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

โดยทั่วไปเมื่อกลาวถึงสมบัติเชิงกลของวัสดุแลว วัสดุในอุดมคติที่เปนที่รูจักกันดี  คือ 
ของแข็งยืดหยุน (Elastic solid)  และของเหลวหนืด (Viscous liquid) โดยของแข็งยืดหยุนนั้น      
เมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูในสมดุลใหม  แตเมื่อแรง
กระทํานั้นถูกลดใหเปนศูนย  วัสดุก็จะคืนสภาพกลับสูรูปรางหรือสมดุลดังเดิมทันที (ยกเวนในกรณี
ที่ผานจุดคราก (Yield)) ตรงกันขามกับของเหลวหนืดที่จะเปลี่ยนแปลงรูปรางอยางไมสามารถคืน
ตัวกลับมาอยูในสภาพเดิม  เมื่อไมมีแรงกระทําแลว ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของฮุค 
(Hook’s law) และกฎของนิวตัน (Newton’s law) ตามลําดับ สําหรับวัสดุบางชนิด เชน พอลิเมอร 
หรือแมแตเลือดและกลามเนื้อของมนุษย  ไมสามารถจะจัดใหอยูในกลุมของของแข็งยืดหยุนหรือ
ของเหลวหนืดได  เนื่องจากขึ้นอยูกับองคประกอบตาง ๆ  เชน  ความถี่  อุณหภูมิ  เวลา อัตราเร็วใน
การทดสอบ  เปนตน  ซ่ึงวัสดุที่มีคุณสมบัติประเภทนี้จะถูกเรียกวา  วัสดุยืดหยุนหนืด (Viscoelastic 
materials)  ซ่ึงการตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดจะแสดงคุณสมบัติที่ผสมกันระหวางของแข็ง
ยืดหยุนและของเหลวหนืด (จินตมัย สุวรรณประทีป, 2539) 

โดยทั่วไปการศึกษาเกี่ยวกับความยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity)  จะศึกษาถึงความสัมพันธ
ระหวางความเคน (Stress) และความเครียด (Strain) ที่ไมเปนสัดสวนคงที่ แตจะขึ้นอยูกับเวลาใน
การตอบสนองของวัสดุ  คือความสัมพันธนี้จะมีลักษณะที่ไมคงที่  แตจะเปลี่ยนไปตามเวลา  ซ่ึงการ
อธิบายพฤติกรรมของไหลที่เปนของเหลวหนืด จะอาศัยแบบจําลองที่ใชกระบอกของเหลวลูกสูบ 
(Dashpot) และในสวนของการอธิบายพฤติกรรมของแข็งยืดหยุนจะอาศัยแบบจําลองที่ใชสปริง 
(Spring) (Geil, 2002)  โดยแบบจําลองทั่วไปที่ใชกับวัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear 
viscoelasticity)  ไดแก แบบจําลองของแมกซเวลล (Maxwell model)  และแบบจําลองของเคลวิน-
โวค (Kelvin-Voigt model) (มนัส แซดาน, 2538) โดยสวนมากการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืด       
เชิงเสนจะพิจารณาที่ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน (Elasticity)  และความถี่ (Frequency)    
ซ่ึงคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดดังกลาวนั้น  สามารถสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได ดังนั้น  
ในการศึกษาวิจัยในครั้งนี้จึงเปนไปเพื่อการนําขอมูลที่มีอยู  อาทิเชน ความหนืด (Viscosity),        
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ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน นํามาใชในการ
เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร  เพื่อใชในการหาคาฟงกชันการถายโอนของวัสดุนั้น ๆ  และนําไปใช
เปนแนวทางเพื่อนําไปพัฒนาองคความรูใหมเกี่ยวกับการวิจัยในระดับตอไป    
 

1.2  วัตถุประสงคการวิจัย 
1.  นําขอมูลที่มีอยู อาทิเชน ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ 

(Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน นํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนของ
วัสดุ 

 2. ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรมสําหรับสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอน 
 

1.3  สมมติฐานของการวิจัย 
ดวยคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน 

(Elasticity)  และความถี่ (Frequency)) สามารถนํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได 
 

1.4  ขอตกลงเบื้องตน 
โปรแกรมการหาฟงกชันการถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  จะวิเคราะหโดยใช

โปรแกรม MATLAB 6.5 และ/หรือ โปรแกรม Microsoft visual studio 6.0 
 

1.5  ขอบเขตของการวิจัย 
งานวิจัยนี้ทําการศึกษาการใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรม เพื่อใชในการ

สังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนของวัสดุ โดยอาศัยคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสนของวัสดุ 
 

1.6  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1.  ภาคการศึกษาและวิจัยที่เกี่ยวของกับวัสดุศาสตรที่มีคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสน 
2.  การออกแบบและพัฒนาอุปกรณสําหรบัการวัดความยืดหยุนหนืดเชิงเสน 



บทที่ 2                                                                               
ปริทัศนวรรณกรรมและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

2.1  สมบัติเชิงกลของวัสดุ 

โดยทั่วไปเมื่อกลาวถึงคุณสมบัติเชิงกลในวัสดุอุดมคติ จะประกอบไปดวย 
2.1.1 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน (Elastic solid) 

 คือวัสดุเมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูใน  
สมดุลใหม  เมื่อแรงกระทํานั้นลดลงเปนศูนย  วัสดุก็จะคืนสภาพกลับสูรูปรางหรือสมดุลดั้งเดิม
ทันที (ยกเวนในกรณีที่ผานจุดคราก)  ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของฮุค (Hook’s law) 

2.1.2 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติของเหลวหนืด (Viscous liquid) 
 คือวัสดุเมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูใน
สมดุลใหม เมื่อแรงกระทํานั้นถูกลดใหเปนศูนย  วัสดุจะเปลี่ยนรูปรางอยางไมสามารถคืนตัว
กลับมาอยูในสภาพเดิม  เมื่อไมมีแรงกระทําแลว  ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของนิวตัน 
(Newton’s law) 

2.1.3 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity) 
 คือวัสดุที่ไมสามารถจัดใหอยูในกลุมของของแข็งยืดหยุนหรือของเหลวหนืดได  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) 

b) 

c) 

d) 

 

ความเคน 

ความเครียด 

ความเครียด 

ความเครียด 

Load 

Elastic 

Viscous 

Viscoelastic 

t1 t2 

 

รูปที่ 2.1 แสดงการตอบสนองของวัสดุประเภทตาง ๆ เมื่อไดรับแรงกระทํา 
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เนื่องจากเปนวัสดุที่แสดงคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและของเหลวหนืด โดยคุณสมบัติยืดหยุน
หนืดขึ้นอยูกับองคประกอบตาง ๆ เชน อุณหภูมิ เวลา อัตราเร็วในการทดสอบตัวอยาง ความถี่    
เปนตน รูปที่ 2.1 แสดงการตอบสนองของวัสดุที่มีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน, ของเหลวหนืดและ
ยืดหยุนหนืด  เมื่อวัสดุไดรับแรงเคน ณ เวลา และแรงเคนมีคาเปนศูนย ที่เวลา  พบวา สําหรับ

วัสดุที่มีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุนจะมีการตอบสนองเปนไปตามกฎของฮุคดังแสดงในรูปที่ 1b  
สําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติของเหลวหนืดจะมีการตอบสนองเปนไปตามกฎของนิวตัน ดังแสดงใน
รูปที่ 1c และสําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืด  จะแสดงคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและ
ของเหลวหนืดดังแสดงในรูปที่ 1d  

1t 2t

 

2.2  วัสดุยืดหยุนหนืด (Viscoelastic materials) 
วัสดุยืดหยุนหนืดเปนวัสดุซ่ึงมีคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและของเหลวหนืด  โดยทั่วไป

การศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืด  จะศึกษาถึงความสัมพันธระหวางความความเคนและความเครียด ซ่ึงจะ
ขึ้นอยูกับอุณหภูมิและเวลา (Zhang and Pang, 2002)  ซ่ึงสามารถจําแนกวัสดุออกไดเปน 2  ประเภท
ดังตอไปนี้ 

-  วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear viscoelasticity of materials) 
-  วัสดุยืดหยุนหนืดไมเชิงเสน (Non-linear viscoelasticity of materials) 
2.2.1 วัสดุยืดหยุนหนืดเชงิเสน (Linear viscoelasticity of materials) 

 วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน จะแสดงความสัมพันธระหวางความเคน ( ) และ
ความเครียด ( ) ซ่ึงขึ้นอยูกับเวลา หรือ ความถี่  จะมีพฤติกรรมการตอบสนองสัมพันธกัน
ระหวางความเคนและความเครียดคือ 

)(tσ

)(tε

 

Linear Viscoelasticity 
of Materials 

ความเคน )(tσ  
ความเครียด )(tε  

ความเครียด )(tε
ความเคน )(tσ  
 

 
 

รูปที ่2.2 แสดงพฤติกรรมความเปนเชิงเสนระหวางความเคนและความเครียด 

 
 เมื่อมีอินพุท (ความเคน หรือ ความเครียด) เพิ่มขึ้น ก็จะทําใหเอาพุท (ความเครียด 
หรือ ความเคน) เพิ่มขึ้นดวย (David, 1998) ทํานองเดียวกัน ถามีคาอินพุท (ความเคน หรือ
ความเครียดลดลง  ก็จะทําใหเอาพุท (ความเครียด หรือ ความเคน) ลดลงดวย  เมื่อเราพิจารณาถึง
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ทฤษฎีที่เกี่ยวของกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น  จะมีทฤษฎีที่ใชอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ สําหรับ
วัสดุในอุดมคติ  โดยทั่วไปวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะมีเงื่อนไขวา  วัสดุนั้นตองถูกกระทําที่
ความเครียดต่ํา, อุณหภูมิต่ํา และที่ชวงความถี่ต่ําในการทดสอบ  ซ่ึงโดยทั่วไปแลวในการอธิบาย
พฤติกรรมความยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น  จะใชแบบจําลองในการอธิบายพฤติกรรมการตอบสนอง
ตาง ๆ ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  อาทิเชน แบบจําลองแมกเวลส (Maxwell model), แบบจําลอง
เคลวิน-โวค (Kelvin-Voigt model) และแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน (Standard linear model)  ซ่ึง
แบบจําลองตาง ๆ เหลานี้  ชวยในการอธิบายพฤติกรรมการตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  
ซ่ึงจะประกอบไปดวย  ของแข็งยืดหยุนเชิงเสน (Linear elastic solid)  หรือสปริงที่เปนไปตามกฎ
ของฮุค (Hookean spring) ดังแสดงในรูปที่ 2.3 

 
 L 

δ  

σ  P

Eσ ε=  

 

 Eσ ε=  

 

 
รูปที่ 2.3 แสดงของแข็งยืดหยุนเชิงเสน (Linear elastic solid)  หรือสปริง 

 
และของเหลวหนืดเชิงเสน (Linear viscous fluid) หรือกระบอกสูบแบบนิวทอเนียล (Newtonian 
dashpot) (David, 1998) ดังแสดงในรูปที่ 2.4  

   
τ  

d
dt
γτ η=  

 
 
รูปที่ 2.4 แสดงของเหลวหนดืเชิงเสน (Linear viscous fluid) หรือ กระบอกสูบแบบนิวทอเนยีล 

              (Newtonian dashpot) 
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กลับมาสูสมดุลเดิม (พิจารณาที่วัสดุยังไปเกินจากความเคนจุดคราก (Yield stress)) ซ่ึงลักษณะ
ดังกลาวมีความคลายคลึงกับพฤติกรรมของของแข็งยืดหยุนดังรูปที่ 1b  ดังนั้นถาแทนแรงดวย  
ความเคน ซ่ึงมีความสัมพันธเชิงเสนกับความเครียด โดยมีคาคงที่คือ  มอดุลลัสของยัง  ซ่ึง
ความสัมพันธที่ไดกลาวมาขางตน คือ กฎของฮุก จากรูปที่ 2.3 จะไดวา 
 
 Eσ ε=  (2.1)  
  
โดยที่    

σ  =  ความเคน 
ε   =  ความเครียดตามความยาว 
E  =  มอดุลัสของยังตามความยาว 

สวนกรณกีารเปลี่ยนแปลงรปูจากการเฉือน จากรูปที่ 2.4 จะไดวา 
 

Gτ γ=  (2.2) 
 
โดยที่    

τ  =  ความเคนเฉอืน 
γ  =  ความเครียดเฉือน 
G  =  มอดุลัสของการเฉือน 

ซ่ึงคา E และคาG  เปนสมบัติเฉพาะของวัสดุ  แตสําหรับกระบอกสูบนิวทอเนียลนั้น เมื่อใหแรง
กับ กระบอกสูบแลวลดแรงที่กระทําจนเปนศูนยแลวนั้น  กระบอกสูบจะเกิดการสูญเสียพลังงานที่มี
อยูทันที ซ่ึงเมื่อสูญเสียพลังงานไปแลว  กระบอกสูบก็จะไมสามารถกลับคืนสูสมดุลเดิมได               
ซ่ึงพฤติกรรมที่เกิดขึ้นนี้มีความคลายคลึงกับลักษณะของของเหลวหนืดดังรูปที่ 1c  คือ  เมื่อลดแรง
กระทําลงจนเปนศูนยแลว  ของเหลวหนืดจะไมสามารถกลับสูสมดุลเดิมได  สําหรับของเหลวหนืด
อาจกลาวไดวาความสามารถในการไหลของวัสดุหรือความเร็วในการไหลจะแปรผันกับความเคน
ของวัสดุนั้น ๆ  ซ่ึงก็คือกฎของนิวตันสําหรับของไหลนั่นเอง (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  จะไดวา 
 

Eσ η ε=  (2.3) 
  
โดยที ่

σ  =  ความเคน 
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ε  =  ความเร็วของการเปลี่ยนรปูตามยาว 

Eη  =  ความหนืดตามความยาว 
สวนกรณกีารเปลี่ยนแปลงรปูจากการเฉือน จะไดวา 
 

τ ηγ=  (2.4) 
 
โดยที่    

τ  =  ความเคนเฉอืน 
γ   =  ความเร็วของการเปลี่ยนรปูจากการเฉือน 

  η  =  ความหนืดจากการเฉือน 
ซ่ึงถานําสปริงและกระบอกสูบนิวทอเนียลมาประกอบเขาดวยกัน  ก็จะสามารถอธิบายพฤติกรรม
การตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได  โดยพฤติกรรมที่มีความสําคัญสําหรับวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน คือ  การคืบ (Creep),  การพักความเคน (Stress relaxation) และการคืนรูป (Recovery) 
โดยพฤติกรรมเหลานี้มีความสําคัญสําหรับการทํานายคุณสมบัติของผลิตภัณฑของพอลิเมอรได  
เมื่อมีการใชงานที่มีความเคนหรือความเครียดตอเนื่องเปนเวลานาน  เชน  ยางรัดของ, ทอแกสความ
ดันสูง, ยางรองคอสะพาน (มนัส แซดาน, 2537) หรือเปนพฤติกรรมที่ชวยในการทํานายไดวา
กระบวนการผลิตอาหารมีตัวแปรใดบางที่มีผลกระทบกับการบํารุงรักษาผลิตภัณฑอาหารที่ผลิต
ออกมา  เปนตน  

2.2.2 วัสดุยืดหยุนหนืดไมเชิงเสน (Non-linear viscoelasticity of materials) 
 โดยธรรมชาติแลววัสดุจะแสดงคุณสมบัติเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน ดังที่ไดกลาว
มาแลวนั้น  เมื่อคาความเคนและความเครียดมีคาต่ําคาหนึ่ง  แตเมื่อความเคนหรือความเครียดมีคา
สูงเกินระดับนั้นแลว วัสดุจะแสดงคุณสมบัติยืดหยุนหนืดไมเชิงเสนแทน  โดยความสัมพันธของ   
ความเคนและความเครียดนั้นนอกจากจะขึ้นอยูกับเวลาแลว  ยังขึ้นอยูกับระดับของคาความเคน 
และความเครียดอีกดังรูปที่ 2.5 โดย ( ) ( ,t f )tε σ=  หรือ ( ) ( ,t f )tσ ε=  โดยพบวา วัสดุยืดหยุนหนืด      
ไมเชิงเสนจะไมไดขึ้นกับเวลาเพียงอยางเดียว  แตจะขึ้นอยูกับระดับของความเคนและความเครียด  
ซ่ึงอิทธิพลที่มีผลกับความเปนเชิงเสนและไมเปนเชิงเสนของวัสดุยืดหยุนหนืด  คือ  อุณหภูมิ และ 
Anisotropy ซ่ึงถาอุณหภูมิมีคาสูงขึ้น  จะทําใหความไมเปนเชิงเสนมีคามากขึ้น  และสําหรับกรณี
ของ Anisotropy นั้น  ระดับหรือลักษณะของการเกิด Anisotropy  ในวัสดุยืดหยุนหนืดจะมีผลทําให
ระดับความไมเปนเชิงเสนของวัสดุช้ินนั้น ๆ แตกตางกันได  ซ่ึงสําหรับงานวิจัยฉบับนี้จะเนน
การศึกษาเฉพาะวัสดุยืดหยุนหนืดแบบเชิงเสนเทานั้น  
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Linear behavior 

Non-Linear behavior 

ความเคน σ  

ความเครยีด ( )ε

21tt

2t

2t
12 > tt  

 
 

รูปที่ 2.5 แสดงความสัมพันธของความเคนและความเครียดของวัสดุยดืหยุนเชิงเสนและ 
 การยืดหยุนไมเชิงเสนของวสัดุ 
 

2.3  พฤติกรรมของวัสดยุืดหยุนหนืด (Viscoelastic behaviors) 
ตามที่ไดกลาวมาในหัวขอที่ผานมา   พบวาพฤติกรรมที่สําคัญที่ชวยในการทดสอบ        

วัสดุยืดหยุนหนืด คือ การคืบ (Creep),  การพักความเคน (Stress relaxation) และการคืนรูป 
(Recovery)  ในหัวขอนี้จะกลาวถึงพฤติกรรมเหลานี้  เพื่อเพิ่มความเขาใจในการศึกษาคุณสมบตัขิอง
วัสดุยืดหยุนหนืด  

2.3.1 การคืบ (Creep) 
 การคืบเปนการศึกษาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัสดุที่เปนฟงกชันของเวลา  เมื่อมี
แรงกระทําตอวัสดุดังแสดงในรูปที่ 2.6 การเปลี่ยนแปลงความเคนและความเครียดกับเวลา
สอดคลองกับการคืบ ที่เวลา t  ความเครียดที่ตอบสนองตอความเคนเกิดขึ้นอยางทันทีทันใด  
ซ่ึงเปนการตอบสนองของสวนที่ยืดหยุนสมบูรณ  แตที่เวลา  พบวาความเครียดจะเพิ่มขึ้น  
อยางชา ๆ  และไมเปนเชิงเสน  ซ่ึงเกิดการไหลหนืดและเปนของไหลแบบนอนนิวทอเนียน (Non-
newtonian fluid)  เมื่อเวลา 

0=

0t >

t α→  ความเครียดจะมีคาคงที่  แสดงวาเขาสูสมดุลใหมซ่ึงถือวาเปน
คุณสมบัติของของแข็งยืดหยุน  การคืบเปนการศึกษาคุณสมบัติเฉพาะของวัสดุ  เพื่อบงบอกสภาวะ
การไหลของวัสดุยืดหยุนหนืดใด ๆ  ซ่ึงสิ่งที่ไดจากการวัดคาการเปลี่ยนแปลงรูปหรือความเครียด
กับเวลา  ทําใหเราสามารถนิยามฟงกชันของ  ซ่ึงแสดงการยินยอมใหมีการเปลี่ยนรูปเกิดขึ้น  
หรือเรียกวาฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) ซ่ึงสําหรับวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะไดวา

(J t)
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M 

M 

0ε

1ε
0t =

t t=
 

 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.6 แสดงคุณสมบัติการคืบของวัสดุ

 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปจากการเฉือน 
 

0

( )J t γ
τ

=  (2.5) 

 
โดยที ่

( )J t  =  ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) 
γ     =  ความเครียดเฉือน (Shear strain) 

0τ   =  ความเคนเฉอืนคงที่ 
 

 

(a) (b) 
เวลา เวลา 

ความเคน ความเครียด  
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.7 แสดงการเปลี่ยนแปลงของความเคนและความเครียดกับเวลา (a) ความเคนคงที่

 (b) การตอบสนองของความเครียดที่เกิดขึ้น 
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จากรูปที่ 2.7 แสดงการเปลี่ยนแปลงของความเครียดกับเวลา เมื่อไดรับความเคนคงที่คาหนึ่ง   
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปตามยาว 
 

0

( )J t ε
σ

=  (2.6) 

 
โดยที่    

( )J t  =  ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) 
ε       =  ความเครียด (Strain) 

0σ     =  ความเคนคงที่ 
ซ่ึงคาฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป จะขึ้นอยูกับเวลาเพียงอยางเดียว โดยเมื่อ
คา  มีคามาก แสดงวาวัสดุมีคาความหนืดนอย  ( )J t ซ่ึงการวัดการคืบเปนวิธีการทดสอบวัสดุโดย
วัดการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เพิ่มขึ้นภายใตแรงกระทําคงที่  สามารถทําการทดสอบไดหลายวิธีเชน  
การวัดการคืบแบบยืดตัว (Tension),  ยุบตัว (Compression)  และการเฉือน (Shear) การวัดการคืบ
แบบยุบตัวนิยมใชในการทดสอบงานที่ตองรองรับน้ําหนักอยูตลอดเวลา  เชน  ยางรองฐานของ
อาคาร  ยางรองฐานเครื่องจักรกล  ยางรองคอสะพาน  ถายางมีการคืบมาก  ในกรณีของยางรองฐาน
เครื่องจักรกล  ก็อาจจะทําใหเครื่องจักรเกิดความเสียหายได  เปนตน 

2.3.2 การพักความเคน (Stress relaxation ) 
 การพักความเคนเปนพฤติกรรมของวัสดุยืดหยุนหนืด  เมื่อมีความเครียดที่มีคาคงที่ 
คาหนึ่งกระทําตอวัสดุ  ซ่ึงการตอบสนองของความเคนจะมีคาลดลงดังแสดงในรูปที่ 2.8  การพัก
ความเคนเปนวิธีการทดสอบโดยการวัดความเคนหรือแรงที่ลดลงตามเวลา  สําหรับวัสดุพอลิเมอร       
อาทิเชน ยาง  เมื่อทําใหยางมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางคงที่  นิยมใชในการทดสอบปะเก็นยาง 
(Rubber gasket)  แหวนยาง (O–ring)  สําหรับใชในงานเชื่อมอัดรอยตอ  เพื่อปองกันการรั่วไหลของ
ของเหลวขณะใชงาน  เมื่อยางถูกอัดในบริเวณพื้นที่ที่จํากัดของรอยตอจะทําใหเกิดความเคน   
(ความดัน) ขึ้นในยาง    ซ่ึงปองกันไมใหของเหลวไหลผานรอยตอได   เมื่อใชงานเปนระยะเวลา 
นาน ๆ  ความเคน (ความดัน) ของยางจะคอย ๆ ลดลง  ในที่สุดความดันของของเหลวจะสูงกวา
ความเคน (ความดัน) ของยาง  ทําใหของเหลวรั่วไหลออกมาได  ดังนั้นการออกแบบรูปรางและ
สูตรของยางที่ใชสําหรับงานประเภทนี้จึงมีความสําคัญเปนอยางยิ่ง (กาจพันธ  สกุลแกว, 2547)  
จากที่ไดกลาวมาแลวนั้นพบวา  การคืบและการพักความเคนนั้นเปนปรากฏการณที่สําคัญของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด  การพักความเคนบอกถึงความสามารถของวัสดุในเชิงความยืดหยุน (Elastic)  หรือ  
อีกนัยหนึ่งก็คือความสามารถในการตานการเปลี่ยนรูปของวัสดุนั่นเอง  ซ่ึงสําหรับวัสดุบางชนิด  

 



163
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เชน  พอลิเมอร  การพักความเคนจะเกี่ยวของโดยตรงกับการเปลี่ยนแปลงไปของลักษณะโครงรูป
ของโซพอลิเมอร (สมบัติ พุทธจักร, 2547)   ซ่ึงสามารถนิยามคามอดูลัสหรือฟงกชันการพัก     
ความเคนไดทั้งแบบเฉือนและแบบตามยาว  
 
 

 
 
 
 
 
 

 

(b) 
เวลา 

(a) 
เวลา 

ความเคน ความเครียด 

 

รูปที่ 2.8 แสดงการลดลงของความเคนเปนฟงกชันกับเวลา (a) ความเครียดคงที่ 
 (b) การตอบสนองของความเคนที่เกิดขึน้ 
 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปจากการเฉือน 
 

0

( )G t τ
γ

=  (2.7) 

 
โดยที ่

( )G t  =  มอดุลัสของการเฉือน
τ    =  ความเคนเฉอืนคงที่  

0γ    =  ความเครียดเฉือนคงที่ (Shear strain) 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปตามยาว 

 

0

( )( ) tE t σ
ε

=  (2.8) 
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โดยที่  
( )E t  =  มอดุลัสของยัง (Young's modulus)

σ     =  ความเคน (Stress)  

0ε    =  ความเครียดคงที่ (Strain) 
ฟงกชันการคืบและฟงกชันการพักความเคน  สามารถทํานายพฤติกรรมพื้นฐานของวัสดุประเภท 
นั้น ๆ ได  ซ่ึงมีความสําคัญอยางมากตอการวิเคราะหผลิตภัณฑ  เมื่อมีการใชงานที่มีความเคนหรือ
ความเครียดตอเนื่องเปนเวลานาน 

2.3.3 การคืนรูป (Recover) 
 การคืนรูปเปนปรากฏการณที่ตอเนื่องมาจากการคืบและการพักความเคน หลังจาก เอา
ความเคนหรือความเครียดออก  ซ่ึงวัสดุยืดหยุนหนืดจะมีคุณสมบัติอยูระหวางวัสดุยืดหยุน และวสัดุ
ของเหลวหนืด  ดังนั้นการหดกลับของวัสดุพวกนี้จึงเกิดขึ้นไดบางสวน  หรือบางสวนผิดรูปไป ดัง
รูปที่ 2.9  การวัดการคืนรูปเปนวิธีการทดสอบโดยการวัดการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้น หลังจาก
ปลอยแรงที่กระทําใหวัสดุยืดหยุนหนืดมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง  นิยมใชในการทดสอบ  พอลิเมอร
จําพวกยางสําหรับใชในงานที่ตองรองรับนํ้าหนักหรือแรงอัดอยูตลอดเวลา เชน       ปะเก็นยาง,  
แหวนยาง ,  ยางรองฐานเครื่องจักรกล , ยางรองคอสะพาน , ยางขอบกระจก   เพื่อประเมิน
ความสามารถในการคืนสูรูปรางเดิมของยาง  หลังจากทําใหมีการเปลี่ยนรูปรางหรือถูกอัดภายใต
แรงอัด  ซ่ึงจะสงผลตอประสิทธิภาพของยางในการรักษาระดับความสามารถในการรองรับนํ้าหนัก
หรือแรงอัด  การผิดรูปอยูตัวเกิดขึ้นเมื่อยางขณะอยูภายใตความเคน (Stress)  หรือแรงที่กระทํา 
(ไดแก แรงดึง แรงอัด หรือแรงเฉือน) เปนระยะเวลาหนึ่ง เชน เปนวันหรือสัปดาห ทําใหเกิด
ความเครียด (Strain) ภายในโครงสรางโมเลกุลที่มีการเชื่อมโยง โครงสรางโมเลกุลเหลานั้นจะ
พยายามปรับตัวเพื่อผอนคลายความเครียดที่เกิดขึ้น โดยเกิดการเลื่อนไถลระหวางกันจนกระทั่ง  
ขาดออก จากนั้นเกิดการจัดโครงสรางการเชื่อมโยงใหม โครงสรางที่เกิดจากการเชื่อมโยงใหมนี้มี
เสถียรภาพมากกวาเดิม และตานการกลับคืนสูรูปเดิมของยางหลังจากปลอยจากความเคนหรือแรงที่
กระทํา   อัตราการเกิดการผิดรูปอยูตัวของยางเมื่ออยูภายใตความเคนหรือแรงที่กระทําขึ้นอยูกับ
อุณหภูมิที่สูงขึ้นและปริมาณของออกซิเจน (ซ่ึงเปนตัวเรงปฏิกิริยาการขาดของโครงสรางที่มี      
การเชื่อมโยงระหวางโมเลกุล (Devulcanisation)  การทดสอบการผิดรูปอยูตัวของยางนอกจากเปน
การทดสอบเพื่อประเมินประสิทธิภาพของยางในการคืนสูรูปเดิม  ซ่ึงสงผลตอคุณภาพของยาง    
เมื่อใชงานภายใตแรงอัดหรือน้ําหนักกดคงที่แลว  ยังเปนการตรวจสอบเพื่อควบคุมคุณภาพ 
(Quality control check) ผลที่ไดบอกใหทราบถึงสถานะการคงรูป (State of cure) ของชิ้นทดสอบ
ยางนั้น  ช้ินทดสอบยางที่ใชเวลาในการคงรูป (Cure) ตํ่ากวาจุดที่เหมาะสม (Undercured test piece)  
จะใหคาการผิดรูปอยูตัวคอนขางสูง  การทดสอบการผิดรูปอยูตัวของยางอาจทดสอบในลักษณะ
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ของการยืดตัวหรือการยุบตัวภายใตความเคนคงที่ (Constant stress) หรือความเครียดคงที่ (Constant 
strain) ก็ได (กาจพันธ สกุลแกว, 2547) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

viscoelasticviscous 

t

viscoelastic

elastic 

elastic viscous 

σ  effect 

relaxation recover 

σ  

 

รูปที่ 2.9 แสดงระหวางการพักความเคนและการคืนรูปของวัสดุยืดหยุนหนดื
 

2.4 คุณสมบัติเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด (Dynamic properties of viscoelastic) 
การศึกษาทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืดนั้นมีหลายรูปแบบ  เชน  การดึง  การกด หรือ

การเฉือน  ทั้งที่มีคุณสมบัติเชิงเสนและไมเปนเชิงเสน  โดยการกระตุนและการวัดการตอบสนอง
ของวัสดุ  การกระตุนอาจเปนแบบฉับพลัน  หรือแบบตอเนื่อง  หรือแบบฮารมอนิก  ซ่ึงจากขอมูล  
ที่วัดไดนําไปสูการวิเคราะหและคํานวณหาคาคงที่  ซ่ึงแสดงสมบัติเฉพาะ  ตลอดจนชี้ใหเห็นถึง
ความสัมพันธตาง ๆ ระหวางฟงกชันทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืด  นอกจากนี้การกระตุนเปน
จังหวะของรอบความถี่  ที่เรียกวาการทดลองเชิงพลวัต  ยังสามารถกระทําไดใหหองปฏิบัติการ     
ซ่ึงมีขอดีคือ  ผลจากน้ําหนักของตัวอยางที่นํามาทดลอง  จะไมมีผลกระทบกับคาตาง ๆ ที่วัดได   
เมื่อการกระตุนเปนจังหวะเชิงพลวัตโดยการเฉือน  เนื่องจากทิศทางแรงเฉือนตั้งฉากกับทิศทางของ
น้ําหนัก (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  

2.4.1 ฟงกชนัการพกัเชิงพลวัต (Dynamic relaxation functions) 
 การศึกษาทางรีโอโลยีอีกรูปแบบหนึ่ง  คือ  การศึกษาการตอบสนองเชิงพลวัต
โดยเฉพาะการทดลองแบบเฉือน  เชนการใหความเคนแลววัดความเครียด  หรือการใหความเครียด
แกระบบแลววัดความเคนที่เกิดขึ้น  ซ่ึงวิธีการดังกลาวนําไปสูการหาฟงกชันสมบัติยืดหยุนหนืด
เชิงซอนของวัสดุนั้น ๆ ได  ซ่ึงฟงกชันการพักเปนการทดลองโดยการสมมติความเคนเฉือน  การทํา
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กับวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยมีคาเทากับ 0 sin tγ γ ω=   โดยคา 0γ   คือ  คาแอมพลิจูดของความเครียด
หรือความเครียดสูงสุด  และ  ω  คือความถี่ที่ ใชกระตุนระบบ    ซ่ึงจากการทดลองพบวา                
การตอบสนองของคาความเคนเฉือนมีมุมเฟสที่แตกตางจากคาความเครียดเทากับคา ๆ หนึ่ง       
โดยมุมเฟสมีคาตางกัน  ซ่ึงสามารถเขียนสมการการตอบสนองของความเคนไดดังสมการ (2.9) 
 

0( ) sin( )t tτ τ ω δ= +     (2.9) 
 
โดยที่

δ   คือ  มุมของเฟสตาง  
ดังนั้นจึงสามารถนิยามสองฟงกชันมอดุลัสเชิงพลวัต  ซ่ึงกราฟที่ไดจะแสดงคุณสมบัติเฉพาะ      
ของวัสดุยืดหยุนหนืดที่อุณหภูมิคาหนึ่ง  ซ่ึงเกี่ยวของกับพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ 

( )G ω′  และพลังงานที่สูญเสียเปนความรอนในระหวางการเปลี่ยนรูป (Loss modulus)  คือ  
( )G ω′′  ซ่ึงก็คือมอดุลัสเชิงซอนนั่นเอง  ซ่ึงฟงกชันมอดุลัส (G )ω′  และ (G )ω′′  จะแสดง

คุณสมบัติเฉพาะและสามารถแสดงในรูปมุมของเฟสตาง δ  ระหวางความเคนและความเครียดที่
เกิดขึ้นพรอมกับความเคนสูงสุด 0τ   และความเครียดสูงสุด 0γ  สําหรับความถี่ ω  คือ 

 

( ) 0

0

cosG τω δ
γ

′ =  (2.10) 

 

( ) 0

0

sinG τω δ
γ

′′ =  (2.11) 

 
และจากสมการ (2.10) และ (2.11) มุม  δ  ยังแสดงมุมซ่ึงเกี่ยวของกับการเสียพลังงานคือ  

 
( )
( )

tan
G
G

ω
δ

ω
′′

=
′

 (2.12) 

 
ซ่ึงสามารถแสดงอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนคือ 

 
( )( ) ( )G j G jGω ω ω∗ ′ ′′= +  (2.13) 
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( )( ) ( )( )( )
1

2 2( )G j G Gω ω ω∗ ′ ′′= +
2  (2.14) 

  
2.4.2 ฟงกชันความหยุนเชิงพลวัต (Dynamic creep compliance function) 

 นอกจากนี้ยังสามารถแสดงฟงกชันความหยุนที่แสดงการยินยอมแกการเปลี่ยนรูป 
เชิงพลวัต  ไดในรูปของจํานวนเชิงซอนพรอมทั้งแสดงความสัมพันธกับ ( )J ( ) ( ),  G Gω ω′ ′′  
และ (G j )ω∗  คือ 

 

( ) ( ) ( ) 0

0

(cos sin )J j J jJ jεω ω ω δ
σ

∗ ′ ′′= − = − δ  (2.15) 

 
( )
( )2

0
2

0

1( ) cos
( ) 1 tan ( )

G
J

GG j
ω εω δ

σ ω δ ωω∗

′
′ = = =

′ ⎡ ⎤−⎣ ⎦
 (2.16) 

 
( )
( )

0
2 2

0

1( ) sin
( ) 1 cotan ( )

G
J

GG j
ω εω δ

σ ω δ ωω∗

′′
′′ = = =

′′ ⎡ ⎤−⎣ ⎦
 (2.17) 

 
[ ] ( ) ( )

( ) ( )tan ( ) G J
G J

ω ωδ ω
ω ω

′′ ′′
= =

′ ′
 (2.16) 

 
ซ่ึงจากสมการที่ (2.16) และสมการที่ (2.17) พบวา 

เมื่อ  จะไดวา 0δ ≅ o ( ) ( )
1J

G
ω

ω
′ =

′
 และที่  จะไดวา 90δ ≅ o ( ) ( )

1J
G

ω
ω

′ =
′′

  ซ่ึงพบวา

ความถี่ที่ใชกระตุนมีคา เทากบั 0 ω< < ∞  พบวา 

 
1 1( )      ( )
( ) ( )

J and J
G G

ω ω
ω ω

′ ′′≤ ≤
′ ′′

 (2.17) 

 
2.4.3 ความหนืดเชงิพลวัต (Dynamic viscosity ) 

 สวนความหนดืเชิงซอนที่เปนฟงกชันกับความถี่คือ 
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( )( ) ( ) ( ) ( )d jj j i j
dt

ε ω jτ ω η ω ωε ω η ω
∗

∗ ∗ ∗ ∗= =  (2.18) 

 
จะได 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )G j G Gj j
i

jω ωη ω η ω η ω ω
ω ω

∗
∗

ω
′′ ′

′ ′′= = − = −  (2.19) 

 
จะไดสวนจริงและสวนจินตภาพคือ 

 

( ) ( )G ωη ω
ω
′′

′ =  (2.20) 

 
และ 

 

( ) ( )G ωη ω
ω
′

′′ =  (2.21) 

 
( )η ω′  คือ  ส่ิงที่แสดงคุณสมบัติของความหนืดเชิงพลวัต  สําหรับความถี่ต่ํา ๆ แลวคา ( ),η ω′  
( )jη ω∗  จะไมขึ้นกับความถี่และแสดงใหเห็นเปนระนาบ  จึงเรียกวาระนาบความหนืดนิวโตเนียน

( )0η จากสมการ (2.20) พบวาสําหรับความหนืดของของเหลวที่อัตราการเฉือน (Shear rate) มีคา
เทากับศูนย  จะไดวา 

 
( )

0 0
lim
G

ω

ω
η

ω→

′′
=  (2.22) 

 
2.4.4 การวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวตัของวัสดยุืดหยุนหนืด 

 เครื่องมือที่ใชสําหรับวัดหรือศึกษาคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืด  ซ่ึงการศึกษา    
หาคุณสมบัติเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด เปนการศึกษาเพื่อหาคามอดุลัสพลังงานสะสม,         
มอดุลัสพลังงานสูญเสีย, คา tanδ  ซ่ึงวิธีการตาง ๆ ที่จะกลาวตอไปนี้  เปนวิธีการที่ไดรับ        
ความนิยมเพื่อใชในการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยการทดสอบเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด
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สามารถจําแนกไดเปน 3 แบบคือ การสั่นแบบอิสระแบบมีความหนวง (Damped free vibration), 
การสั่นแบบอิสระแบบมีการสั่นพอง (Resonance free vibration) และการสั่นเนื่องจากแรงแบบ    
ไมมีการสั่นพอง (Nonresonance force vibration)  ซ่ึงวิธีการเหลานี้เปนไปตามมาตรฐาน ISO 6721   
ซ่ึงเปนมาตรฐานเพื่อใชในการทดสอบหาคุณสมบัติเชิงกลเชิงพลวัตของวัสดุ  
 

2.4.4.1 วิธีการลูกตุมแบบบิด (Torsion Pendulum Method)  
 เปนวิธีการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืดที่ตัวอยางที่ใชทดสอบเปนของแข็ง 
โดยใชวิธีการสั่นแบบอิสระแบบมีความหนวง (Damped free vibration) โดยวิธีการนี้สามารถ
จําแนกไดเปน  2  วิธีการดังรูปที่ 2.10  ซ่ึงในการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยใชวิธีการนี้คือ       
การสรางแรงบิดใหกับชิ้นทดสอบ โดยคาอินพุทที่กระทํากับชิ้นทดสอบเปนไปดังรูปที่ 2.11 ซ่ึง
คาที่วัดไดจากการใชวิธีการนี้คือ คาพลังงานสะสม (Storage modulus) คือ (G )ω′  และพลังงานที่
สูญเสียเปนความรอนในระหวางการเปลี่ยนรูป (Loss modulus) คือ ( )G ω′′  
 

 

 

Upper clamp  
(fixed) 

Temperature-controlled Chamber 

Specimen 

Lower clamp  

Rod 

Inertia member 

Method A 

Wire 
Inertia member

Rod 

Lower clamp  

Specimen 

Upper clamp 
(fixed) 

Counter weight

Temperature-controlled Chamber 

Method B

รูปที่ 2.10 เครื่องมือสําหรับวิธีการลูกตุมแบบบิด แบบ A และ แบบ B 
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1/ fd

Xa 1Xa +

( )0 expX tβ= −

t

X  

0
 

 
 

รูปที่ 2.11 แสดงกราฟการสัน่แบบอิสระแบบมีความหนวง 
 

2.4.4.2 การสั่นเนื่องจากแรงแบบมีการสั่นพอง (Resonance forced vibration    
method) 
การสั่นเนื่องจากแรงแบบมีการสั่นพอง  เปนการทดสอบชิ้นทดสอบโดย

การใหแรงกระทํากับชิ้นทดสอบ  จนเกิดการสั่นพองหรือเกิดเรโซแนนซนั่นเอง  ซ่ึงผลที่ไดจาก  
การทดสอบจะสามารถหาคามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ (G )ω′  และคามอดุลัส
การสูญเสีย (Loss modulus)  คือ ( )G ω′′  ของวัสดุยืดหยุนหนืดได  ซ่ึงเครื่องมือที่ใชทดสอบ
เปนไปตามรูปที่ 2.12  
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Clamp

Detector 

Specimen

Exciter 

Temperature-controlled 
chamber

From frequency 
generator 

To amplifier 

 
 

รูปที่ 2.12 เครื่องมือสําหรับการสั่นเนื่องจากแรงแบบมกีารสั่นพอง (Resonance forced 
              vibration method) 
 

2.4.4.3 การสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง (Nonresonance forced                
              vibration method) 

 วิธีการสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง  เปนการทดสอบวัสดุ 
ยืดหยุนหนืดโดยการกระตุนระบบดวยการเปลี่ยนรูปแบบ Sinusoidal  ซ่ึงคาที่วัดไดจากวิธีการนี้คือ
คามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ ( ) ,G ω′   คามอดุลัสการสูญเสีย (Loss modulus)  
คือ ( )G ω′′ และคามุม δ  ของวัสดุยืดหยุนหนืด โดยความถี่ที่ใชในการทดสอบอยูระหวาง        
0.01 Hz ถึง 100 Hz โดยในการเลือกใชความถี่  ควรจะเลือกใหมีคาต่ํากวาความถี่ธรรมชาติของวัสดุ
นั้น ๆ  ซ่ึงที่ความถี่สูง ๆ นั้น  ในการหาคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุยืดหยุนหนืดตองใชวิธีการการ
กระจายของคลื่น (Wave propagation)  ซ่ึงจะไมขอกลาวในหัวขอนี้  เนื่องจากงานวิจัยนี้ศึกษาวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น  เครื่องมือที่ใชทดสอบเปนไปตามรูปที่ 2.13 
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Driver 
(Frequency generator) 

Strain transducer Stress transducer 

Temperature-controlled 
chamber 

Speciment 

  
 

รูปที่ 2.13 เครื่องมือสําหรับการสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง (Nonresonance forced 
 vibration method) 
 

2.4.4.4 การวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวตัจากการเฉือน 
 การวัดทางรีโอโลยีจากการเฉือนนั้นมี 2 ระบบ กลาวคือ  การใหความเคน
แลววัดความเครียด  หรือการใหความเครียดแลววัดความเคน  ซ่ึงการวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวัต    
จากการเฉือนเปนการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืดที่มีลักษณะเปนของไหล (Fluid) โดยเครื่องมือท่ีใชวัด
การเฉือน อาทิเชน เครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric cylinder), 
เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate rheometer) และเครื่องมือวัดการเฉือนแบบ
ระนาบ-ระนาบ (Parallel-plate rheometer) ดังรูปที่ 2.14  
 
  

Outer 
cylinder 

Sample 

1R  

2R  

Inner 
cylinder 

ω  

W  

A 

L

B

Sample 

W

ω

Cone

Plate β
α

C

W

ω

Plate
Sample 

Plate

R
h  

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.14 เครื่องมือวัดทางรโีอโลยีเชิงพลวัตจากการเฉือน 

 A: เครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric cylinder) 
 B: เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate rheometer) 
 C: เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาน-ระนาบ (Parallel-plate rheometer) 
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 จากรูปที่ 2.14A แสดงเครื่องมือทดลองโดยการเฉือนระหวางทรงกระบอก
ที่มีแกนรวมกัน ซ่ึงการเฉือนจะเกิดขึ้นในระหวางชองวางแคบ ๆ ของทรงกระบอกทั้งสอง          
การทดลองใชปริมาณตัวอยางเพียงเล็กนอย  และการเปลี่ยนรูปเกิดขึ้นอยางสม่ําเสมอตลอด          
ของผิวสัมผัสที่มีความสูงเปน L ทรงกระบอกทั้งสองมีรัศมีเทากับ R1 และ R2 ดังรูปที่ 2.14A  ซ่ึง
ในการทําการทดลอง อินพุทของระบบคือคาเปลี่ยนแปลงเชิงมุมแบบ Sinusoidal โดยมีความถี่
เทากับ ω  แกระบบ ซ่ึงเครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric 
cylinder) คือคาความหนืดเชิงซอน (Complex viscosity) ( ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ = − ) ของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด  จากรูปที่  2.14B แสดงเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย  (Cone-plate 
rheometer) การทดลองโดยการเฉือนแบบระนาบ-กรวย  มีขอดีหลายประการ เชน ความเร็วของ 
การเปลี่ยนรูปจะไมขึ้นกับรัศมีของจาน  นั่นคือความเร็วของการเฉือนจะมีความสม่ําเสมอโดยกรวย
ทํามุมกับระนาบเทากับ α  เรเดียนกับแนวระดับ β  คือรัศมีของกรวย ω  คือความเร็วของการหมุน
เรเดียน/วินาที) ซ่ึงคาที่วัดไดจากการใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate 
rheometer) คือคาความหนืดเชิงซอน (Complex viscosity) ( ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ = − ) ของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด จากรูปที่ 2.14C แสดงการใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-ระนาบ (Parallel-plate 
rheometer) โดยเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-ระนาบ เปนการวัดคาตาง ๆ โดยวัดผานโมเมนต
คูควบที่เกิดขึ้น ซ่ึงในการใชงานเครื่องมือชนิดนี้ตองเลือกขนาดของจานระนาบใหเหมาะสมกับ
ความหนืดของวัสดุยืดหยุนหนืดนั้น ๆ นอกจากนั้นยังตองระวังการลื่นไถลที่จะเกิดขึ้น โดยเฉพาะ
เมื่อมีการทดลองที่อุณหภูมิต่ํา ๆ แลวจะไดผลการทดลองที่คลาดเคลื่อนไป เงื่อนไขของการทดลอง
เปนส่ิงสําคัญยิ่ง ซ่ึงจะตองสอดคลองกับธรรมชาติของชนิดวัสดุยืดหยุนหนืดนั้น ๆ เชน ขนาดของ
แรงตั้งฉาก  ขนาดสูงสุดของการเปลี่ยนรูปที่จะทําใหผลการทดลองยังอยูในชวงยืดหยุนหนืด      
เชิงเสน เปนตน จากรูปที่ 2.14C คา R คือ รัศมีของจานระนาบ, h คือ ความสูงของวัสดุทดสอบ โดย
คาที่วัดไดจากเครื่องมือชนิดนี้คือ คา ( ) ( ),  G Gω ω′ ′′  ยังสามารถใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบ
ระนาบ-ระนาบ  ทดลองการคืบของวัสดุยืดหยุนหนืดไดอีกดวย โดยกําหนดใหคาความเคนมคีาคงที่
คาหนึ่ง ซ่ึงตองเปนคาที่เหมาะสมคือ จะตองเปนคาที่มีคานอยแลวทําใหความเร็วในการเฉือนต่ํา             
เพื่อสามารถวัดคาความหนืดนิวโตเนียนได ซ่ึงคาที่วัดไดจากการทดลองนี้คือ คาความหยุน (J(t))  
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2.5  แบบจําลองสําหรับวสัดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Models of linear viscoelasticity) 
แบบจําลองที่จะกลาวถึงในหัวขอนี้ จะกลาวถึงแบบจําลองพื้นฐานที่เกี่ยวของกับวัสดุ

ยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น  
2.5.1 แบบจําลองแมกซเวลล  

แบบจําลองแมกซเวลล  เปนแบบจําลองที่ประกอบดวยสปริงและกระบอกสูบ        
ซ่ึงนํามาตออนุกรมกัน  แบบจําลองแมกซเวลลเปนแบบจําลองพฤติกรรมของของไหลยืดหยุนหนืด 
โดยกําหนดใหความเคนมีคาคงที่ทําใหการขจัดที่เกิดขึ้นมีคาตอเนื่องทําใหไดวา  ความเครียดรวม  
มีคาเทากับ  ผลรวมของความเครียดของสปริงและกระบอกสูบ

 
 

τ  
G

η

τ  

1γ 2γ
 

 
 
 

 
 

 

รูปที่ 2.15 แบบจําลองแมกซเวลลสําหรับความเคนเฉือน
 
โดยกําหนดให 
 

τ  =  คาความเคนเฉือน  

γ   =  คาความเครียดเฉือน  
γ   =  ความเร็วของการเปลี่ยนตามแรงเฉือน 
G  =  มอดุลัสเฉือน 
η  =  ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสบู 
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จากรูปจะไดวา 

 

1
1
G

γ τ=  (2.21) 

 

2
1γ τ
η

=&  (2.22) 

 
   1 2

1 2
d dd

dt dt dt
γ γγγ γ γ= + → = + (2.23) 

 
จากสมการที่ 2.21 และ 2.23 จะได 
 

 
G
ητ τ ηγ+ = && (2.24) 

 
เขียนอยูในรูป Laplace transform โดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตน มีคาเทากับ ศูนย จะไดวา 

 
 ( ) ( ) ( )s s s s

G
sητ τ η γ+ = (2.25) 

 
( ) 1 ( )s s s

G
η sτ η γ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.26) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ (s)σ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 

1
( )
( )

s
s G
s s

η
γ
τ η

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝= ⎠  (2.27) 
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หรือ 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) (1 )

s s G j G jG
s s

G

τ η ω ωηγ
∗ ω′ ′′= = = +

+
 (2.28) 

 
สําหรับกรณีการเฉือนจะไดวา 

 
2 2

2 2( ) ( )
1

jG jG G λ ω λωω ω
λ ω

⎛ ⎞+′ ′′+ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
  โดยคา λ =

G
η  (2.29) 

 
 

2 2

2 2( )
1

G G λ ωω
λ ω

⎛ ⎞
′ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

   (2.30) 

 
โดยคา ( )G ω′ = คามอดุลัสเฉือนจริง หรือ คามอดุลัสยืดหยุน  
 
 2 2( )

1
G G λωω

λ ω
⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

  (2.31) 

 
โดยคา ( )G ω′′ = คามอดุลัสเฉือนจินตภาพ หรือ คามอดุลัสหนืด  
จากสมการที่ (2.15), (2.16), (2.25) และ (2.26) นํามาสรางแผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.16 
จากสมการ (2.24) นํามาอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอร เชน การคืบ  
โดยกําหนดใหความเคนที่กระทําแกระบบมีคาคงที่ 0τ  คือ 
 

0τ τ=  (2.32) 

 
0d

dt
τ
=  (2.33) 

 
ดังนั้นความเรว็การเปลี่ยนรูปของระบบและจัดไดใหมจะไดวา 
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 0τγ
η

=& (2.34) 

จากสมการ (2.34) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  

โดยที่ t = 0 จะได 0
0t E

τγ = =   จากสมการ (2.34) จะได 

 
0 0t

G
τ τγ
η

= +  (2.35) 

 
  

1

s

s
G

η
η⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ( )sτ ( )sγ

1 s
G
s

η

η

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠  

( )sγ ( )sτ

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.16 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองแมกซเวลส 

 
ซ่ึงจากรูปที่ 2.16 พบวาที่ เวลา t = 0 วัสดุมีการคืบเกิดขึ้นมีคาเทากับ 0 / Eσ  ซ่ึงผลการทดลอง
พบวา ที่เวลา t = 0 ไมมีการคืบเกิดขึ้น และจากรูปที่ 2.16 ยังพบวาเมื่อเวลาเพิ่มขึ้น คาความเครียด
หรือคาการเปลี่ยนแปลงความยาวมีคาเพิ่มขึ้นแบบเสนตรง ซ่ึงพฤติกรรมดังกลาวมีลักษณะ         
การเคลื่อนที่แบบของไหลนิวทอเนียน  จึงสรุปไดวา แบบจําลองแมกซเวลล ไมสามารถอธิบาย  
การคืบไดเลย   แตสามารถจะแสดงคุณสมบัติของการคืบในรูปของของไหลนิวทอเนียน            
สวนสมการแมกซเวลล เมื่อนํามาใชอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอรของการพักความเคน  

0γ γ=  คือ โดยกําหนดใหความเครียดกระทําดวยคาคงที่ มีคาเทากับ 

 
0d

dt
γ
=  (2.36) 

 
จากสมการ (2.24) จะไดวา 
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10
G t

τ τ
η

∂
= +

∂
 (2.37) 

จัดรูปสมการใหมจะได 

 
d G
dt
τ τ

η
= −  (2.38) 

 

( )Time s

0
G

τ
 

0τ
η

 
 

รูปที่ 2.17 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของ 
                แบบจําลองแมกซเวลส  

 
จากสมการ (2.38) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  
โดยที่  t = 0 จะได 0τ τ=   จากสมการ (2.38) จะได 

 

0 exp( )G tτ τ
η

= −     (2.39) 

 
จากรูปที่ 2.17  พบวาลักษณะของเสนกราฟที่ไดจะใกลเคียงกับผลการทดลองแตตองจัดระบบ     
ใหเหมาะสมยิ่งขึ้นโดย 0τ  คือความเคนกระทําเมื่อเวลาที่ t = 0 (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  ซ่ึงสรุปวา
แบบจําลองแมกซเวลลจะแสดงคุณสมบัติการพักความเคน แตแบบจําลองแมกซเวลลจะไมมี
คุณสมบัติของการคืนรูป 
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 ( ) Shear strain γ

( )Time s  

0

G
τ  

 
 
 

รูปที่ 2.18 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของ 
               แบบจําลองแมกซเวลส 

 
2.5.2 แบบจําลองเคลวิน – โวค   

แบบจําลองทั่วไปของเคลวิน-โวค เปนแบบจําลองที่นําสปริงและกระบอกสูบมาตอ
ขนานกัน ซ่ึงแบบจําลองชนิดนี้จะแสดงพฤติกรรมของของแข็งยืดหยุนหนืด โดยถาพิจารณาวา    
ใหความเคนเฉือนมีคาคงที่  และการขจัดมีคาตอเนื่อง  ซ่ึงเปนผลมาจากสปริงเปนหลัก ดังรูปภาพที่ 
2.19 

 
 G

1τ

τ  τ  

2τ

η

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.19 แบบจําลองเคลวิน-โวค 

 
โดยกําหนดให 

τ  =  คาความเคนเฉือน  
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γ   = คาความเครียดเฉือน  
γ  = ความเร็วของการเปลี่ยนตามแรงเฉือน 
G  = มอดุลัสเฉือน 
η  = ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสูบ 

จากรูปจะไดวา 

 

1
1
G

γ τ=  (2.40) 

 

2
1γ τ
η

=&  (2.41) 

 
   1

1 2
d dd

dt dt dt
2τ τττ τ τ= + → = +  (2.42) 

 
จะได 

 
 Gτ γ ηγ= + & (2.43) 

 
เขียนอยูในรูป Laplace transform โดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตน มีคาเทากับ ศูนย จะไดวา 

 
 ( ) ( ) ( )s G s s sτ τ η τ= + (2.44) 

 
( )( ) ( )s G s sτ η γ= +  (2.45) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ ( )sσ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 

( ) ( ) ( )( ) 1 ( )
( )
s J j J jJ
s G s

γ ω ω
τ η

∗ ω′ ′′= = = −
+

 (2.46) 
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โดย (J j )ω∗  คือ ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Complex compliance) 
แทนคา s jω=  ในสมการ 2.46 จะได 

 

( )2 2

1 1( ) ( )
1

jJ jJ
G

λωω ω
λ ω

+′ ′′− =
+

 โดยคา 
G
ηλ =  (2.47) 

 
2 2

1 1( )
1

J
G

ω
λ ω

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟ +⎝ ⎠
   (2.48) 

 
โดยคา ( )J ω′  คือฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลีย่นรูปจริง   

 

2 2

1( )
1

J
G

λωω
λ ω

⎛ ⎞′′ = −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 (2.49) 

 
โดยคา ( )J ω′′  คือฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลีย่นรูปจินตภาพ  โดยกําหนดให   

G  = ยังมอดุลัสเฉือนของสปริง 
η  = ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสูบ 

จากสมการที่ 2.46 นํามาเขียนแผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.20 

 
 ( )sτ

( )
1

G sη+
 ( )sγ

 
 

รูปที่ 2.20 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองเคลวิน–โวค 
 
จากสมการ (2.43) นํามาอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอร เชนการคืบ โดยกําหนดใหความเคน     
ที่กระทําแกระบบมีคาคงที่ 0τ  คือ 
 

0τ τ=  (2.50) 
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0d
dt
τ
=  (2.51) 

 
ดังนั้นความเรว็การเปลี่ยนรูปของระบบและจัดไดใหมจะไดวา 

 

 0G τγ γ
η η

+ =& (2.52) 

 
จากสมการ (2.52) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  

โดยที่ t = 0 จะได 0
0t G

τγ = =   จากสมการ (2.52) จะได 

 
0 1 exp( )Gt
G
τγ

η
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.53) 

 
ซ่ึงจากรูปที่ 2.21 พบวาที่ เวลา t = 0 วัสดุมีการคืบเกิดขึ้นมีคาเทากับ ศูนย ซ่ึงพบวาสอดคลองกับ 
ผลการทดลอง  จึงสรุปไดวา แบบจําลองเคลวิน-โวคอธิบายการคืบได 

 
( ) shear strain γ  

( )time s  

0
G

σ
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รูปที่ 2.21 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของแบบ 
                  จําลองเคลวิน-โวค 
 
สวนสมการเคลวิน-โวค เมื่อนํามาใชอธิบายสมบัติเชิงกลของการพักความเคน โดยกําหนดให
ความเครียดกระทําดวยคาคงที่ มีคาเทากับ 0γ γ=  คือ 

 
0d

dt
γ
=  (2.54) 

 
จากสมการ (2.43) จะไดวา 

 

0d G
dt
γ τ γ

η η
= − =  (2.55) 

 
จัดรูปสมการใหมจะได 

 
0Gγτ

η η
=  (2.56) 

 
หรือ 
 

0Gτ γ=  (2.57) 

 
จากรูปที่ 2.22 และสมการที่ (2.57) พบแบบจําลองเคลวิน-โวค จะไมสามารถอธิบายคุณสมบัติ   
การพักความเคน  แตจะแสดงคุณสมบัติของการคืนรูป 
 

2.5.3 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน (Standard linear model)   
 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานเปนแบบจําลองที่นําแบบจําลองเคลวิน–โวคมารวมเขากับ
ของแข็งยืดหยุนหนืดเชิงเสน (สปริง)  เพื่อทําใหแบบจําลองเคลวิน–โวคมีความสมบูรณมากขึ้น   
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ซ่ึงทําใหแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานนี้มีคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนทั้งสามประการ   
จากรูปที่ 2.23 จะได 
 
 
 

 ( ) shear stress γ

( )time s  

0Gγ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.22 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของแบบ 
                  จําลองเคลวิน-โวค 
 

  

1τ  
τ  τ  

2τ  

η

2G

1G  

2γ 1γ
γ
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รูปที่ 2.23 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน 
 

1 2τ τ τ= +  (2.58) 
 

1 2γ γ γ= +  (2.59) 
 

1 1Gτ γ=  (2.60) 

 
1 2G 2τ γ=  (2.61) 

 
2 2τ ηγ= &  (2.62) 

 
จะไดวา 

 
2 2

1 1

1 (1 )G G
G G

τγ γ τ
η η

+ = + +
&

&  (2.63) 

 
จากสมการ (2.63) พบใช Laplace transform ในการแกปญหาโดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตนมีคา
เทากับศูนย จะไดวา 

 
1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G s s s GG s G s sτ η τ γ η γ+ + = +  (2.64) 

 
[ ] [ ]1 2 1 2 1( )  ( )  G G s s GG G s s( )η τ η+ + = + γ  (2.65) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ (s)σ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 
[ ]
[ ]

1 2 1

1 2

 ( )
( ) ( )

GG G ss
s G G s

ητ
γ

+
=

+ +η
 (2.66) 
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หรือ 

 
[ ]
[ ]

1 2

1 2 1

( )( ) 
( )

G G ss
s GG G s

ηγ
τ

+ +
=

+ η
 (2.67) 

 
จากสมการที่ 2.66 และสมการ 2.67  สามารถนํามาความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ ( )sσ ในรูปของ
แผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.24 
 

 
[ ]
( )

1 2 1

1 2

GG G s
G G s

η
η

+
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 ( )sγ  ( )sτ  

( )
[ ]

1 2

1 2 1

G G s
GG G s

η
η

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+

 
( )sτ  ( )sγ  

 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.24 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน 
 
จากสมการ (2.67)  ทําการหาอินเวอรสลาปลาซ  เพื่อหาการตอบสนองของความเครียดจะไดวา   
โดยกําหนดใหอินพุทมีคาเทากับ 0τ τ=  โดยสมการที่ไดจะใชในการศึกษาพฤติกรรมการคืบของ
วัสดุยืดหยุนหนืด  

 
0 0 2

1 2

( ) exp 1 G tt
G G
τ τγ

η
⎡ ⎤

= + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.68) 

 
จากสมการ (2.68) นํามาเขียนกราฟความสัมพันธระหวางความเครียดกับเวลาจะไดดังรูปที่ 2.25   
ซ่ึงสามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Complex 
compliance, )  จะได (Evaristo, Ricardo, et al. (2000)) J ∗

 

1 2

1 1( ) 1 exp( )GtJ t
G G η

⎡
= + − −⎢

⎣

⎤
⎥
⎦

 (2.69)  
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หรือเขียนอยูในรูปจํานวนเชงิซอนจะได   

1
2

2

1 1( )
1

J s
G G sG

η
∗ = +

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0γ γ=  จากสมการ (2.63) จะไดวา สําหรับการศึกษาพฤติกรรม การพักความเคนกําหนดใหคา 
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0 0 1 2
0 2

1 2 1 2 1

1( ) exp 1
1 1

G Gt G
G G G G G
γ ττ τ

η

⎡ ⎤
t

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛
= + − +⎢ ⎥

⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜+ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.70) 

 
โดยที่ 0 0G1τ γ=  โดยที่เวลา t = 0 คาความเคนมีคาเทากับ 0τ  จะไดสมการมอดุลัสการพักความเคน 
มีคาเทากับ 

 
2 1 1 2

0 2 1 2 1 1

( )( ) exp 1
1 1
G G G GtG t t
G G G G G

τ
γ η

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = + − +⎢ ⎥⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.71) 

 
เขียนอยูในรูปลาปลาซจะไดวา 

 
( )

( )
2

1
2 1 2

1
( )

1
G s

G s G
G s G G
η

η
∗ ⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 (2.72) 

 
จากสมการ (2.71) นํามาเขียนกราฟความสัมพันธระหวางความเคน กับ เวลาจะไดดังรูปที่ 2.25 

 
 ( )Strain γ

( )Time s  

0 0

1 2

2.1783
G G
τ τ

+

0

1G
τ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.25 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของ 

                แบบจําลองเชงิเสนพื้นฐาน 
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 ซ่ึงพบวา แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน จะแสดงคุณสมบัติของการคืบ  คุณสมบัติของ
การหดกลับ  การหดตัวกลับ  หรือการคืนรูป  และคุณสมบัติของการพักความเคน จากรูปที่ 2.26         
ยังพบวาแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานนี้  ใชอธิบายไดดีสําหรับของแข็งที่สามารถคืนตัวได 100% 
เทานั้น  แตไมเหมาะสมสําหรับวัสดุยืดหยุนหนืดที่คืนตัวไดไม 100%  อาทิเชน พอลิเมอร  เปนตน  
ซ่ึงองคความรูเบื้องตนชวยในการศึกษาคุณสมบัติวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  เมื่อกลาวถึงวัสดุ
ยืดหยุนหนืดนั้นมีความสําคัญกับอุตสาหกรรมมากมาย  อาทิ เชน  พอลิเมอร  (Polymers),  
อุตสาหกรรมอาหาร หรือวงการแพทย  เปนตน  ดังตัวอยางที่จะกลาวโดยสังเขปดังตอไปนี้ 
 

  ( ) shear stress τ

( )Time s  

0 0
2

1 2 1 2

/ 1
1 / 1 /

G
G G G G
γ τ⎡ ⎤⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎣ ⎦

0

2G
τ  

0 0
2

1 2

/
1 /

G
G G
γ τ⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 2.26 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของ 
                แบบจําลองเชงิเสนพื้นฐาน 
 

2.6  ตัวอยางวัสดุยืดหยุนหนืด 
2.6.1 วัสดุพอลิเมอร (Polymer) 

 กระบวนการทําผลิตภัณฑจากวัสดุพอลิเมอรทุกชนิด จําเปนตองผานกระบวนการที่
สําคัญคือ  กระบวนการขึ้นรูปและการผสม  ในกระบวนการทั้งสองนี้เกี่ยวของโดยตรงกับการไหล
ของพอลิเมอรในขณะนั้น   การศึกษาคุณสมบัติการไหลแบบยืดดึงของพอลิ เมอรหลอม               
เปนการศึกษาที่มีผลโดยตรงถึงการหาคุณสมบัติทางกายภาพของพอลิเมอรหลอม  ขณะขึ้นรูป ณ 
ขั้นตอนสุดทายกอนถูกทําใหแข็งตัวเพื่อที่จะนําไปใชงาน  ซ่ึงคุณสมบัติความความยืดหยุนหนืด
ของพอลิเมอรหลอม  เปนคุณสมบัติที่เปนตัวกําหนดความแข็งแรงของพอลิเมอรขณะหลอมเหลว
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โดยธรรมชาติของการไหลของวัสดุพอลิเมอรมีสมบัติเปนการไหลแบบยืดหยุนหนืด และจะแสดง
พฤติกรรมอยูในรูปของจํานวนเชิงซอน  ซ่ึงงานวิจัยที่เกี่ยวของระหวางคุณสมบัติยืดหยุนหนืด     
กับวัสดุจําพวกพอลิเมอรมีมากมาย เชน  
 Luc, Rik and Leo (1992) ไดศึกษาวิจัยหาเอกลักษณของสมการคอนสติติวทีฟ 
(Constitutive equations) สําหรับวัสดุเชิงประกอบ (Composite materials) ที่มีคุณสมบัติยืดหยุน
หนืดเชิงเสน ซ่ึงโดยทั่วไปแลวสําหรับสมการคอนสติติวทีฟ (Constitutive equations) สําหรับ
อธิบายวัสดุเชิงเสนแบบไอโซโทปก และเปนวัสดุยืดหยุนหนืดที่อยูภายใตแรงในแนวแกนเดียว 
(Uniaxial load) จะสามารถเขียนอยูในรูปของความเคน ( ( )tσ ) และความเครียด ( ( )tε ) จากกฎ 
ของฮุก  สามารถเขียนไดดังสมการ 2.1 ซ่ึงแบบจําลองที่ใชสําหรับบทความฉบับนี้คือ 

 

( )
( )

( )
( ) ( )0

0

. ( )  

m
k

k
k
n

k
k

k

b j
j j G

a j

ω
jGσ ω ε ω ω

ω

=

=

′ ′′= = +
∑

∑
ω  (2.73) 

  
โดยคา  คือ สัมประสิทธิ์พหุนามของเศษ,  คือ สัมประสิทธิ์พหุนามของสวน kb ka

  วัสดุที่ใชในบทความนี้คือ พีวีซี (PVC) และวัสดุเชิงประกอบ ซ่ึงเปนวัสดุพอลิเมอร
โดยทําการกระตุนระบบดวยฟงกชันขั้นบันไดแบบฮารโมนิก ซ่ึงพบวาแบบจําลองดังกลาวสามารถ
อธิบายพฤติกรรมของวัสดุยืดหยุนหนืดไดดี  
 Ping and Haddad (1994) ไดศึกษาวิจัยวิธีการหาเอกลักษณของระบบพลวัตของ    
การตอบสนองทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืด โดยวัสดุยืดหยุนหนืดจะถูกพิจารณาอยูในรูปของ
ระบบพลวัต ซ่ึงวิธีการนี้เพื่อหาคาฟงกชันการพักความเคนและการคืบของวัสดุ โดยพิจารณา       
ในโดเมนของความถี่ โดยการสมมติแบบจําลองในรูปแบบของฟงกชันถายโอนดวยวิธีการ
วิเคราะหระบบแบบไมตอเนื่องทางเวลา (Discrete-time system analysis method) ซ่ึงจากตัวอยาง
พบวา วิธีการนี้ใหคาที่มีความถูกตองและมีประสิทธิภาพอีกวิธีการหนึ่ง  
 Baltussen and Northolt (2003) ไดศึกษาวิจัยการตอบสนองของเสนใยพอลิเมอร
ในชวงของการปรับตัวโดยภาระกรรมเชิงซอน ซ่ึงเสนใยพอลิเมอรดังกลาวจะแสดงพฤติกรรม   
การคืบและการพักความเคนในรูปแบบไมเชิงเสน เมื่อมีการใหความเคนกับพอลิเมอรดังกลาว     
ซ่ึงอัตราสวนระหวางอัตราการคืบ (Creep rate) และอัตราการพักความเคน (Stress relaxation rate) 
อยูในชวงความชันของการทดสอบแบบแรงดึง และยังไมสามารถทํานายหาคามอดุลัสความยืดหยุน 
(Elastic modulus) โดยใชทฤษฎีของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได ซ่ึงจากการสังเกตนี้ ทําใหทราบวา
พอลิเมอรดังกลาวนั้นคาใดเปนผลเนื่องมาจากการเกี่ยวพันกันของวัสดุยืดหยุนหนืดกับการ

 



 38 

เปล่ียนแปลงของจุดครากของวัสดุ  ซ่ึงในการวิเคราะหผลของการคืบแบบขั้นบันได และทําการ
ทดลองแบบการพักความเครียด (Strain relaxations strain)  กับเสนใยพอลิเมอรผสมระหวาง        
โพลิสไตรีนและโพลิ เฟนิลออกไซด  ซ่ึงเสนใยชนิดนี้จะแสดงวา  หลักการการเขากันได 
(Superposition principle) จะไมสามารถนํามาใชไดกับการเปลี่ยนแปลง  เนื่องจากการดึงของเสนใย
พอลิเมอรในจุดที่เลยจุดครากไปแลว  ซ่ึ

)

งสรุปวาในสวนประกอบตาง ๆ ของการเปลี่ยนแปลงรูปราง
ดวยแรงดึงนั้น  ควรจะใชสมการคอนสติติวทีฟ (Constitutive equations) สําหรับเสนใยพอลิเมอร
ในการอธิบายพฤติกรรมของพอลิเมอร  
 Chenyang, Chaoxu, Peng, Jiasong and Qinrong (2004) ไดทําการศึกษาวิจัยอิทธิพล
ของสายโซกิ่งกานขนาดยาว (Long chain branch)  บนคุณสมบัติการไหลแบบยืดหยุนหนืดเชิงเสน
และการพักไดอิเล็กตริกของพอลิคารบอเนต พบวา พอลิคารบอเนตเชิงเสน (Linear polycarbonate) 
นั้น จะประกอบไปดวยสายโซกิ่งกานขนาดยาว 3 ชนิด  ซ่ึงจะมีน้ําหนักโมเลกุลใกลเคียงกัน พบวา 
สายโซกิ่งกานขนาดยาวจะไปเพิ่มความยืดหยุนของการหลอมเหลว ซ่ึงเปนคุณลักษณะของการ   
คืนรูปความหยุน (Recoverable compliance) และคามอดุลัสพลังงานสะสม ( (G ω′ ) พบวา        
พอลิเมอรแบบสายโซกิ่งกานขนาดยาว จะอธิบายความแข็งแรงของพอลิเมอรที่อุณหภูมิ ในการ
หลอมเหลวสูง ๆ และความไวตอการกระตุนที่คาแรงเฉือนสูง ๆ ซ่ึงจะมีประโยชนตอกระบวนการ
การขึ้นรูปดวยแมพิมพของพอลิเมอรชนิดนี้   
 Kwang, Woo, Dong-ho, Lee, Kyung, Kwan, Inn-kyu, Soo-young and Young 
(2002) ไดทําการศึกษาหาแบบจําลองที่ไดจากการสังเกตวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนของพอลิเมอร
แบบไมกระจายตัว  ซ่ึงเปนแบบจําลองที่ปรับปรุงแกไขมาจากแบบจําลองของ Doi และ Edward  
ซ่ึงเปนแบบจําลองที่เกิดจากทํานายปรากฏการณที่ไดจากการสังเกต  ซ่ึงมีชวงในการพิจารณาที่
กวางกวาของแบบจําลองของ Doi และ Edward  ซ่ึงแบบจําลองนี้กระทําโดยการพิจารณาเฉพาะ
ผลกระทบของน้ําหนักโมเลกุลของพอลิเมอรและเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น ซ่ึงสรุปไดวา
แบบจําลองที่ไดสามารถทํานายคามอดุลัสพลังงานสะสม  ( ( )G ω′ )  และมอดุลัสพลังงานสูญเสีย  
( ( )G ω′′ ) ไดดีคาหนึ่ง  
 ซ่ึงจากงานวิจัยที่ไดกลาวมาขางตน เปนการศึกษาคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืด  
เชิงเสนสําหรับวัสดุพอลิเมอร  ซ่ึงงานวิจัยที่ไดกลาวมานี้เปนงานวิจัยเพียงสวนหนึ่งเทานั้นที่
ทําการศึกษาหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร เพื่ออธิบายถึงพฤติกรรมตาง ๆ ที่เกิดขึ้นกับวัสดุ        
พอลิเมอร  ซ่ึงตัวแปรที่สําคัญในการศึกษาพฤติกรรมของวัสดุพอลิเมอร อาทิเชน ความถี่ในการ
ตอบสนองสําหรับการวิเคราะหเชิงพลวัตหรือคาพลังงานสะสมของวัสดุยืดหยุนหนืด (Storage 
modulus) หรือคาพลังงานสูญเสีย (Loss modulus) เปนตัวแปรที่สามารถวัดคาออกมาไดจากการ 
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ทดลองตาง ๆ นอกจากนั้นการทําความเขาใจและรูถึงพฤติกรรมการไหลของวัสดุพอลิเมอรในการ
ผลิตผลิตภัณฑจากพอลิเมอรนั้น จะชวยในการปรับปรุงผลิตภัณฑจากพอลิเมอรได ซ่ึงงานวิจัยที่ได
ศึกษาพฤติกรรมการไหลของวัสดุพอลิเมอรที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน ซ่ึงตัวแปรที่ใช
วิเคราะหวัสดุพอลิเมอร อาทิเชน มอดุลลัสเชิงซอน, ความหนืดเชิงซอน, ความเคน, ความเครียด   
ซ่ึงวัสดุพอลิเมอรจะแสดงสมบัติการยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear viscoelasticity) ในขอบเขตที่มี
ความเครียดต่ํา ๆ (Small strains) แตเมื่อมีความเครียดเพิ่มขึ้นเกินคาจํากัดหนึ่ง ความสัมพันธเชิง
เสนระหวางความเคนกับความเครียดจะหมดไป ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดที่
เปนฟงกชันของอัตราการผิดรูป (Rate of deformation) ซ่ึงแสดงใหเห็นดังรูปที่ 2.27 
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รูปที่ 2.27 แสดงสมบัติการยดืหยุนเชิงเสนและการยดืหยุนไมเชิงเสนของวัสด ุ

 
2.6.2 เลือด (Blood)   

 เลือดในรางกายของมนุษยก็จัดไดวามีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชนเดียวกัน ซ่ึงเลือดจะ
ประกอบไปดวยเซลลเม็ดเลือดแดง (Red blood cells) และน้ําเลือด (Plasma) โดยเซลลเม็ดเลือด
แดงจะแสดงคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน และน้ําเลือดจะแสดงคุณสมบัติของเหลวหนืด (Isogai et 
al., 1973)  ซ่ึงอัตราการไหลเวียนของเลือดภายในรางกายมนุษยสามารถที่จะบงชี้ไดวามนุษยจะมี
รางกายที่เปนปกติหรือเกิดโรค  เนื่องจากเลือดที่วัดไดจากรางกายมนุษยมีอัตราเฉือน (Shear rate)  
ที่มีความแตกตางกัน (Chen et al., 1988) ซ่ึงความยืดหยุน (Elasticity) และความหนืด (Viscosity)   
ที่วัดไดจากเลือดของรางกายมนุษยที่เปนปกติจะแสดงใหเห็นดังรูปที่  2.28  และอัตราเฉือนที่วัดได
จากเลือดของรางกายมนุษยที่เกิดโรคจะแสดงใหเห็นดังรูปที่ 2.29 
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 ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ ′ ′′= −  (2.74) 

 
 ( )η ω′   = Dynamic viscosity โดย  

( )η ω′′  = Out of phase viscosity,    

( )jη ω∗  = Complex viscosity 
 จากรูปที่ 2.28 และ 2.29 จะเห็นไดวาความยืดหยุน  (Elasticity) และความหนืด 
(Viscosity) ที่วิเคราะหไดจากเลือดมนุษยที่เปนปกติและเกิดโรคนั้นจะแตกตางกัน ซ่ึงคุณสมบัติ
ดังกลาวสามารถใชในการวิเคราะหการเกิดโรคบางชนิดของมนุษยได และสมการที่ใชสําหรับหาคา
ความหนืดเชิงซอน ( ( )jη ω∗ )  สามารถเขียนอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนไดดังสมการ (2.74) 
 

2.6.3 อาหาร (Food) 
 สําหรับอุตสาหกรรมอาหาร การวิเคราะหโครงสรางและพฤติกรรมการไหลของ
ผลิตภัณฑอาหารทําใหทราบวาผลิตภัณฑอาหารนั้น ๆ จะสามารถเก็บรักษาไดนานเพียงใด         
โดยพบวาคุณสมบัติยืดหยุนหนืดของผักและผลไม สามารถชวยในการเก็บรักษาผักและผลไม    นัน้ 
ๆ ใหไดนาน และยังชวยใหการขนสงผักและผลไมใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น (Rao, 1992)  
การศึกษาคุณสมบัติของวัตถุดิบที่ใชในอุตสาหกรรมอาหาร ก็จะชวยใหประสิทธิภาพในการผลิต   
มีมากขึ้นดวยเชนกัน  อาทิเชน  การศึกษาคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดของแปงสาลี  ซ่ึงจะทําใหการ
ทําแปงสาลีไปผานกระบวนการผลิตทําไดมีประสิทธิภาพมากขึ้น เปนตน  การศึกษาแบบจําลอง
ความยืดหยุนหนืดของมะมวงกวนเปนการวัดคาการคืบ (Creep)  เพื่อวิเคราะหเนื้อสัมผัสของ
มะมวงกวนที่มีปริมาณของแข็งที่ละลายน้ําไดทั้งหมด รอยละ 65 โดยน้ําหนัก และมีการผันแปร
ความหนืดโดยใชเพกติน 4 ระดับคือ รอยละ 1 2 3 และ 4 โดยน้ําหนัก จากการศึกษาพบวา
แบบจําลองที่เหมาะสมกับมะมวงกวนเปนแบบจําลอง 6 องคประกอบคือ มีแบบจําลองแมกซเวลส 
1 หนวย และแบบจําลองเคลวิน 2 หนวย และคา Creep compliance : J (μPa-1) มีคาลดลงเมื่อ
ปริมาณเพกตินเพิ่มขึ้น และจากการศึกษาความสัมพันธระหวางปริมาณเพกตินที่เพิ่มขึ้นกับคา      
ตัวแปรตาง ๆ  พบวาการเพิ่มเพกตินทําใหมะมวงกวนมีคุณสมบัติยืดหยุนเพิ่มขึ้น สมบัติของ      การ
ไหลของของเหลวลดลง (อุทัยวรรณ ฉัตรธง และอรุณี อภิชาตสรางกูร, 2548)   
 จากตัวอยางขางตนนั้น  คือประโยชนในการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืด ซ่ึงในที่นี้จะเห็น
ไดวาปญหาของการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของวัสดุยืดหยุนหนืดยังคงไมมีคําอธิบาย          
ที่ถูกตอง  สําหรับงานวิจัยช้ินนี้จะนําคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดมาเปนสวนหนึ่งในการศึกษา   
โดยมีสมมติฐานวาวัสดุยืดหยุนหนืดที่นํามาศึกษาจะตองเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น และ
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จะศึกษาถึงวิธีหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ  โดยพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคนกับ
ความเครียดขึ้นอยูกับความถี่ของวัสดุนั้น ๆ 

 

 
 

รูปที่ 2.28 แสดงคาความยดืหยุนและความหนืดของเลือดที่วิเคราะหไดจากมนุษยที่เปนปกต ิ
                       ที่มา: Chen, H.Q., G.H. Zhong, L. Li, Z.Y. Chen and Z.N. Xue. (1988) 
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รูปที่ 2.29 แสดงคาความยดืหยุนและความหนืดของเลือดที่วิเคราะหไดจากมนุษยที่เกิดโรค 
                        ที่มา: Chen, H.Q., G.H. Zhong, L. Li, Z.Y. Chen and Z.N. Xue. (1988)  
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2.7  ระบบพลวัตในระบบควบคุมอัตโนมัติ (Dynamic control system) 
การดําเนินงานวิเคราะหและออกแบบเพื่อควบคุมระบบจําตองอาศัยแบบจําลอง ซ่ึงถือเปน

ส่ิงที่มนุษยสมมุติขึ้น  เพื่ อแทนหรืออธิบายระบบพลวัตที่ ใหความสนใจอยู ในขณะนั้น                   
ซ่ึงแบบจําลองที่กลาวถึงในที่นี้คือแบบจําลองทางคณิตศาสตร (Mathematical models) โดย
แบบจําลองที่เขียนขี้นมานี้เปนแบบจําลองที่ตองอาศัยความรูทางวิทยาศาสตรแขนงตาง ๆ ที่อาจจะ
เกี่ยวของกับระบบพลวัตนั้น (สราวุฒิ สุจิตจร, 2546) เชนความรูทางดานฟสิกส ความรูทางดาน
ระบบเชิงกลตาง ๆ ความรูทางดานไฟฟา เปนตน ซ่ึงในการเลือกใชแบบจําลองตองคํานึงวา  
แบบจําลองนั้นสามารถวิเคราะห และสามารถชวยในการออกแบบระบบนั้น ๆ ไดหรือไม ซ่ึงกรณี
โดยสวนใหญนั้น เมื่อระบบเปนเชิงเสน สมการเชิงอนุพันธสามัญจึงเปนลักษณะของแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรที่ไดรับความนิยมมากที่สุด ซ่ึงถาระบบที่เราสนใจอยูในโดเมนของเวลา เมื่อจัด   
รูปสมการอยางเหมาะสม ก็จะไดแบบจําลองที่เรียกวา แบบจําลองตัวแปรสเตด (State–variable 
models) หรือถาสนใจในโดเมนของความถี่ ก็อาจประยุกตการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) 
เขากับสมการเชิงอนุพันธ ผลจากการแปลงสมการเชิงอนุพันธไปอยูในโดเมนความถี่ เมื่อจัด        
รูปสมการใหเหมาะสมก็จะไดแบบจําลองที่เรียกวา ฟงกชันถายโอน (Transfer function) ซ่ึงจะ
นําไปสูการเขียนแผนภาพบลอก (Block diagram) ของระบบ และกราฟการไหลของสัญญาณ 
(Signal–flow graph) แตในความเปนจริงแลวระบบจะมีความสลับซับซอนมาก และไมเปนเชิงเสน 
(Non linear) สูง ซ่ึงการที่จะนําสมการเชิงอนุพันธสามัญแทนระบบในลักษณะของแบบจําลอง    
ทางคณิตศาสตรโดยเกิดความผิดพลาดนอยที่สุด หรืออยูภายในขอบเขตที่พึงยอมรับได ผูออกแบบ
จึงตองตั้งสมมุติฐาน และอาศัยการประมาณบางประการเพื่อปรับระบบใหอยูในขอบเขตเชิงเสน  
 สําหรับงานวิจัยนี้จะศึกษาโดยตั้งสมมุติฐานวา ระบบเปนระบบเชิงเสน และมีความเสถียร 
(Stability) โดยจะแสดงเฉพาะระบบทางกลเทานั้น เพื่ออธิบายความสัมพันธระหวางฟงกชัน      
ถายโอนกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  

2.7.1 ระบบพลวัตทางกล 
เมื่อกลาวถึงระบบทางกลแบบจําลองทางคณิตศาสตรอาศัยกฎของนิวตัน (Newton’s 

law) โดยอาศัยการเขียนแผนภาพวัตถุอิสระ (Free body diagram) อธิบายลักษณะการทํางาน        ซ่ึง
แสดงดวยระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง (Mass–spring–damper) และอาศัยกฎของนิวตันในการ หา
สมการเชิงอนุพันธของระบบทางกล 
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รูปที่ 2.30 แสดงระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง และแผนภาพอิสระ 
 
 การสรางแบบจําลอง  อาศัยความเขาใจเรื่องสมดุลของแรง โดยกําหนดให X           
คือการขจัดที่เกิดขึ้นเมื่อมีแรงกระทํา โดยแรงที่กระทําคือ F โดยแรงที่เกิดขึ้นเกิดจากแรงกระทําจาก
ภายนอก (F(t)) โดย  k คือคาคงที่ของสปริง และ  b คือคาคงที่ของตัวหนวงตามลําดับ ซ่ึงจาก
แผนภาพอิสระจะได 

 

)(=++2

2

tFkx
dt
dx
b

dt
dx

m  (2.75) 

 
2.7.2 ฟงกชันถายโอน (Transfer function) 

โดยทั่วไปฟงกชันการถายโอน (Transfer function) สําหรับระบบเวลาคงตัวเชิงเสน  
(Linear time-invariant system)  ถูกอธิบายโดยอัตราสวนระหวางสมการ Laplace transform  
ระหวางสัญญาณเอาพุทและสัญญาณอินพุท  ภายใตขอกําหนดที่วาสภาวะเริ่มตนเปนศูนย  ฟงกชัน
การถายโอนจะถูกนํามาใชบอยคร้ังสําหรับงานวิศวกรรม  เนื่องจากฟงกชันการถายโอนเปน
คุณลักษณะของความสัมพันธระหวางสัญญาณเขาและออกของระบบเวลาคงตัวเชิงเสน (Linear 
time-invariant system)  ซ่ึงมีบทบาทสําคัญในการวิเคราะหและออกแบบระบบ  พิจารณาสมการ 
(2.75) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธของระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง และเมื่อทําการแปลงลาปลาส  
ภายใตเงื่อนไขสภาวะเริ่มตนเปนศูนย  จะไดดังสมการที่ 2.76  
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รูปที่ 2.31 แสดงแผนภาพบล็อกของระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง 
 
 ในการวิเคราะหหรือออกแบบระบบ เมื่อเราใหอินพุทกับระบบแลว สังเกตพฤติกรรม
การตอบสนองของเอาพุทที่เกิดขึ้น ซ่ึงเอาพุทในที่นี้คือ การขจัดของระบบนั้นเอง  ในทํานอง
เดียวกัน  ถาพิจารณาสมการโดยทั่วไป  สมการเชิงอนุพันธดังสมการที่ (2.77) 
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และเมื่อทําการแปลงลาปลาซ  (James et al., 1993)  จะไดดังสมการที่ 2.78 
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โดย   ,s jω= R  คือ  สวนจํานวนจริง,  Im  คือ สวนจํานวนจินตภาพ,  X (S) คือ เอาพุท และ U (s) 
คือ อินพุท  จากสมการ (2.78) เปนสมการที่ใชอธิบายระบบโดยทั่วไป (General form) ในโดเมน
ของความถี่หรือฟงกชันถายโอน  
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รูปที่ 2.32 แสดงบลอกไดอะแกรมของสมการ 2.78 
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 ซ่ึงพบวาเมื่อทําการศึกษาจากตัวอยางที่ผานมาพบวา แบบจําลองของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน  ก็มีความคลายคลึงกับแบบจําลองทางกล โดยแบบจําลองของวัสดุยืดหยุนหนืด       
เชิงเสนไมวาจะเปนแบบจําลองแมกซเวลส, แบบจําลองเคลวิน–โวค และแบบจําลองเชิงเสน
พื้นฐาน จะมีสวนประกอบเปนสปริงและตัวหนวง  ซ่ึงใชในการอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ ที่เกี่ยวของ
กับคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน โดยมีอินพุทที่กระทํากับวัสดุยืดหยุนหนืด คือ ความเคน และ
ความเครียด โดยขึ้นอยูกับวาเราตองการศึกษาพฤติกรรมใด อาทิพฤติกรรมการคืบ โดยการคืบ      
จะใหอินพุทเปนความเคน โดยความเคนที่ใหมีคาคงที่คาหนึ่งจะไดเอาพุทเปนความเครียดที่เกิดขึ้น  
สวนถาตองการศึกษาการพักความเคน อินพุทคือคาความเครียด โดยความเครียดจะมีคาคงที่คาหนึ่ง 
จะไดเอาพุทเปนความเคนที่เกิดขึ้น   ดังนั้นวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน สามารถเขียนอยูในรูปของ
ฟงกชันถายโอนได  เพราะถาวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนมีฟงกชันถายโอนหรือแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรที่ถูกตอง จะสามารถอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได 
 

2.8  งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
งานวิจัยที่มีความเกี่ยวของกับการเขียนโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนจาก

คุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสนของวัสดุ  คือ 
Levy (1959) ไดนําเสนอวิธีการทํา Curve fitting สําหรับจํานวนเชิงซอน ซ่ึงเปนวิธีการ

ทางดานการวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร  เพื่อหาคาสัมประสิทธิ์ของโพลิโนเมียนของฟงกชันถายโอน 
โดยการใชวิธีการกําลังสองนอยสุด (Least square method) ชวยในการหาคา โดยกําหนดใหอินพุท  
คือ  คาความถี่ (Frequency), จํานวนจริง และจํานวนจินตภาพ  ซ่ึงเปนฟงกชันกับความถี่ ซ่ึงในการ
ทําแบบจําลองจะกําหนดใหระบบมีความเสถียร  

Sanathanan and Koerner (1962)  ไดนําวิธีการของ Levy มาทําการเพิ่มการถวงน้ําหนักดวย
การนําสัมประสิทธิ์ของตัวสวนยกกําลังสอง แลวคูณเขาไปในสมการของ Levy  และนํามาเขียน
โปรแกรมคอมพิวเตอร โดยใชภาษา FORTRAN เพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ของโพลิโนเมียน
เชิงซอน  พบวาคาที่ไดจากการทําการถวงน้ําหนักไดคาที่มีคาความผิดพลาดมากกวาคาที่ไดจากการ
คํานวณแบบไมถวงน้ําหนัก  ซ่ึงจากบทความนี้พบวาวิธีการของ Levy สามารถทํา Curve fitting    
ไดดีกวาการถวงน้ําหนักดวยการนําสัมประสิทธิ์ของตัวสวนยกกําลังสอง 

Whitfield (1986)  ไดทําการศึกษาวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนจากขอมูลท่ีไดจาก
การตอบสนองเชิงความถี่  ซ่ึงในการศึกษาไดนําวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนจากขอมูลที่ได
จากการตอบสนองเชิงความถี่ของนักวิจัยหลาย ๆ ทาน มานําเสนอพอวา วิธีการของ Stahl (1984) 
ผลเฉลยที่ไดจะเบนออก (Divergent) และวิธีการของ Lawrence และ Rogers (1979) ผลเฉลยที่     
ไดจะลูเขา (Convergent) สวนวิธีการของ Sanathanan และ Koerner (1963) เปนวิธีการที่ไมนิยม
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เนื่องจากมีความยุงยาก ซ่ึงจากบทความฉบับนี้พบวาผลเฉลยที่ไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดเชิงเสน 
จะมีประสิทธิภาพที่ดีก็ตอเมื่อระบบตอบสนองที่ความถี่ต่ํา และไมมีสัญญาณรบกวนกับระบบ 

Kumaresan (1990) ไดทําการศึกษาการบงเอกลักษณของฟงกชันถายโอน จากตัวอยางการ
ตอนสนองเชิงความถี่ ซ่ึงบทความฉบับนี้พิจารณาที่โดเมน   z  (Discrete-time) ซ่ึงไดตั้งขอสมมุติ   
ไววาระบบเปนสมการเชิงเสนและไมมีสัญญาณรบกวน และยังกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์โพลิ     
โนเมียนของตัวสวนที่มีลําดับขึ้นศูนย มีคาเทากับหนึ่ง ( 0 1a = ) ซ่ึงคาที่ตองการหาคือคาลําดับขั้น
ของสมการโพลิโนเมียน  และสัมประสิทธิ์โพลิโนเมียนของฟงกชันถายโอน ซ่ึงวิธีการในบทความ
นี้เปนวิธีการที่มีตนกําเนิดมาจากวิธีการของ Cauchy และ Jacoby โดยวิธีการในการแกปญหาใชวิธี  
Sigular-value decomposition (SVD)  ซ่ึงวิธีการที่นําเสนอนั้นไมรับประกันความมีเสถียรภาพของ
ระบบ ซ่ึงตองใชเทคนิควิเคราะหความมีเสถียรภาพเขามาเกี่ยวของดวย  

Hassul and Shahian (1992) ไดเสนอวิธีการที่จะใชในการสังเคราะหหาฟงกชันการ        
ถายโอน โดยมีเงื่อนไขวาไมพิจารณาสัญญาณรบกวนของระบบ (Noise-free) จากการทดลองโดยมี
ขอมูลของ Magnitude และ Phase โดยใชเทคนิค Least square ซ่ึงจะไดคา Pole และ Zero ที่มี  
ความแมนยําในการคํานวณ   

Choe (1999)  ไดทําการศึกษาวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของระบบอยางงายจาก
การทราบคาขอมูลขนาด (Magnitude) และเฟส (Phase) โดยวิธีการใชวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) โดยการลดรูปใหสมการเปนสมการเชิงเสน  เพื่อสะดวกในการคํานวณ และ
ทําการเพิ่มการถวงน้ําหนัก  เพื่อทําใหการประมาณคาตัวแปรมีความถูกตองมากขึ้น โดยพิจารณา
ระบบที่อยูในชวงความถี่ต่ําโดยการถวงน้ําหนัก บทความฉบับนี้ไดใช การถวงน้ําหนักดวย             
1/ความถี่ ซ่ึงผลที่ไดพบวาการถวงน้ําหนักดวย 1/ความถี่ สามารถทําใหการทํา Curve fitting นั้นมี
ประสิทธิภาพมากขึ้น  

โดยการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะแยกวิเคราะหออกเปน   3 สวนหลัก ๆ คือ  
ความหนืด, ความยืดหยุน และความถี่ ซ่ึงดวยคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดนั้น สามารถสังเคราะห
หาฟงกชันการถายโอนได ดังนั้นการศึกษาวิจัยในครั้งนี้จึงเปนไปเพื่อการนําขอมูลที่มีอยูจริง     
อาทิเชน ความหนืด (Viscosity) ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวสัดยุดืหยุน
หนืดเชิงเสน นํามาใชในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใชในการหาคาฟงกชันการถายโอน
ของวัสดุนั้น ๆ  และนําไปใชเปนแนวทางเพื่อนําไปพัฒนาองคความรูใหมเกี่ยวกับการวิจัยในระดับ
ตอไป 

 



 

 

บทที่ 3                                                                 

วิธีดําเนินงานวิจัย 
 

3.1  บทนํา 

สําหรับบทนี้เปนการนําเสนอระเบียบวิธีที่ใชในการดําเนินงานวิจัย โดยใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข และทฤษฎีควบคุมการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงขั้นตอนที่นํามาใชประกอบไปดวย
การใชวิธีกําลังสองนอยสุด (Least square method), วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight 
least square method) วิธีในการสรางสมการเชิงเสนโดยคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนเปน   
ตัวแปรตน และคาที่ไดจากการทดลองในที่นี้คือ คาความหนืด (Viscous), คายืดหยุน (Elastic)     
และความถี่ เปนตัวแปรตาม โดยใชวิธีการ Pseudo inverse ในการแกปญหาสมการเชิงเสนเพื่อหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน ใชวิธีหาคารากของโพล เพื่อวิเคราะหความเสถียรภาพของวัสดุ     
และไดทําการหาคาความผิดพลาดจากนอรมรากกําลังสอง (Root-square norm : L2-norm) 
 

3.2  การประมาณคาฟงกชันจากชุดขอมูล (Estimation function) 
เทคนิคที่ใชในการประมาณคาฟงกชันจากชุดขอมูลที่มีอยู โดยใชวิธีหาเอกลักษณของ 

ระบบ หรือชุดขอมูลที่ตองการหาฟงกชัน ซ่ึงมีอยูหลายวิธี อาทิเชน การวิเคราะหสมการกําลังสอง
นอยที่สุด (Least square method = LSM)  เปนตน โดยวิธีการเหลานี้เปนวิธีการประมาณคาจากคา
ความผิดพลาดที่เกิดจากการทํา Curve fitting โดยมีหลักการดังนี้ 

3.2.1 วิธีสมการกําลังสองนอยท่ีสุด (Least square method) 
 วิธีการประมาณคาฟงกชันโดยใชวิธีกําลังสองนอยสุด เปนวิธีที่มีความสําคัญมาก
ในทางวิทยาศาสตรและทางวิศวกรรมศาสตร เชน การฟตฟงกชันเพื่อสรางเสนโคงเทียบมาตรฐาน 
(Calibration curve) การเลือกรูปฟงกชันที่นํามาฟตกับขอมูลมีขอพิจารณาที่สําคัญคือ เราจะเลือก
ฟงกชันที่ทําใหคาความคลาดเคลื่อนมีคานอยที่สุด (กฤษณะ สาคริก, 2545) ในการฟตฟงกชัน       
กับขอมูลใชวิธีทางคณิตศาสตรทําใหฟงกชันคาคลาดเคลื่อน (Error function) มีคานอยที่สุด ซ่ึงก็คือ 
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รูปที่ 3.1 วิธีกาํลังสองนอยสุด 

 
 ฟงกชันคาคลาดเคลื่อนในสมการ (3.1) เปนฟงกชันที่เหมาะสมที่สุดเนื่องจาก ไมมี
การหักลางกันของคาความคลาดเคลื่อนที่มีเครื่องหมายตรงขามกัน เนื่องจาก เทอมของ )-( iyy  

เมื่อยกกําลังสองแลวเปนบวกเสมอ ดังนั้นเมื่อนําคาความคลาดเคลื่อนมารวมกัน จะไมเกิดการ
หักลางกันขึ้น และเปนฟงกชันที่ใหน้ําหนักกับคาความเคลื่อนเคลื่อนที่มีขนาดใหญมากกวาขนาด
เล็ก เนื่องจากเทอม 2)-( iyy  เมื่อคาที่ไดจากการ )-( iyy  มีคานอย ถานําไปยกกําลังสองยิ่งมีคา
นอยลงไปอีก จึงมีความสําคัญนอยมากเมื่อเทียบกับคาที่มีขนาดใหญกวานั้นเอง ซ่ึงฟงกชันที่ไดรับ
ความนิยมในการประมาณคาฟงกชันโดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดซ่ึงวิธีการประมาณคาฟงกชันโดย
ใชวิธีกําลังสองนอยสุด เปนวิธีการที่สามารถยืดหยุนโดยสามารถนําฟงกชันที่ใชในการประมาณคา 
ที่นอกเหนือจาก สมการเสนตรงไดซ่ึงขึ้นอยูกับความเหมาะสมของฟงกชันนั้น ๆ  สําหรับงานวิจัย
ช้ินนี้ ฟงกชันที่เปนฟงกชันสําหรับการประมาณคา โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดคือ ฟงกชันถายโอน 
จากวิธีการกําลังสองนอยสุดนํามาประยุกตใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดโดยการใช
ฟงกชันถายโอนเปนฟงกชันในการประมาณคาชุดขอมูลที่ไดดังสมการที่ (3.2)  
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โดย  และ  0,1,= Kn 1, 2,= Km
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โดยกําหนดให  และ  เสมอ 0 1=a ≥m n )(ωiR  เปนสวนจริง (Real part) ซ่ึงในการทดลองนี้คือ
เทอมของคายืดหยุน (Elastic), ( )ωiX  เปนสวนจินตภาพ (Imaginary part) ซ่ึงในการทดลองนี้คือ
เทอมของคาความหนืด (Viscous), ωi  คือคาความถี่ที่ใชในการกระตุนระบบ ซ่ึงในการหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนคือ  และ  สําหรับวิธีการกําลังสอง
นอยสุด พบวา  

0 1,  ,  ,  nb b bK 1 2,  ,  ,  ma a aK

 
2

( )( )
( )
ωε ω
ω

= −∑ i
i i

i i

B jG j
A j

        โดย ε  คือคาความผิดพลาด  (3.3) 

 
จากสมการ (3.3) พบวา  การนําวิธีการกําลังสองนอยสุดมาใชกับสมการ (3.3) จะทําใหสมการที่ไดมี
ความสลับซับซอน  เนื่องจากสมการที่ไดจะเปนสมการไมเชิงเสน ซ่ึงจากปญหาดังกลาวไดมีผูเสนอ
วิธีการเพื่อลดความยุงยากของสมการขางตน  ซ่ึงจากงานวิจัยฉบับนี้ศึกษาเฉพาะชวงที่เปนเชิงเสน
เทานั้น  ซ่ึงจะพบวาการทํา Minimization ของสมการ (3.3) จะไดวา 

 
( )min ( ) 0
( )

B jG j
A j

ωω
ω

⎡
−⎢

⎣

⎤
=⎥

⎦

m
i ⎞

⎟
⎠

2

 (3.4) 

 
แทนคาสมการ (3.2) ลงในสมการ (3.4) จะไดวา  
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จากสมการที่ (3.5)  ทําการแยกพจนใหอยูในรูปของ สวนจํานวนจริง และ สวนจินตภาพจะไดวา 
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2 1 2
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กําหนดให  
 

[ ] ( ) [ ] ( )/ 2 , 1 / 2 , / 2 , 1 / 2p n q n r m s m= = − = = −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

 
ทําการจัดรูปใหอยูในรูปเมตริก จะไดวา 
 

( )1 2 3

4 5 6

0
, , ,

0
T

even odd even odd

R
b b a a

X
Ω Ω Ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ω Ω Ω ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.8) 

 
กําหนดให 

2 4 2, ,...,=even pb b b b , 1 3 2 1, ,..., +=odd qb b b b , 0 2, ,...,=even ra a a a และ 1 3 2 1, ,..., +=odd sa a a a  
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  (3.12) 
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โดย  N = จํานวนชุดขอมูลของชุดจํานวนจริงหรือจํานวนจินตภาพ จากสมการที่ (3.6)  เขียนใหมจะ
ไดวา 
 

Ω =P V  (3.15) 
 
โดย  เรียกวาเมตริกซสัมประสิทธิ์, P เรียกวาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และ V เรียกวาเวกเตอรที่ได
จากการวัด 

Ω

3.2.2  กระบวนการถวงน้ําหนัก 
 โดยทั่วไปแลวนั้น กระบวนการการถวงน้ําหนักสําหรับงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการ
ประมาณคาโดยการใชวิธีกําลังสองนอยสุดนั้นจะใหเมตริกซถวงน้ําหนัก ที่เปนเมตริกซทะแยงมุม 
ที่อยูกึ่งกลางเมตริก  



  
52 

 

1

2

1

2

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

i
k

i k k

w

ω
ω

ω
ω

ω

ω
×

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
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O
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โดยคา  คือคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก,  คือ จํานวนชุดขอมูล และ k = 2 เทาของจํานวนชุด
ขอมูล ( ) ซ่ึงในงานวิจัยนี้ไดใชคาในการถวงน้ําหนัก 4 แบบคือ  

kw i

2 i×

แบบที่ 1 กําหนดให 1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 2 กําหนดให 
( )2

1
k

k

w
ω

=  

โดย kω   =  ความถี่ในการตอบสนองระบบ  [ ]1 2 1 2 1
 i iω ω ω ω ω ω

k×
= K K  

สําหรับการถวงน้ําหนักในแบบที่ 3 และแบบที่ 4  จะใชคาจากความแปรปรวน (Variance) ของชุด
ขอมูล  ซ่ึงเปนคาที่บงบอกถึงการกระจายตัวของชุดขอมูลนั้น ๆ  

 
x

x
N

= ∑  (3.16) 

 
( )2

2 x x
N

σ
−

=  (3.17) 

 
โดย 2σ  คือ ความแปรปรวน, x  คือ สมาชิกภายในชุดขอมูลนั้น ๆ, x  คือ คาเฉลี่ยของชุดขอมูล 
และ  คือ จํานวนชุดขอมูล  N

กําหนด 
แบบที่ 3 กําหนดให 2

k kw σ=  

แบบที่ 4 กําหนดให 2

1
k

k

w
σ

=  

โดย 2
kσ  2 2 2 2 2 2

1, 2, , 1, 2, , 1R R i R X X i X k
σ σ σ σ σ σ

×
⎡ ⎤= ⎣ ⎦K K  
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ซ่ึงจากกระบวนการถวงน้ําหนักจากสมการ (3.15) สามารถเขียนใหมไดดังสมการ (3.18) 
 

w P wVΩ =  (3.18) 
 
3.2.3 เมตริกซผกผันเทียม (Pseudo inverse) 

 วิธีการเมตริกซผกผันเทียมนั้นเปนวิธีการหาเมตริกซผกผัน โดยทั่วไปนั้นการหา
เมตริกซผกผันของเมตริก  ใด ๆ นั้น เมตริกซ 1−Ω Ω  นั้น ตองเปนเมตริกซที่เปนเมตริกซจัตุรัส  
และตองมีลักษณะเปน Full rank คือ ที่ทุกคอลัมนหรือแถวภายในเมตริก Ω  ตองมีความเปนอิสระ
ตอกัน (Linearly independent) แตในการหาเมตริกซผกผันเทียมนั้น จะเปนวิธีการทั่วไปที่ใชในการ
หาเมตริกผกผัน (Generalization of inverse) ซ่ึงใชในการหาเมตริกซ Ω  ที่เปนเมตริกจัตุรัส หรือ
เมตริกที่มีจํานวนแถวมากกวาจํานวนคอลัมน  แตมีเงื่อนไขวาเมตริกซนั้นตองเปนเมตริกซที่มี
ลักษณะเปน Full rank เพื่อใหผลเฉลยที่ได Unique นั้นเอง ซ่ึงขอดีอีกประการของวิธีการนี้ก็คือ เปน
วิธีการที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดไมวาเมตริกซ Ω  จะเปน Singular matrix หรือ Non-singular 
matrix  คือ เมตริกที่คา det(  หรือ ) 0Ω = det( ) 0Ω ≠

T

Tw

 ตามลําดับ   

 
1( )T −Ω = Ω Ω Ω  (3.19) 

 
สําหรับ เมตริกที่มีการถวงน้ําหนักดวยเมตริก  w

 
1( )T T Tw ww −Ω = Ω Ω Ω  (3.20)  

 
 ซ่ึงวิธีการเมตริกผกผันเทียมจะตองมีเงื่อนไขวาเมตริก Ω   ตองเปน Full rank ซ่ึง
สําหรับเมตริกที่เปน No full rank จะไมสามารถใชวิธีการนี้ได เนื่องจากผลเฉลยที่ไดนั้นจะมีคาไม 
Unique แตสําหรับงานวิจัยนี้พบวาเมตริกซ Ω  เปน Full rank  โดยจํานวนแถวมากกวาหรือเทากับ
จํานวนคอลัมนเสมอ  ซ่ึงในการพิจารณาเลือกใชวิธีการนี้  พิจารณาจาก Rank ( ) = จํานวน
คอลัมนหรือไม  ถาเทากันแสดงวาเมตริกช 

Ω

Ω  เปนเมตริกช Full rank 
3.2.4 กระบวนการหาคาความผิดพลาด 

 ถึงแมวาวิธีการหาผลเฉลยที่ไดกลาวมาในหัวขอขางตน เปนวิธีการที่สามารถหา     
ผลเฉลยที่ใหคาที่มีความถูกตองคาหนึ่งแลวนั้น แตสําหรับงานวิจัยนี้คาผลเฉลยที่ไดก็ไมสามารถ  
การันตีผลเฉลยที่ถูกตองที่สุดได  เนื่องจากงานวิจัยนี้ไดนําคาความผิดพลาดมารวมพิจารณา           
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ในการหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุด แตคาความผิดพลาดนั้นสามารถกําหนดได
หลายรูปแบบ  เนื่องจากคาความผิดพลาดของระบบสมการอยูในรูปเวกเตอร [ ]iε ε=  ดังนั้น     
การหาขนาดของคาความผิดพลาดเพื่อใชเปนตัวแทนของคาความผิดพลาดของระบบสมการ  จึงมัก
หาในรูปของนอรมของเวกเตอร (Vector norm)  ซ่ึงมีหลายรูปแบบ เชน นอรมรากกําลังสอง (Root-
square norm : L -norm) นอรมสัมบูรณ (Absolute-norm : L -norm) และนอรมคามากที่สุด           

(L -norm)  ซ่ึงแตละชนิดมีรูปแบบเปนดังนี้ (สะอาด, 2544) 
2 1

α

 
L -norm :            1 1 21 kε ε ε ε= + + +K  (3.21) 

 
L -norm :            2

2 2
1 22 k

2ε ε ε ε= + + +K  (3.22) 

 
L -norm :            α max jjα

ε ε=  (3.23) 
  
 สําหรับงานวิจัยนี้ไดทําการหาคาความผิดพลาดโดยใชสมการ (3.22) ในการหา        
คาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่มีคานอรมรากกําลังสองนอยที่สุด  

3.2.5 กระบวนการการหาคาความเสถียร 
 ส่ิงสําคัญที่สุดในสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น 
คือคาความเสถียรของวัสดุ  กลาวคือฟงกชันถายโอนที่ไดจากการคํานวณ จะตองมีคาความเสถียร 
ซ่ึงหมายความวา เมื่อมีอินพุทที่มีคาแนนอนคาหนึ่ง เอาพุทของระบบจะตองมีคาอยูในชวงที่
แนนอน ซ่ึงก็คือ คาเอาพุทที่ไดตองไมมีคาเขาสูคาอนันต หรือไมมีขีดจํากัดนั่นเอง (กนตธร       ชํานิ
ประศาสน และจิระพล ศรีเสริฐผล, 2548) สําหรับระบบเชิงเสนความตองการที่จะใหระบบเสถียร
จะขึ้นอยูกับโพล (Poles) ของฟงกชันถายโอน โพล หมายถึง รากของเทอมสวนของฟงกชันถาย
โอนในขณะที่ศูนย (Zeros) หมายถึง รากของเทอมเศษของฟงกชันถายโอน 
 3.2.5.1  ความเสถียร และโพล (Stability and poles) 
 ความเสถียรของระบบสามารถพิจารณาไดจากการตอบสนองของระบบ
หลังจากไดรับอินพุทแบบการดลเปนระยะเวลาหนึ่งวาระบบกลับสูสภาพเดิมหรือไม หากระบบ    มี
ความเสถียรการตอบสนองก็จะกลับคืนสูสภาพเดิมหลังจากไดรับการกระตุน สวนระบบที่ไมมี
ความเสถียร  การตอบสนองของระบบจะมีคาเพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ ตามเวลาที่เปลี่ยนแปลงไป ซ่ึงเรา
สามารถที่จะพิจารณาวาระบบจะเสถียรหรือไมนั้นไดจากฟงกชันถายโอนของระบบ โดยความ
เสถียรของระบบจะขึ้นอยูกับตําแหนงของโพลของฟงกชันถายโอนของระบบนั้น กลาวไดวาการที่
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ระบบจะเสถียร  ตําแหนงของโพลควรจะอยูดานซายมือของระนาบเชิงซอน  ถาหากวามีโพลใด 
โพลหนึ่งของระบบเพียงโพลเดียวอยูทางดานขวามือของระนาบเชิงซอน  ก็จะทําใหระบบ             
ไมเสถียรภาพดังรูปที่ 3.2  
 

 
รูปที่ 3.2 โพลที่ตําแหนงตาง ๆ 

 
 จากรูปที่ 3.2 พบวารูปที่ 3.2(a) เปนตําแหนงโพลที่มีความเสถียร รูปที่ 3.2(b) 
แสดงตําแหนงโพลที่ทําใหระบบไมเสถียร และรูปที่ 3.2(c) แสดงตําแหนงโพลที่ทําใหระบบ         มี
เสถียรภาพ  สําหรับระบบที่มีโพลซึ่งอยูบนแกนจินตภาพนั้น การตอบสนองจะมีลักษณะการ แกวง
รอบ ๆ สมดุลโดยขนาดไมลดลง ดังนั้นระบบจึงเปนระบบเสถียรภาพวิกฤติ (Critically stable) สวน
ระบบที่โพลที่จุดกําเนิด (Origin) ก็จะเปนระบบเสถียรวิกฤติเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 3.3 ตําแหนงโพล และการตอบสนองของระบบในโดเมนเวลา 

  
 จากรูปที่ 3.3 แสดงตําแหนงโพลและการตอบสนองของระบบในโดเมนเวลา
หลาย ๆ แบบทั้งระบบที่มีความเสถียรและไมมีความเสถียร ในการพิจารณาฟงกชันถายโอน เพื่อ
วิเคราะหหาความเสถียรของระบบนั้นซึ่งตําแหนงโพลจะเปนสวนที่สําคัญ  
 3.2.5.2 The Routh – Hurwitz stability criterion 
 ในป ค.ศ. 1877 อี เจ เราช  ไดคิดคนวิธีการหารากของสมการวามีรากใดที่มีคา
สวนจํานวนจริงเปนบวกบาง โดยไมตองทําการแกสมการ เมื่อวิธีการนี้ถูกนํามาใชกับสมการเฉพาะ 
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(Characteristic equation)  ของระบบควบคุมอัตโนมัติ  จึงเปนวิธีการวิเคราะหความเสถียรของ
ระบบได  อยางไรก็ตามวิธีการของเราธ ก็ไมสามารถบอกไดวา ถาระบบมีเสถียรภาพแลว สถานะ
ของเสถียรภาพดีเพียงใด หรือถาตองการที่จะปรับปรุงการทํางานของระบบใหดีขึ้นไปอีกจะกระทํา
ไดอยางไร (วริทธิ์ อ้ึงภากรณ และรัชทิน จันทรเจริญ, 2542) พิจารณาสมการเฉพาะ ( )q s  ซ่ึง
สามารถเขียนทั่วไปไดในรูป 

 
1

1 0( ) 0n n
n nq s a s a s a−

−= + + + =K  (3.24) 

 
เพื่อจะหาความเสถียรของระบบเราจะตองพิจารณาวารากของสมการนี้ มีคาอยูในดานขวามือของ
ระบบเชิงซอนหรือไม  ซ่ึงวิธีการของเราชจะมีพื้นฐานจากการจัดลําดับสัมประสิทธ์ิของสมการ
เฉพาะ จากสมการ (3.25) สามารถเขียนอยูในรูป 
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และ 3
1

1 31

1 n n
n

n nn

a a
c

b bb
−

−
− −−

⎡−
= ⎢

⎣ ⎦

⎤
⎥

)

   เชนนี้ไปเรื่อย ๆ  (3.28) 

 
 วิธีการของเราชกําหนดไววาจํานวนรากของ  ที่มีสวนจริงเปนบวกนั้น
จะเทากับจํานวนการเปลี่ยนแปลงเครื่องหมายในแถวตั้งแถวแรกในลําดับใน Routh array ซ่ึง

(q s
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ขอกําหนดที่จําเปนและเพียงพอที่จะกําหนดสภาวะความเสถียรของระบบในการพิจารณาแถวตั้ง
แถวแรกนี้  เราจะตองพิจารณากรณียอยออกเปน 4 กรณีดวย และจําเปนตองใชวิธีการพิจารณา      
แตละกรณีแตกตางกันออกไป ทั้งนี้ตองมีการปรับปรุงวิธีการพิจารณาใหเหมาะสมกับแตละ      
กรณีดวย โดยกรณีทั้ง 4 นี้คือ 
 1. ไมมีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยเลย 
 2. มีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยหนึ่งคา แตคาในแถวนอนมีคาในแถวแรก
เปนศูนยนั้นไมมีคาอ่ืนเปนศูนย 
 3. มีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยหนึ่งคา และคาในแถวนอนที่มีคาใน    แถว
แรกเปนศูนยนั้นมีคาอ่ืนเปนศูนยดวย 
 4. เหมือนกับในกรณี 3 แตมีรากซ้ําในแกนจินตภาพ 
 ซ่ึงจากวิธีการพิจารณาดังที่ไดกลาวมานี้ เมื่อนํามาเขียนโปรแกรมเพื่อ
วิเคราะหหาความเสถียรภาพของฟงกชันถายโอน  พบวาจะมีความยุงยากเปนอยางมาก  แตเราทราบ
กันดีอยูแลววา ความเสถียรของระบบนั้นขึ้นอยูกับโพลของระบบ โดยถาโพลของระบบอยูทางดาน
ขวามือของระนาบเชิงซอนแสดงวาระบบไมมีความเสถียรดังที่ไดกลาวมาแลวขางตน เนื่องจาก   ใน
ปจจุบันคอมพิวเตอรไดมีบทบาทสําคัญในการออกแบบและวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับระบบควบคุม 
และวิเคราะหความเสถียรของระบบ ดังนั้นงานวิจัยนี้จะใชวิธีการหาคารากของ  โดย        แยก
สมการใหอยูในรูป 

(q s)

0

n

 
( ) 1 2( )( ) ( )nq s s r s r s r= − − − =K  (3.29) 

 
โดยคา  คือ โพลของระบบที่มีลําดับขั้นเทากับ  แลวพิจารณาคาโพลที่ไดวาทําให
ฟงกชันถายโอนของวัสดุมีความเสถียรหรือไม 

1 2,  ,  ,  nr r rK

 

3.3  วิธีการทาํวิจัย  
3.3.1 วิธีกําลังสองนอยสุดแบบไมถวงน้ําหนัก (Non weight least squares method) 

 ขั้นตอนที่ 1  ทําการ สรางเมตริก Ω  โดยใชสมการ 3.16 ถึงสมการ 3.21 และทําการ
สรางเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และเวกเตอรที่ไดจากการวัด  
 ขั้นตอนที่ 2   จากสมการที่ (3.22) วิธีการแกปญหาเพื่อหาคาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ (P) 
ใชวิธี Pseudo-inverse แกปญหาจะไดดังสมการที่ (3.30)  
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( ) 1TP
−

= Ω Ω ΩTV  (3.30)  

 
ซ่ึงผลที่ไดจากการแกสมการ (3.30) คือคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนนั้นคือ   
และ  นั่นเอง  เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนแลวนั้น  

0 1,  ,  ,  nb b bK

1 2,  ,  ,  ma a aK

 ขั้นตอนที่ 3   ทําการวิเคราะหหาความเสถียรของฟงกชันถายโอนที่ไดจากการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  ซ่ึงถาระบบมีความเสถียรใหทําขั้นตอนที่ 4 แตถาระบบไมมีความเสถียรใหทาํ
ขั้นตอนที่ 6 
 ขั้นตอนที่ 4  ทําการหาคาความผิดพลาดจาก  

 

( ) ( )
2 2 2
1 22

2

( ) ...i
i

i

B j
kE G j e e e

A j
ωω
ω

= − = + + +  (3.31) 

 
โดย 

2
E  =  นอรมรากกําลังสอง (Root-square norm: L2-norm) 

 ขั้นตอนที่ 5   ทําการเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ โดยคาที่นํามาเก็บคือคาสัมประสิทธ์ิ 
ของฟงกชันถายโอนและคาความผิดพลาด ซ่ึงคาที่ไดเปนคาที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยท่ีสุด
ในแตละรอบของการคํานวณ 
 ขั้นตอนที่ 6  ทําการหาคาระดับของสมการพหุนาม (Degree of polynomial)  คือ คา   
n และ m ตามเงื่อนไขที่กําหนด  แลวทําการกระทําซ้ําตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 จนกวา         
คา m = 10 
 ซ่ึงคาผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณจะถูกกําหนดดวยคาความเสถียร และคาความ
ผิดพลาดที่นอยที่สุดนั่นเอง ดังแสดงในรูปที่ 3.4 แสดง Flow chart ของการเขียนโปรแกรมการ
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  
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รูปที่ 3.4 แผนภาพแสดง Flow chart ของวธีิกําลังสองนอยสุดแบบไมถวงน้ําหนัก 
 

3.3.2 วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight-least squares method) 
 ขั้นตอนที่ 1 จากวิธีการกําลังสองนอยสุด  ทํามาประยุกตใชในการสังเคราะหหา
ฟงกชันถายโอนไดโดยการใชฟงกชันถายโอนในการประมาณคาชุดขอมูลที่ไดจากการทดลองดัง
สมการที่ (3.2) โดยกําหนดให 0 =a  และ  เสมอ ≥m n )(ωiR  เปนสวนจริงซ่ึงในการทดลองนี้



  
61 

 

คือเทอมของคายืดหยุน (Elastic), ( )ωiX  เปนสวนจินตภาพ ซ่ึงในการทดลองนี้คือเทอมของ        
คาความหนืด (Viscous), ωi

b

 คือคาความถี่ที่ใชในการกระตุนระบบ ซ่ึงในการหาคาสัมประสิทธ์ิ
ฟงกชันถายโอนคือ  และ  สําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุดแบบ 
ถวงน้ําหนักจากสมการ (3.13) เทคนิคตอไปที่จะนําเสนอเปนเทคนิคกําลังสองนอยสุดแบบ        ถวง
น้ําหนักโดยฟงกชันที่จะนํามาใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือคาความถี่ของระบบ                 โดย
คาความถี่ที่ใชในการถวงน้ําหนัก จะอยูในแนวเสนทแยงมุมที่อยูกึ่งกลางเมตริก 

0 1,  ,  ,  nb b K 1 2,  ,  ,  ma a aK
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โดยคา  คือคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก และ k = 2 เทาของจํานวนชุดขอมูล  kw

ซ่ึงในงานวิจัยนี้ไดใชคาในการถวงน้ําหนัก 4 แบบคือ  

 แบบที่ 1 กําหนดให 1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 2 กําหนดให 
( )2

1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 3 กําหนดให 2
k kw σ=  

 แบบที่ 4 กําหนดให 2

1
k

k

w
σ

=  

โดย kω  = ความถี่ และ 2
kσ  = ความแปรปรวน เมื่อมีการถวงน้ําหนักจะไดสมการ (3.32)  

ซ่ึงเขียนใหมไดเปน 
 

w P wVΩ =  (3.32)   
 
โดย P เรียกวาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และ V เรียกวาเวกเตอรที่ไดจากการวัด 
 ขั้นตอนที่ 2  จากสมการที่ (3.32) วิธีการแกปญหาเพื่อหาคาเวกเตอรสัมประสิทธ (P) 
ใชวิธี Pseudo-inverse แกปญหา จะไดดังสมการที่ (3.33)  
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( ) 1T T T TP W W W W
−

= Ω Ω Ω V  (3.33) 

 
ซ่ึงผลที่ไดจากการแกสมการ (3.33)  คือคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนนั้นคือ   
และ  นั่นเอง  เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนแลวนั้น  

0 1,  ,  ,  nb b bK

1 2,  ,  ,  ma a aK

 ขั้นตอนที่ 3  ทําการวิเคราะหหาความเสถียรของฟงกชันถายโอนที่ไดจากการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  ซ่ึงถาระบบมีความเสถียร ใหทําขั้นตอนที่ 4 แตถาระบบไมมีความเสถียรให
ทําขั้นตอนที่ 6 
 ขั้นตอนที่ 4  ทําการหาคาความผิดพลาดจาก  

 

( ) ( )
2 2 2
1 22

2

( ) ...i
i

i

B j
kE G j e e e

A j
ωω
ω

= − = + + +  (3.33) 

 
โดย 2E  = นอรมรากกําลังสอง (Root-square norm: L2-norm) 
 ขั้นตอนที่ 5 ทําการเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ โดยคาที่นํามาเก็บคือคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอน  และคาความผิดพลาดซึ่งคาที่ไดเปนคาที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด
ในการคํานวณแตละรอบ 
 ขั้นตอนที่ 6  ทําการหาคาระดับของสมการพหุนาม (Degree of polynomial)  คือ คา  
n และ m ตามเงื่อนไขที่กําหนด แลวทําการกระทําซํ้าตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 จนกวาคา      
m = 10  ซ่ึงคาผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณจะถูกกําหนดดวยคาความมีเสถียร และคาความผิดพลาด
ที่นอยที่สุดนั่นเอง  ดังแสดงในรูปที่ 3.5 แสดง Flow chart ของการเขียนโปรแกรมสําหรับการ
วิเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวง
น้ําหนัก 
 
 
 
 
 
 
 

 

n<m 
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รูปที่ 3.5 แผนภาพแสดง Flow chart ของวธีิกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนกั 
 

3.4  ปญหาทดสอบมาตรฐาน 
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สรางขึ้นเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืด

เชิงเสน มีความจําเปนอยางยิ่งตองไดรับการทดสอบความถูกตองในการคํานวณการทดสอบ
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โปรแกรมดังกลาวทําไดโดยนําโปรแกรมไปประยุกตเขากับปญหาที่ทราบฟงกชันถายโอน 
จากนั้นจึงนําผลเฉลยเชิงตัวเลขนั้นไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้น ๆโดย
กําหนดให 
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โดยทําการสรางขอมูลคาสวนจริง สวนจินตภาพและความถี่ของระบบ โดยการกําหนด

ฟงกชันถายโอน แลวทําการแทนคาความถี่ลงในสมการ (3.35) แลวนําคาสวนจริงและสวนจินต
ภาพ พรอมทั้งคาความถี่ของระบบเปนคาอินพุทของโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแลวนํา
ผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมมาทําการเปรียบเทียบกับคาจากสมการที่ (3.35)  
 
  
 
 



 

 

บทที่ 4                                                                                
ผลการคํานวณและอภปิรายผลการคํานวณ 

 

4.1  บทนํา 

สําหรับบทนี้เปนการนําเสนอผลการประเมินสัมประสิทธ์ิของฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน โดยพิจารณาจากชุดขอมูลที่ไดกับคาที่ไดจากการประเมินดวยโปรแกรม  นํามาเขียนกราฟ
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และกราฟความสัมพันธระหวางสวนจินตภาพกับความถี่  
เพื่อวิเคราะหผลที่เกิดขึ้น ตลอดจนวิเคราะหผลที่ไดจากการใชโปรแกรมโดยวิธีการถวงน้ําหนักที่แตกตาง
กัน  ซ่ึงสําหรับบทนี้แบงออกเปน 3 สวนดวยกัน ประกอบดวย       สวนของโปรแกรมวิเคราะหหาฟงกชัน
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน, สวนที่สองเปนสวนของปญหาทดสอบโปรแกรม  สวนสุดทายเปน
สวนของผลการทดลองและการอภิปรายผลการทดลอง 
 

4.2  โปรแกรมวิเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืด 
รูปแบบของสมการและขั้นตอนวิธีแกสมการเพื่อหาผลเฉลย ในบทที่ 3 ไดถูกนํามาประดิษฐเปน

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงจะเสนอรายละเอียดในหัวขอนี้ 
โดยทั่วไปแลวในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรมักจะประกอบไปดวย     สามสวนหลักดังตอไปนี้  

1) พรีโปรเซสเซอร (Pre-processor) 
 เปนขั้นตอนการกําหนดคาปอนเขา (Input) ใหกับโปรแกรม ซ่ึงอาจทําไดโดยปอนคาใหกับ
โปรแกรมหลักโดยตรงหรือสรางเปนไฟลขอมูลดังกลาวไวแลวจึงสั่งใหโปรแกรมอานคาขอมูลจากไฟลอีก
คร้ังหนึ่ง ขั้นตอนนี้ถือวาเปนขั้นตอนพรีโปรเซสเซอร สําหรับโปรแกรมนี้คาปอนเขา คือ  ความถี่, คาที่เปน
จํานวนจริง และคาที่เปนจํานวนจินตภาพ ซ่ึงในการวิเคราะหหา     ผลเฉลยจะไดคาสัมประสิทธของ
ฟงกชันถายโอน ความแมนยําของโปรแกรมจะขึ้นอยูกับจํานวนชุดขอมูลที่ปอนเขา จํานวนทศนิยมที่ใช
สําหรับชุดขอมูลที่ปอนเขา ซ่ึงพบวาจํานวนทศนิยมที่เหมาะสมที่ใช ตองมีนัยสําคัญตั้งแต 4 ตําแหนงขึ้นไป 
และผลของชวงของความถี่ที่ปอนเขาก็มีผลกับความแมนยําของโปรแกรมเชนกัน  เนื่องจากโปรแกรมนี้มี
ความเหมาะสมกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น ดังนั้นความถี่ในการทดสอบ จึงควรอยูในชวงที่เปนเชิง
เสนเทานั้น ซ่ึงความถี่ในการ 
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ทดสอบควรอยูระหวาง 0.1-100 Hz ดังนั้นการกําหนดขอมูลปอนเขาใหกับโปรแกรมในขั้นตอน                     
พรีโปรเซสเซอร  จึงควรคํานึงถึงจํานวนทศนิยมที่ปอนเขา จํานวนชุดขอมูล และชวงของความถี่    
ที่ใชทดสอบใหเหมาะสม เพื่อใหผลเฉลยที่จะไดรับมีความถูกตองในชวงที่ยอมรับได และเวลาใน
การคํานวณที่เหมาะสม 

2) การคํานวณหาผลเฉลย (Solver) 
 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นิยมนํามาประยุกตใชแกหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนที่มี
เมตริกซ Ω  ไมใชเมตริกซจัตุรัสมีดวยกันหลายวิธี  ซ่ึงวิธีที่นํามาใชในงานวิจัยนี้ คือ  วิธีเมตริกซ
ผกผัน (Pseudo inverse) ซ่ึงวิธีการนี้ไดนําเสนอรายละเอียดไวในบทที่ 3  โดยผลเฉลยที่ไดจากการ
คํานวณ  คือ  คาสัมประสิทธของฟงกชันถายโอน 

3) โพสโปรเซสเซอร (Post-processor) 
 ขั้นตอนสุดทายของโปรแกรมคอมพิวเตอร  คือการนําเอาผลเฉลยที่ไดในขั้นตอนที่ 2 
ไปแสดงผลใหอยูในรูปแบบกราฟความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวน
จํานวนจินตภาพกับความถี่  
 สําหรับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สรางขึ้นในที่นี้เขียนขึ้นโดยใชโปรแกรม MATLAB 
7.0 มีนามสกุลเปน .m โปรแกรมดังกลาวสามารถทํางานไดอยางมีประสิทธิภาพบนเครื่อง
คอมพิวเตอร Pentium 4 3.00 MHz, Ram 1 GB ระบบปฏิบัติการวินโดวเอ็กซพี (Windows XP) 
รายละเอียดรวมถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมไดอธิบายในหัวขอลําดับถัดไปดังนี้ 

4.2.1 รายละเอียดของโปรแกรมสงัเคราะหหาฟงกชันถายโอน 
 โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนประกอบไปดวย 2 ชุดใหญ คือ ชุดที่หนึ่ง 
เปนโปรแกรมที่ ถูกเขียนอยูในรูปของฟงกชัน  โดยเปนชุดที่ใช สําหรับสรางพารามิ เตอร                   
ที่โปรแกรมหลักตองการ เชน โปรแกรม ComputePQRS, โปรแกรม AVG.m, โปรแกรม ramda1.m 
ถึง ramda6.m, โปรแกรม ramda12.m และ ramda21.m, โปรแกรม STAT.m ซ่ึงโปรแกรมเหลานี้
เขียนอยูในรูปของฟงกชัน และถูกนําไปประกอบใชในโปรแกรมหลัก โดยโปรแกรมหลักประกอบ
ไปดวยโปรแกรม leastupdate.m, โปรแกรม leastweigh.m, โปรแกรม leastweigh2.m, โปรแกรม 
leastweighSTAT.m, โปรแกรม leastweighSTAT1.m โดยโปรแกรมหลักเปนโปรแกรมที่สามารถ
หาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนได รายละเอียดของโปรแกรมเหลานี้เปนดังตอไปนี้ 

4.2.2 ชุดโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอร 
 1) โปรแกรม ComputePQRS เปนโปรแกรมที่เขียนอยูในรูปของฟงกชันโดยรับคา
ลําดับขั้นของตัวเศษ (Order of nominator, n) และลําดับข้ันของตัวสวน (Order of denominator, m) 
แลวโปรแกรมจะคํานวณหาคาดัชนี p, q, r และ s  ดังที่ไดกลาวในบทที่ 3   
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 2) โปรแกรม ramda1.m ถึง ramda6.m, โปรแกรม ramda12.m และ ramda21.m เปน
โปรแกรมที่เขียนอยูในรูปของฟงกชัน  เพื่อใชในการสรางเมตริกซ Ω  ดังสมการที่ 3.8 โดย  
 -  ramda1.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.9 โดยรับคาความถี่, คาดัชนี p, จํานวน
ตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 -  ramda2.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการ ที่ 3.10 โดยรับคาสวนจํานวนจริง, ความถี่, 
คาดัชนี  r, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจาํนวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 -  ramda3.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.11 โดยรับคาสวนจํานวนจินตภาพ, 
ความถี่, คาดัชนี  s, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda4.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.12 โดยรับคาความถ่ี, คาดัชนี q, จํานวน
ตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 - ramda5.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.13 โดยรับคาสวนจํานวนจินตภาพ, 
ความถี่ , คาดัชนี  r, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda6.m   คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.14 โดยรับคาสวนจํานวนจริง, ความถี่, 
คาดัชนี s, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda12.m  คือเมตริกซศูนย  โดยรับคาความถี่, คาดัชนี q, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  
และสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 - ramda21.m   คือเมตริกซศูนย โดยรับคาความถี่, คาดัชนี p, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  
และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 3) โปรแกรม AVG.m   เปนโปรแกรมที่เขียนแบบฟงกชันเพื่อหาคาเฉลี่ยของชุด
ขอมูล  โดยรับคาตัวแปรภายในชุดขอมูลนั้น ๆ  กับคาจํานวนตัวแปรที่อยูในชุดขอมูลนั้น ๆ โดย
โปรแกรมจะหาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลนั้น ๆ ออกมา  โดยโปรแกรมนี้จะใชรวมกับโปรแกรม 
STAT.m  
 4) โปรแกรม STAT.m   เปนโปรแกรมที่เขียนแบบฟงกชันที่สามารถหาคาเฉลี่ยของ
ชุดขอมูล   และคาความแปรปรวน (Variance) ของชุดขอมูลนั้นได  โดยรับคาตัวแปรภายในชุด
ขอมูลนั้น ๆ มา  โดยโปรแกรมจะหาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลนั้น ๆ และคาความแปรปรวนของชุด
ขอมูลนั้นออกมา  

4.2.3 ชุดโปรแกรมหลัก 
 เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับสังเคราะหหาฟงกชนัถายโอน  ซ่ึงประกอบไปดวย 
 1) โปรแกรม leastupdate.m   เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่ไมมีการถวงน้ําหนัก  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่, คาสวน
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จํานวนจริง  และคาสวนจินตภาพ  และทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาวมาใน
หัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา  โดยมีตัวแปรที่สําคัญดังนี้ 
สวนที1่    คาปอนเขา 
 omega  =  load('C:\……….\w.txt') ;       หรือ  omega  =  [ปอนคา] ;         

R          =  load('C:\………..\U.txt') ;      หรือ  R          =  [ปอนคา] ;            
X          =  load('C:\………..\V.txt') ;      หรือ  X          =  [ปอนคา] ;               
-  omega    คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาความถี่ที่ปอนเขามา  
-   R             คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาจํานวนจริงของชุดขอมูลที่ปอนเขามา 
-   X             คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาจํานวนจินตภาพของชุดขอมูลที่ปอนเขามา 

ซ่ึงเปนสวนที่ใชในการดึงขอมูลมาจากสวนที่ตองการโดยใชฟงกชัน load ของโปรแกรม MATLAB 
7.0  ชวยในการดึงขอมูล โดยไฟล w.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของความถี่  ซ่ึงมีขนาด
เทากับ 1k × , U.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของจํานวนจริง  ซ่ึงมีขนาดเทากับ 1k ×  และ 
V.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของสวนจินตภาพ  ซ่ึงมีขนาดเทากับ 1k ×   หรือใชวิธีการ
ปอนคาใหกับ R, X และ omega ไดโดยตรงเลยก็ได  โดยตัวแปร k คือ จํานวนชุดขอมูล 
สวนที่ 2   การเตรียมคาพารามิเตอรตาง ๆ  
 -  การเตรียมคาดัชนี (Index)  p, q, r และ s   
 [p ,q ,r ,s] = ComputePQRS (n, m); 
โดยการเรียกใชฟงกชัน ComputePQRS.m  

A11  =  ramda1 (omega, k, M, p); 
A12  =  ramda12 (omega, k, M, q); 
A13  =  ramda2 (R, omega, k, M, r); 
A14  =  ramda3 (X,omega, k, M, s);          
A21  =  ramda21(omega, k, M, p); 
A22  =  ramda4 (omega, k, M, q); 
A23  =  ramda5 (X, omega, k, M, r); 
A24  =  ramda6 (R, omega, k, M, s); 

 -  การสรางเมตริกซ A  ซ่ึงเปนเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีขนาดเทากับ k M×  โดย M  คือ 
จํานวนตัวแปรทั้งหมด  ซ่ึงในการสรางเมตริกซสัมประสิทธิ์นั้นตองเรียกใชฟงกชัน ramda1 ถึง 
ramda6  และ  ramda12 กับ ramda21 โดยเมตริกซ  A  คือ 

11 12 13 14
21 22 23 24

A A A A
A

A A A A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
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 - การสรางเวกเตอรที่ไดจากการวัด ตัวแทนดวยตัวแปร B  
 

B = [R';X']; 
 

โดยการสรางเวกเตอรโดยการนําตัวแปร R มาทําการทรานโพส และตัวแปร X  มาทําการทรานโพส  
เราจะไดเวกเตอร B ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลวนั้น จะไดตัวแปรซึ่งมีความสําคัญสําหรับนําไปใช   ใน
การหาผลเฉลยคือ เมตริกซสัมประสิทธิ์ A และเวกเตอรที่ไดจากการวัด B จะไดดังสมการ 3.15 
สวนที่ 3   การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน 
งานวิจัยฉบับนี้หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน สําหรับเมตริกซสัมประสิทธ์ิไมใชเมตริกซ
จัตุรัส และเมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซแบบ Full rank โดยใชวิธีการเมตริกซผกผันดังสมการที่ 
3.30 โดยมี Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*A)*A')*B 
 

 -  ตัวแปร Sol  ทําหนาที่เก็บคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน  
ซ่ึง เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน ซ่ึงงานวิจัยฉบับนี้ตองการ
ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุด  เพราะฉะนั้นตองไปหาคาความผิดพลาด หรือคาความผิดพลาด  
สวนที่ 4  การหาคาความผิดพลาด 
ถึงแมวาวิธีการหาผลเฉลยที่ไดกลาวมาในหัวขอขางตนเปนวิธีการที่สามารถหาผลเฉลยที่ใหคาที่    
มีความถูกตองคาหนึ่งเทานั้น  แตสําหรับงานวิจัยนี้คาผลเฉลยที่ได  ก็ไมสามารถยืนยันผลเฉลยที่
ถูกตองที่สุดได  เนื่องจากงานวิจัยนี้จะพิจารณาคาความผิดพลาดของผลเฉลยที่มีคานอยที่สุด 
 

G = [ R X]'; 
Gm = [REstimated parameter XEstimated parameter]'; 
abs_error  =  (G-Gm); 
error  =  norm (abs_error) 

โดยที่ 
G   คือ  ตัวแปรที่ไวเก็บเวกเตอรที่ไดจากการวัด โดยมีขนาดเทากับ [ 1]k ×  โดย k ขนาด

เปนสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
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 Gm คือ ตัวแปรที่ไวเก็บเวกเตอรที่ไดจากการจําลอง โดยมีขนาดเทากับ [ 1]k ×  
 REstimated parameter คือ ตัวแปรที่เก็บคาจํานวนจริงที่ไดจากโปรแกรม 
 XEstimated parameter คือ ตัวแปรที่เก็บคาจํานวนจินตภาพที่ไดจากโปรแกรม 
 abs_error  คือ ตัวแปรเก็บคาความผิดพลาด 
 error คือ คาความผิดพลาดที่คํานวณไดจากฟงกชันนอรมรากกําลังสอง โดยใชคําสั่ง norm 
ที่มีอยูในโปรแกรม MATLAB 7.0 เอง  
ซ่ึงเมื่อไดคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด โดยตัว
แปรที่ใชเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน คือ 
 num_final  คือ ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดของเศษ 
 den_final   คือ ตวัแปรที่ใชสําหรับเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดของสวน 
สวนที่ 5  สวนเก็บขอมูลและแสดงผล 
เปนสวนที่มี Code ที่ใชสําหรับเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ และแสดงผลโดยการเขียนกราฟ
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่  
 2) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 1/ω  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่,     
คาสวนจํานวนจริง และคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ได  
กลาวมาในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความ
คลายคลึงกับโปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอยในสวนของการสราง
เมตริกซทแยงมุม ในสวนที่ 2  การเตรียมคาพารามิเตอรจะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุม 
เพิ่มขึ้นอีกชุดหนึ่ง 
 

W = 1./(omega); 
                W = [W' ; W'] 

for i=1:2*k 
      for j=1:2*k 
        if i == j 
                 WK(i,j) = W(i,1); 
        else 
                WK(i,j) = 0.0; 
       end 
    end 
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โดย  -   ตัวแปร  W  แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 1/ω  
         -   ตัวแปร  WK  แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลว  เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน   โดยใน
สวนที่ 4 และ 5 Code ที่เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m  ทุกประการ 
 3)  โปรแกรม leastweight2.m   เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 21/ω  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่,   
คาสวนจํานวนจริงและคาสวนจินตภาพ  แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาว
มาในหัวขอกอนหนานี้  เขามาชวยในการแกปญหา  ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความคลายคลงึ
กับโปรแกรม  leastupdate.m   แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย ในสวนของการสรางเมตริกซ
ทแยงมุม ในสวนที่ 2  การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุม เพิ่มขึ้นอีก
หนึ่งชุด 
 

W = 1./(omega.*omega); 
               W = [W' ; W'] 

for i=1:2*k 
              for j=1:2*k 
               if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
              else 
               WK(i,j) = 0.0; 
             end 
           end 
         end 
โดย  -  ตัวแปร  W  แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 21/ω  
         -  ตัวแปร  WK  แทนเมตริกซทแยงมุม  
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ซ่ึงเมื่อผานกระบวนการนี้แลวจะไดเมตริกซทแยงมุม ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่ง คือสวนที่ 3 
การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 
 
 Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 
ซ่ึงเราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยในสวนที่ 4 และ 5 Code ที่
เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม leastupdate.m ทุกประการ 
 4) โปรแกรม leastweightSTAT.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอย
สุด (Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 2σ  โดยกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่, คา
สวนจํานวนจริงและคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาวมา
ในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความคลายคลึงกับ
โปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย ในสวนของการสรางเมตริกซทแยงมุม 
ในสวนที่ 2 การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุมอีกชุดหนึ่ง 
 

[meanR,stdevR]=stat(R); 
[meanX,stdevX]=stat(X); 
W1 = diag(ones(k,1),0) 
W1 = stdevR.*W1 
W1 = diag(W1) 
W2 = diag(ones(k,1),0) 
W2 = stdevX.*W2 
W2 = diag(W2) 
W = [W1 ; W2] 
for i=1:2*k 

               for j=1:2*k 
                 if i == j 
                     WK(i,j) = W(i,1); 
                else 
                    WK(i,j) = 0.0; 
          end 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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โดยที่  
-  ตัวแปร  stdevR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร  stdevX เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร  meanR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร  mean) เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร  W1 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 2σ  ของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร W2 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 2σ  ของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร WK แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลว  เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยใน
สวนที่ 4 และ 5 Code ที่เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m ทุกประการ 
 5) โปรแกรม leastweightSTAT1.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสอง  นอย
สุด (Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 21/σ  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปน  
คาความถี่, คาสวนจํานวนจริง และคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสราง
พารามิเตอรที่ไดกลาวมาในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหาซึ่ง Code ที่มีอยู               ใน
โปรแกรมนี้มีความคลายคลึงกับโปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย  ใน
สวนของการสรางเมตริกซทแยงมุม ในสวนที่ 2 การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code          การ
สรางเมตริกซทแยงมุมเพิ่มขึ้นอีกหนึ่งชุด 
 

[meanR,stdevR]=stat(R); 
[meanX,stdevX]=stat(X); 
W1 = diag(ones(k,1),0) 
W1 = stdevR.*W1 
W1 = 1./diag(W1) 
W2 = diag(ones(k,1),0) 

 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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W2 = stdevX.*W2 
W2 = 1./diag(W2) 
W = [W1 ; W2] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 

           if i == j 
                 WK(i,j) = W(i,1); 
           else 
               WK(i,j) = 0.0; 
     end 
                end 
              end 
โดยที่ 
-  ตัวแปร stdevR  เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง  
-  ตัวแปร stdevX  เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร meanR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร mean) เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร W1 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือ 21/σ  ของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร W2 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือ 21/σ  ของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร WK แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสน จะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยในสวนที่ 4 และ 5 Code ที่
เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m  ทุกประการ 
 
 
 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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4.3  ปญหาทดสอบมาตรฐาน 
ในการนําโปรแกรมที่ทําการเขียนขึ้นมาทําการใชงานนั้น  ตองมีการทดสอบความถูกตอง 

ความแมนยํา  และความเสถียรของโปรแกรมนั้น ๆ กอน เพื่อเปนการตรวจสอบวาโปรแกรมที่      
ทําการเขียนขึ้นนั้นมีความนาเชื่อถือเพียงใด  สําหรับหัวขอนี้เปนการนําเสนอผลการทดสอบ
โปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน โดยการนําโปรแกรมไปประยุกตเขากับปญหาที่ทราบ
ฟงกชันถายโอน จากนั้นจึงนําการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนจากโปรแกรม
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้น ๆ   ซ่ึงในการนําเสนอนั้นจะนําเสนอผลการคํานวณ
ออกมาในรูปแบบของคาสัมประสิทธิ์เปรียบเทียบกันระหวางสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่
ทราบคากับคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ไดจากโปรแกรม  และนํามาเขียนกราฟเปรียบเทียบ  
ชุดขอมูลที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่ทราบคากับเสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่ไดจาก
โปรแกรม โดยใชแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวน    
จินตภาพกับความถี่  โดยในการนําเสนอนั้นจะอยูบนเงื่อนไขที่วาฟงกชันถายโอนจะตองมีความ
เสถียร  คาลําดับขั้นของโพลิโนเมียนของตัวเศษจะตองมีคานอยกวาหรือเทากับคาลําดับขั้นของ   
โพลิโนเมียนของตัวสวนและคา  0 1a =   เสมอ   

4.3.1 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 1 

 
1( )

0.2 1
G j

j
ω

ω
=

+
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับศูนย  และโพล (Pole) มีคาเทากับ –5  จํานวนชุดขอมูลมี
ทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ  
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.1 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.1 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
ตารางที่ 4.1 แสดงผลการคํานวณที่โพลมีคาเทากับ -5 

Program Plant Estimated 
parameter 

Transfer function 2
E  

(a) 0

1

1
0.2

b
a
=
=

 1

0

2

1

-6.218e-009
1
1.244e-009 
0.2

b
b
a
a

=
=
=
=

 

9

9 2

6.218 10 ( ) 1( )
1.244 10 ( ) 0.2( ) 1
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j j

ωω
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−

−

− × +
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× + +
 0.003291  

 

(b) 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 1( )

0.2( ) 1
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j
ω
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+
 0.003310  

(c) 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 0

1

1
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b
a
=

=
 1( )

0.2001( ) 1
G j

j
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ω
=

+
 0.003530  
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 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงก ชันถายโอน            
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 1 จากตาราง 4.1 ซ่ึงผล
การคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวาโปรแกรม (a) มีคาความผิดพลาด
นอยที่สุดคือ 0.003291 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ 1 -6.218e-009,b =  0 1,b =  

2 1.244e-009,a =  1 00.2,  1a a= =  และจากรูปที่ 4.1 พบวา ฟงกชันถายโอนที่คํานวณได เมื่อนํามา
เขียนกราฟแลว พบวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน  
แสดงวาฟงกชันถายโอนท่ีไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถประมาณคา
ชุดขอมลู เมื่อสังเกตจากตาราง 4.1 พบวา คาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรม
การสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคาใกลเคียงกัน   ดังนี้คือ 
0.003291, 0.003310 และ 0.003530 ตามลําดับ  

4.3.2 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 2 

 

( )2
1( )

0.2 0.8( ) 1
G j

j j
ω

ω ω
=

+ +
 

 
 โดยไมมีคาศูนย (Zero) และโพล (Pole) มีคาเทากับ 2+j, 2-j จํานวนชุดขอมูลมี
ทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.2 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.2 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 2 จากตาราง 4.2 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ไดวาโปรแกรม (b) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.011360 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b5 = 1.82x10-7,        
b4 = 9.394x10-3, b3 = 1.532x10-3, b2 = 0.5880, b1 = 2.657x10-3, b0 = 1.0000 และ a6 = 0.001879,  
a5 = 0.00782, a4 = 0.1282, a3 = 0.4725, a2 = 0.7902, a1 = 0.8027, a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.2 พบวา ฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.2 
พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของ
โปรแกรม(a), (b) และ (c) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.011506, 0.011360 และ 0.011514  
ตามลําดับ  
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ตารางที่ 4.2 แสดงผลการคํานวณที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
8 3

3 4
-2 -2

2 3
-3

1 2

0 1

0

3.368 10     5.3510 10

2.675 10       2.217 10

3.8710 10     0.2299 
1.0000             0.8040 

                              1.0000

b a

b a

b a
b a

a

−= − × = ×

= × = ×

= × =
= =

=

 

8 3 2 2 3

3 4 2 3 2

3.368 10 ( ) 2.675 10 ( ) 3.8710 10 ( ) 1( )
5.351 10 ( ) 2.217 10 ( ) 0.2299( ) 0.8040( ) 1

j j jG j
j j j j

ω ω ωω
ω ω ω ω

− − −

− −

− × + × + × +
=

× + × + + +
 0.011506  

(b) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=
=
=

 
7

5 6
3

4 5
3

3 4

2 3
3

1 2

0 1

0

1.82 10     0.001879

9.394 10   0.00782

1.532 10   0.1282
0.5880         0.4725

2.657 10  0.7902
1.0000         0.8027

                           1.0000

b a

b a

b a
b a

b a
b a

a

−

−

−

−

= × =

= × =

= × =

= =

= × =
= =

=

 
( ) ( )

7 5 3 3 3 2

3

6 5 4

3 2

1.82 10 ( ) 9.394 10 1.532 10 ( ) 0.588( )
2.657 10 ( ) 1( )

0.001879 0.00782 0.1282( )

0.4725( ) 0.7902( ) 0.8027( ) 1

j j j
jG j

j j j

j j j

ω ω ω

ωω
ω ω ω

ω ω ω

− − −

−

× + × + × +

+ × +
=

+ +

+ + + +

 
0.011360  

(c) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=
=
=

 
6 2

5 6

4 5

3
3 4

2 3
3

1 2

0 1

1.6340 10  6.1450 10
  0.3072           0.2549

  0.0458 10  2.6930
11.7400           9.4440

  4.1720 10  11.9500
  1.0000           0.8044

                         

b a
b a

b a
b a

b a
b a

− −

−

−

= − × = ×
= =

= × =
= =

= × =
= =

0      1.0000a =

 

( )

( ) ( )

46 5 3 3

2 3

6 52 4

3 2

1.634 10 ( ) 0.3072 0.0458 10 ( )

11.74( ) 4.1720 10 ( ) 1( )
6.1450 10 0.2549 2.6930( )

9.444( ) 11.95( ) 0.8044( ) 1

j j j

j jG j
j j j

j j j

ω ω ω

ω ωω
ω ω ω

ω ω ω

− −

−

−

− × + + ×

+ + × +
=

× + +

+ + + +

 
0.011514  
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4.3.3 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 2, m = 3 

 

( ) ( )

2

3 2
1( ) 11( ) 30( )

0.1667 1.833 1
j jG j

j j j
ω ωω
ω ω ω

+ +
=

+ + +
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ –5, -6 และโพล (Pole) มีคาเทากับ –1, –2  และ –3  จํานวน
ชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.3 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.3 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 2, m = 3 จากตาราง 4.3 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวา โปรแกรม (c) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.491948โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b8 = 0.0191,              
b7 = 0.2104, b6 = 2.1360, b5 = 17.1900, b4 =63.1200, b3 = 180.1000, b2 = 483.0000,                   b1 
= 11.2000, b0 = 30.0000 และ a9 = 0.0032, a8 = 0.0191, a7 = 0.2957, a6 = 1.5790, a5 = 5.6000, a4 
= 17.8000, a3 = 29.7400, a2 = 17.0800, a1 = 1.8400, a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.3 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณได  เมื่อนํามาเขียนกราฟแลวพบวา
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อพิจารณาจาก      
ตาราง 4.3 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคา
ใกลเคียงกัน  ดังนี้คือ 0.502841, 0.503030 และ 0.491948 ตามลําดับ 
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ตารางที่ 4.3 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, -2, -3 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000    0.1667
11.0000  1.0000
30.0000 1.8330

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 
6 7

5 6

4 5

3 4

2 3

1 2

0 1

0

0.0012   0.0002
0.0137   0.0191
0.1382   0.0191
1.1100    0.1021
4.0420    0.3351
11.1900   1.1110
30.0000  1.8390

                     1.0000

b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

= =
= =
= =
= =

=

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 45 3

2

7 6 5 4

3 2

0.0012 0.0137( ) 0.1382 1.11( )

4.0420( ) 11.9( ) 30( )
0.0002 0.0191 0.0191 0.1021( )

0.3351( ) 1.111( ) 1.839( ) 1

j j j j

j jG j
j j j j

j j j

ω ω ω ω

ω ωω
ω ω ω ω

ω ω ω

+ + +

+ + +
=

+ + +

+ + + +

 
0.502841  

(b) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000    0.1667
11.0000  1.0000
30.0000 1.8330

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 
2 3

1 2

0 1

0

0.9606   0.1600
10.6900  0.9840
30.0000 1.8230

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

2

3 2

0.9606( ) 10.69( ) 30( )
0.16( ) 0.984( ) 1.823( ) 1

j jG j
j j j

ω ωω
ω ω ω

+ +
=

+ + +
 0.503030  

(c) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000    0.1667
11.0000  1.0000
30.0000 1.8330

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 
8 9

7 8

6 7

5 6

4 5

3 4

2 3

1 2

0 1

=0.0191   0.0032
=0.2104   0.0191

2.1360  0.2957
17.1900 1.5790
63.1200 5.6000
180.1000 17.8000
483.0000 29.7400
11.2000   17.0800
30.0000  1.8400

          

b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a

=
=

= =
= =

= =
= =
= =
= =
= =

0           1.0000a =

 

( ) ( ) ( )
( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

8 7 6 5

4 3 2

9 8 7 6

5 4 3 2

0.0191 0.2104 2.136 17.19( )

63.12 180.1( ) 483( ) 11.2( ) 30
( )

0.0032 0.0191 0.2957 1.579

5.6 17.8 29.74( ) 17.08( )
1.84( ) 1

j j j j

j j j j
G j

j j j j

j j j j
j

ω ω ω ω

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω

ω ω ω ω
ω

+ + +

+ + + + +
=

+ + +

+ + + +

+ +

 
0.491948  
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4.3.4 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 4, m = 4 

 

( ) ( )

4 3 2

3 24

( ) ( ) 22( ) 10( ) 100( )
0.0083( ) 0.1 0.4583 1.0333 1

j j j jG j
j j j j
ω ω ω ωω
ω ω ω ω

− − − +
=

+ + + +
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ -2, –5, 3+j  และ 3-j  และโพล (Pole) มีคาเทากับ –5, -3,     
-2+2j และ –2-2j จํานวนชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 
Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิ โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.4 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.4 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 4, m = 4 จากตาราง 4.4 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวาโปรแกรม (a) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ  2.167463  โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b6 = 0.0224,         
b5 = 0.0324, b4 = 0.0205, b3 = 1.1440, b2 = -7.7560, b1 = -39.8500, b0 = 99.9300 และ                  
a6 = 1.8780x10-5, a5 = 5.1130x10-4, a4 = 5.5391x10-4, a3 = 0.0454, a2 = 0.2644, a1 = 0.7324,       
a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.4 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณ กับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.4 
พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
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ตารางที่ 4.4 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคาเทากับ -5, -3, 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer  function 2

E  

(a) 4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

1.0000     0.0083
1.0000   0.1000
22.0000 0.4583
10.0000  1.0333

100.0000  1.0000
                         

b a
b a
b a
b a
b a

= =
= − =

= − =
= − =
= =

 

5
6 6

4
5 5

4
4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

0.0224 1.8780 10

0.0324 5.1130 10

0.0205 5.5391 10
1.1440     0.0454

7.7560  0.2644
39.8500 0.7324

99.9300   1.0000

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b a

−

−

−

= = ×

= = ×

= = ×
= =
= − =
= − =
= =

 

( ) ( )

( ) ( )
( )

6 45

3 2

6 55 4

44 3 2

0.0244 0.0324( ) 0.0205

1.144( ) 7.756( ) 39.85( ) 99.93( )
1.8780 10 5.113 10

5.5391 10 0.0454( ) 0.2644( )
0.7324( ) 1

j j j

j j jG j
j j

j j j
j

ω ω ω

ω ω ωω
ω ω

ω ω ω
ω

− −

−

+ +

+ − − +
=

× + ×

+ × + +

+ +

 
2.1674633  

(b) 4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

1.0000     0.0083
1.0000   0.1000
22.0000 0.4583
10.0000  1.0333

100.0000  1.0000 

b a
b a
b a
b a
b a

= =
= − =

= − =
= − =
= =

 

4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

0.3398      0.0028
1.1340      0.0462

11.2400 0.2859
34.8500 0.7845

99.9900   1.0000

b a
b a
b a
b a
b a

= =
= =

= − =
= − =
= =

 

( )

( )

4 3 2

4 3 2

0.3398 1.134( ) 11.24( ) 34.85( )
99.99( )

0.0028 0.0462( ) 0.2859( ) 0.7845( )
1

j j j j

G j
j j j j

ω ω ω ω

ω
ω ω ω ω

+ − −

+
=

+ + +

+

 

 

2.176900  

(c) 4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

1.0000     0.0083
1.0000   0.1000
22.0000 0.4583
10.0000  1.0333

100.0000  1.0000
                         

b a
b a
b a
b a
b a

= =
= − =

= − =
= − =
= =

 

6 6

5 5

4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

0.3169       0.0027
6.3240       0.0868

26.5700   0.7060
122.6000 2.1850

288.8000   3.2620
37.3600   0.7597

99.9900     1.0000

b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a

= =
= =
= − =
= − =
= =
= − =
= =

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

6 45 3

2

6 5 4 3

2

0.3169 6.324( ) 26.57 122.6( )

288.8( ) 37.36( ) 99.99( )
0.0027 0.0868 0.706 2.185( )

3.262( ) 0.7597( ) 1

j j j j

j jG j
j j j j

j j

ω ω ω ω

ω ωω
ω ω ω ω

ω ω

+ − −

+ − +
=

+ + +

+ + +

 
2.529059  
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โปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 2.167463, 2.176900 และ 2.529059 
ตามลําดับ  

4.3.5 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 3, m = 5 

 
 

( ) ( )

3 2

3 23 5 4

( ) 10( ) 31( ) 30( )
4.1667 10 ( ) 0.0729( ) 0.4583 1.3542 1.8917 1

j j jG j
j j j j j

ω ω ωω
ω ω ω ω ω−

− + −
=

× + + + + +
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ 2, 5 และ 8  และโพล (Pole) มีคาเทากับ -1.5, -2, -3+j,        
-3-j  และ -8  จํานวนชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz,   

0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุน 
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(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.5 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.5  โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ   
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรม มีคา n = 3, m = 5  จากตาราง 4.5  
พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวา โปรแกรม (c) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 1.127855 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b8 = -4.7520x10-5,    
b7 = 9.2860x10-4, b6 = 1.1490x10-3, b5 = 3.7020, b4 = -37.5700, b3 = 118.0000, b2 = -123.0000,  
b1 = 30.9100, b0 = -30.0000 และ a8 = 9.0060x10-5, a7 = 736270, a6 = 0.2819,    a5 = 1.7530,      
a4 = 5.2240, a3 = 7.6270, a2 = 5.1470, a1 = 1.8960, a0 = 1.0000  
 จากรูปที่ 4.5 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน แสดงวาฟงกชันถายโอนท่ี
คํานวณไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถประมาณคาชุดขอมูลที่ได  
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ตารางที่ 4.5 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  
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31.0000  0.4583
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ตารางที่ 4.5 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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จากสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ไดถูกตอง  ซ่ึงเมื่อสังเกตจาก
ตาราง 4.5 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน      
ถายโอนของโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคาใกลเคียงกันดังนี้คือ 1.133333, 1.133020 และ 
1.127855  ตามลําดับ 

4.3.6 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่  n = 0, m = 1 จากหัวขอท่ี 4.3.1 โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   

 เนื่องจากผลที่ไดจากการทดลองพบวา ชุดขอมูลที่ไดจะมีคาความแปรปรวน
(Variance) ของชุดขอมูลคาหนึ่ง  จึงมีแนวความคิดวาถานําคาความแปรปรวน (Variance) ของชุด
ขอมูลน้ัน ๆ  มาเปนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักจะทําใหโปรแกรมมีความแมนยํามากขึ้นหรือไม     
ซ่ึงในหัวขอนี้จะใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาทําการถวงน้ําหนักใหกับสมการที่ไดจาก
กระบวนการกําลังสองนอยสุด โดยกําหนดให 
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 d) โปรแกรม leastweightSTAT.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิโดย
ใชวิธี Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 2σ  โดย 2σ  คือ ความ
แปรปรวน (Variance) 
 e) โปรแกรม leastweightSTAT1.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิโดย
ใชวิธี Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/σ  โดย 2σ  คือ ความ
แปรปรวน (Variance) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.6 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง  และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.1 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรม มีคา n = 0, m = 1 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10% และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ       
ถวงน้ําหนักจากตาราง 4.6 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน   
ไดวาโปรแกรม (e) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.487166 โดยมีคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอน
เทากับ b2 = 3.9560x10-4, b1 = 9.8520x10-4, b0 = 1.0020 และ a2 = 3.8010x10-4, a1 = 0.1996,          
a0 = 1.0000  และจากรูปที่ 4.6 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลวพบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.6   
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ตารางที่ 4.6 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ -5 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของ
โปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.487453, 0.489563, 0.495653, 
0.487414 และ 0.487166 ตามลําดับ 

4.3.7 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 2 จากหัวขอท่ี 4.3.2  โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.7 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.2 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน            
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 2 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ      
ถวงน้ําหนัก จากตาราง 4.7 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
ไดวา โปรแกรม (e) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.432772 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชัน         
ถายโอนเทากับ b2 = 8.704x10-4, b1 = -1.241x10-4, b0 = 1.0010 และ a2 = 0.1999, a1 = 0.7994,            
a0 = 1.0000 และจากรูปที่ 4.7 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว  พบวา
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน  จากการสังเกตพบวา  
 

 



     

104

ตารางที่ 4.7 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
6 6

5 5

5 3
4 4

4 2
3 3

2
2 2

1 1

0 0

1.6560 10  3.3420 10    

  1.6530 10  3.6590 10  

2.3120 10  1.5560 10

  1.9980 10  0.2141
4.9410            0.7917

  0.9988            1.0000              

b a

b a

b a

b a
b a
b a

− −

− −

− −

−

= − × = ×

= × = ×

= − × = ×

= × =
= − =
= =

 

6 5 5 4 4 3

2 2

6 5 3 4 2 3

2

1.656 10 ( ) 1.653 10 ( ) 2.312 10 ( )
1.998 10 ( ) 4.941( ) 0.9988( )

3.342 10 ( ) 3.659 10 ( ) 1.556 10 ( )
0.2141( ) 0.7917( ) 1

j j j
j jG j
j j j

j j

ω ω ω

ω ωω
ω ω ω

ω ω

− − −

−

− − −

− × + × − ×

+ × − +
=

× + × + ×

+ + +

 
0.433324  

(b) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
7 7

7 7
6 4

6 6
5 3

5 5
3 2

4 4
3

3 3

2

   -4.757 10        7.8170 10

      6.2660 10    8.9550 10

  8.3420 10    3.9640 10

     5.2890 10    6.8240 10

 3.0050 10    0.2693
    0.3399             

b a

b a

b a

b a

b a
b a

− −

− −

− −

− −

−

= × = ×

= × = ×

= − × = ×

= × = ×

= − × =

= 2
3

1 1

0 0

0.5269

    5.869 10      0.7951
    1.0070             1.0000   

b a
b a

−

=

= × =
= =

 

7 7 6 6 5 5

3 4 3 3 2

3

7 7 4 6 3 5

2 4 3

4.757 10 ( ) 6.266 10 ( ) 8.342 10 ( )
5.289 10 ( ) 3.005 10 ( ) 0.3399( )
5.869 10 ( ) 1.007( )

7.817 10 ( ) 8.955 10 ( ) 3.964 10 ( )
6.824 10 ( ) 0.2693( ) 0.526

j j j
j j j
jG j
j j j
j j

ω ω ω

ω ω ω

ωω
ω ω ω

ω ω

− − −

− −

−

− − −

−

− × + × − ×

+ × − × +

+ × +
=

× + × + ×

+ × + + 29( )
0.7951( ) 1

j
j

ω
ω+ +

 

0.432890  
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ตารางที่ 4.7 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j (ตอ) 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(c) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
3

1 1

0 0

  4.5270 10      0.1578
  1.0150               1.0000

                          

b a
b a

−= × =
= =  

34.527 10 ( ) 1.015( )
0.1578( ) 1

jG j
j
ωω
ω

−× +
=

+
 0.504411  

(d) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
5 4

3 3

4
2 2

3
1 1

0 0

7.0570 10    7.0710 10

  6.0500 10    0.1946

3.1740 10    0.7895
  0.9947            1.0000                   

b a

b a

b a
b a

− −

−

−

= − × = ×

= × =

= − × =
= =

 

5 3 4 2

3

4 3 2

7.057 10 ( ) 6.05 10 ( )
3.174 10 ( ) 0.9947( )
7.071 10 ( ) 0.1946( )

0.7895( ) 1

j j
jG j
j j

j

ω ω

ωω
ω ω

ω

− −

−

−

− × + ×

− × +
=

× +
+ +

 
0.434986  

(e) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
5

2 2
3

1 1

0 0

  8.7040 10     0.1999

1.2410 10     0.7994
  1.001                 1.0000                

b a

b a
b a

−

−

= × =

= − × =
= =

 
5 2 5

2

8.704 10 ( ) 1.241 10 ( ) 1.001( )
0.1999( ) 0.7994( ) 1

j jG j
j j
ω ωω
ω ω

− −× − × +
=

+ +
 0.432772  
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สําหรับโปรแกรม (b) นั้น เสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน
ถายโอนนั้น จะเกิดการแกวงที่ความถี่ประมาณ 1.0 - 2.0 Hz ที่กราฟแสดงความสัมพันธระหวาง
สวนจํานวนจริงกับความถี่ สวนกราฟแสดงความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่  
กราฟมีความสอดคลองกันระหวางเสนกราฟที่ไดจากโปรแกรม (b) กับชุดขอมลู และเมื่อสังเกตจาก
ตาราง 4.7 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน     ถาย
โอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.433324, 0.432890, 
0.504411, 0.434986 และ 0.432772 ตามลําดับ 

4.3.8 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 2, m = 3 จากหัวขอท่ี 4.3.3 โดยกําหนดใหชุดขอมูล 
  มีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(c) 
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(d)
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(e) 

 
รูปที่ 4.8 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.3 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ    
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน             
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 2, m = 3 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10% และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ     
ถวงน้ําหนัก จากตาราง 4.8 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
ไดวาโปรแกรม (c) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 11.18367 โดยมีคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอน
เทากับ b9 = -4.617x10-6, b8 = 6.277x10-4, b7 = 3.075x10-2, b6 = 0.3837, b5 = 3.157, b4 = 32.12,     
b3 = 52.63, b1 = 496.2, b0 = 3.208, b0 = 30.3 และ a9 = 1.59x10-6, a8 = 5.851x10-3, a7 = 1.78x10-2, 
a6 = 0.5945, a5 = 1.464, a4 = 10.62, a3 = 25.57, a2 = 9.7560x10-2, a1 = 0.4590, a0 = 1.0000   
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ตารางที่ 4.8 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, 
           -2, -3 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  

(a) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

5 5
5 5

3 2
4 4

2 2
3 3

2 2

1 1

0 0

3.4760 10    1.1730 10

 1.0110 10   1.0410 10

 5.2730 10   3.1230 10
  0.6155            0.6080
  3.1920            1.5480
29.8700           1.0000

b a

b a

b a
b a
b a
b a

− −

− −

− −

= − × = ×

= × = ×

= × = ×

= =
= =
= =

 

( )

( )

45 5 3

2 3 2

45 5 2

2 3 2

3.476 10 ( ) 1.011 10

5.273 10 ( ) 06155( )
3.192( ) 29.87( )

1.173 10 ( ) 1.041 10

3.123 10 ( ) 0.608( )
1.548( ) 1

j j

j j
jG j

j j

j j
j

ω ω

ω ω
ωω

ω ω

ω ω
ω

− −

−

− −

−

− × + ×

+ × +
+ +

=
× + ×

+ × +
+ +

 

11.29538  

(b) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000    0.1667
11.0000  1.0000
30.0000 1.8330

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =

= =
= =

=

 

2 3
2 3

1 2

0 1

0

7.9270 10 8.7670 10
3.5850          0.6288
29.9900        1.5680

                           1.0000

b a
b a
b a

a

− −= × = ×
= =
= =

=

 ( )

2 2

23 3

7.927 10 ( ) 3.585( ) 29.99( )
8.767 10 ( ) 0.6288 1.568( ) 1

j jG j
j j j

ω ωω
ω ω ω

−

−

× + +
=

× + + +
 11.27139  

(c) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

6 6
9 9

4 3
8 8

2 2
7 7

6 6

5 5

4 4

3

4.1670 10     1.5900 10

 6.2770 10    5.8510 10

 3.0750 10    1.7810 10
  0.3837            0.5945
  3.1570            1.6460
32.1200            10.6200
52

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b

− −

− −

− −

= − × = ×

= × = ×

= × = ×

= =

= =
= =
= 3

2 2

1 1

0 0

.6300          25.5700
496.200         16.8900
  3.2080         1.5700
30.3000        1.0000

a
b a
b a
b a

=

= =
= =
= =

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

9 86 4

7 62

45 3

2

9 86 3

7 62

45 3

4.617 10 6.277 10

3.075 10 0.3837

3.157( ) 32.12 52.63( )

496.2( ) 3.208( ) 30.3( )
1.59 10 5.851 10

1.781 10 0.5945

1.646( ) 10.62 25.57( )

16.

j j

j j

j j j

j jG j
j j

j j

j j j

ω ω

ω ω

ω ω ω

ω ωω
ω ω

ω ω

ω ω ω

− −

−

− −

−

− × + ×

+ × +

+ + +

+ + +
=

× + ×

+ × +

+ + +

+ 289( ) 1.57( ) 1j jω ω+ +

 

11.18367  
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ตารางที่ 4.8 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, 
 -2, -3 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  

(d) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

3 4
3 4

2
2 3

1 2

0 1

0

2.9840 10 2.0990 10

0.5100         8.3230 10
7.1950         0.8124
29.5900       1.6470

                          1.0000

b a

b a
b a
b a

a

− −

−

= × = ×

= = ×
= =
= =

=

 ( )

3 3 2

44 2 3

2

2.984 10 ( ) 0.51( )
7.195( ) 29.59( )

2.099 10 8.323 10 ( )

0.8124( ) 0.1647( ) 1

j j
jG j
j j

j j

ω ω
ωω
ω ω

ω ω

−

− −

× +
+ +

=
× + ×

+ + +

 
11.42687  

(e) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

2
2 2

1 1

0 0

3.3120 10  0.5986
3.3510           1.5590
30.020          1.0000

                       

b a
b a
b a

−= × =
= =
= =

 

2 2

2

3.312 10 ( ) 3.351( ) 30.02( )
0.5986( ) 1.559( ) 1

j jG j
j j
ω ωω
ω ω

−× + +
=

+ +
 11.26641 
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และจากรูปที่ 4.8 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวาเสนกราฟที่ได
จากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน แสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจาก
โปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถประมาณคาชุดขอมูลท่ีไดจากสวนจํานวน
จริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ไดสอดคลองกัน จากการสังเกตพบวาสําหรับ
โปรแกรม (c) นั้น เสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่เกิดจากการใชโปรแกรมสังเคราะหหา
ฟงกชันถายโอนนั้น  เกิดจากการแกวงตัวในชวงความถี่โดยประมาณ 0.3 - 0.4 Hz ที่กราฟแสดง
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และกราฟแสดงความสัมพันธระหวางสวนจํานวน
จินตภาพกับความถี่ และเมื่อสังเกตจากตาราง 4.8 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณ     
โดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคา
ใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 11.29538, 11.27139, 11.18367, 11.42687  และ 11.26641  ตามลําดับ  

4.3.9 พจิารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 4, m = 4 จากหัวขอท่ี 4.3.4 โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% 
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(b) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.9 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน  

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.4 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ           
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน             
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 4, m = 4  และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ  โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ    
ถวงน้ําหนัก จากการสังเกตจากตาราง 4.9 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาดังนี้คือ 
73.40000, 66.88256, 315.50240, 71.92250  และ 74.32050  ตามลําดับ จะไดวาโปรแกรม (b)         
มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 66.88256โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b3 = 0.1795, 
b1 = 9.154, b0 = -68.3600, b0 = 101.2000 และ a3 = 3.8910x10-4, a2 = 9.7560x10-2, a1 = 0.4590,   
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ตารางที่ 4.9 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคา 
                  เทากับ -5,-3, 2+j, 2-j 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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ตารางที่ 4.9 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคา 
               เทากับ -5,-3, 2+j, 2-j (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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a0 = 1.0000 จากคาความผิดพลาดพบวาโปรแกรม (c) มีคาความผิดพลาดสูงกวาโปรแกรมอื่นมาก 
และเมื่อสังเกตจากรูปที่ 4.9 โปรแกรม (c) นั้น เสนกราฟกับชุดขอมูลนั้นไมสอดคลองกันที่ความถี่ 
มีคาตั้งแต 1 Hz เปนตนไป สวนโปรแกรมอื่น ๆ นั้นพบวาฟงกชันถายโอนท่ีคํานวณไดเมื่อนํามา
เขียนกราฟแลวจะไดวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน 
แสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถ
ประมาณคาชุดขอมูลที่ไดจากสวนจํานวนจริงกับความถี่และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่        
สอดคลองกัน 

4.3.10 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 3, m = 5 จากหัวขอท่ี 4.3.5 โดยกําหนดใหชุดขอมูล 
 มีความแปรปรวนของชุดขอมูล  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(c) 
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 (d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.10 แผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และ สวนจินตภาพ กับความถี่ ของฟงกชัน   ถาย

โอนตามหัวขอ 4.3.5โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ   ถวง
น้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอย

สุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 3, m = 5 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ     
ถวงน้ําหนัก  จากการสังเกตจากตาราง 4.10 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาดังนี้คือ
12.65607, 12.25032, 16.91956, 92.32480  และ 14.15827  ตามลําดับ จะไดวาโปรแกรม (b) มีคา
ความผิดพลาดนอยสุดคือ 12.25032  โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b4 = -2.672x10-3,    
b3 = 0.9771, b1 = -10.05, b0 = 30.82, b0 = -30.1 และ a5 = -4.261x10-3, a4 = 7.192x10-2,               
a3 = 0.4584, a2 = 1.348, a1 = 1.891, a0 = 1.0000            
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                  -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                 -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                  -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  

(e) 3
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10.0000
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0.4583
1.3542
1.8917
1.0000

b
b
b
b

a
a
a
a
a
a

−

=
= −
=
= −

= ×
=
=
=
=
=

 

-5
8

-4 5
7 7

4 3
6 6

2 2
5 5

4 4

3

                                  =1.0300 10    

=1.9590 10          9.8490 10

9.6740 10     2.0480 10

  3.3820 10    1.3120 10
0.2156             0.1070

   1.8150 

a

b a

b a

b a
b a
b

−

− −

− −

×

× = ×

= − × = ×

= × = ×
= − =
= 3

2 2

1 1

0 0

           0.4597
9.7310            1.3530

30.1300            1.7530
28.1900          1.0000

a
b a
b a
b a

=
= − =
= =
= − =

 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

7 64 4

42 5

3 2

8 45 5

63 2 5

4 3

2

1.959 10 9.674 10

3.382 10 ( ) 0.2156

1.815( ) 9.731( )
30.13( ) 28.19( )

1.03 10 9.849 10

2.048 10 1.312 10 ( )

0.107 0.4597( )

1.353( ) 1.753( ) 1

j j

j j

j j
jG j

j j

j j

j j

j j

ω ω

ω ω

ω ω
ωω

ω ω

ω ω

ω ω

ω ω

− −

−
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14.15827  
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 พบวาโปรแกรม (d) นั้นมีคาความผิดพลาดสูงกวาโปรแกรมอื่น ๆ มาก  ตามมาดวย
โปรแกรม (c) และ (e) ตามลําดับ และเมื่อสังเกตจากรูปที่  4.9  โปรแกรม (d) นั้น เสนกราฟกับ      
ชุดขอมูลนั้นไมสอดคลองกันที่ความถี่มีคาตั้งแต 0.1 - 3 Hz สวนโปรแกรมอื่น ๆ นั้น พบวาฟงกชัน
ถายโอนที่คํานวณได เมื่อนํามาเขียนกราฟแลวจะไดวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของ  ชุด
ขอมูลมีความสอดคลองกันดี  
 จากปญหาทดสอบที่ไดนํามาทดสอบโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน         
คาสัมประสิทธิ์ของฟงก ชันถายโอนที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมคํานวณหากับ                
คาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา  ซ่ึงพบวาคาสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมมีคาไมเทากับคาของสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา ไมวาจะเปนคาของ
สัมประสิทธิ์ที่ได และลําดับขั้นของโพลิโนเมียน แตที่ m = 1 คาสัมประสิทธิ์ที่คํานวณไดจาก
โปรแกรมจะมีคาเทากับคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคานั่นหมายความวาเฉพาะคาที่  
m = 1 โปรแกรมสามารถจะคํานวณไดคาที่มีความแมนยํามากที่สุด  ซ่ึงจากคาความผิดพลาดที่ไดมี
คานอยที่สุดนั่นเอง โดยที่ลําดบัขั้นของโพลิโนเมียนที่มากขึ้น คาความผิดพลาดก็จะมีคามากขึ้นดวย 
และคาสัมประสิทธิ์ที่คํานวณไดจากโปรแกรมและคาลําดับขั้นของโพลิโนเมียน   ก็จะมีคาแตกตาง
จากคาของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา  แตเมื่อพิจารณากราฟที่ไดจะมีความสอดคลองกันระหวาง
คาที่ไดจากการคํานวณกับคาของชุดขอมูล ซ่ึงแสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจากโปรแกรมมี
ความถูกตองที่สามารถยอมรับได ในกรณีเพิ่มความแปรปรวนใหกับชุดขอมูลเทากับ ±10% เพื่อ
จําลองชุดขอมูลใหมีคลายคลึงกับชุดขอมูลที่ไดจากการวัดจากปญหาทดสอบ พบวาโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนสามารถคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนได  ซ่ึง
พบวาความถูกตองของสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับ
สัมประสิทธิ์ของปญหาการทดสอบมีคาความถูกตอง โดยสังเกตจากคาความผิดพลาด พบวา
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถหาคาสัมประสิทธ์ิของฟงกชัน   ถายโอนไดคา
ถูกตองและแมนยําที่สุดที่ลําดับชั้นของโพลิโนเมียนซึ่งมีคาเทากับ 1 และ 2 (m = 1, 2) ซ่ึงคาความ
ผิดพลาดจะมีคานอยมากเมื่อเทียบกับเมื่อมีลําดับช้ันของโพลิโนเมียนเพิ่มขึ้น แตเมื่อสังเกตจาก
กราฟความสัมพันธระหวางจํานวนจริง, จํานวนเชิงซอนกับความถี่  พบวาคาที่ไดจากโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับจํานวนชุดขอมูลจะมีความสอดคลองกัน สําหรับคาฟงกชันถาย
โอนที่ไดจากโปรแกรมสงัเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด ซ่ึงจาก
การทดสอบโปรแกรมทั้งแบบไมมีคาความแปรปรวน และมีคาความแปรปรวนเทากับ ±10% นั้น 
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนทั้ง
โปรแกรมที่ไมมีการถวงน้ําหนักและมีการถวงน้ําหนัก โดยคาที่เหมาะสมสําหรับใชในการ        
ถวงน้ําหนักคือ  2 21/ ,  1/ ,  1/ω ω σ  ดังนั้นจึงสรุปไดวา โปรแกรมที่เขียนขึ้นเพื่อสังเคราะหหา
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ฟงกชันถายโอนสามารถหาฟงกชันถายโอนไดมีความถูกตองและแมนยํา ซ่ึงจะสามารถนําไป      
ใชงานได 
 
4.4  การประยุกตใชโปรแกรมกับปญหายืดหยุนหนืดเชิงเสน  

โปรแกรมที่ทําการเขียนขึ้นเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน เมื่อผานกระบวนการ
ทดสอบกับปญหามาตรฐาน พบวามีความแมนยําและมีความเสถียร จึงไดนําโปรแกรมดังกลาวมา
ประยุกตใชกับปญหายืดหยุนหนืด โดยการนําผลการทดลองที่ไดมาทําการใชรวมกับโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนเพื่อวิเคราะหผลของโปรแกรมสังเคราะหฟงกชันถายโอนนั้นวามี
ความถูกตองและแมนยําเพียงใดเพื่อนํามาใชกับการทดลองจริง ซ่ึงในการรันโปรแกรมนั้น 
ผูทําการวิจัยจะทําการนําชุดขอมูลของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน อาทิ ความถี่, มอดุลัสพลังงาน
สะสม (Storage modulus), มอดุลัสการสูญเสีย (Loss modulus)  มาเปนอินพุทใหกับโปรแกรม แลว
นําไปเขียนกราฟความสัมพันธระหวางมอดุลัสพลังงานสะสมกับความถี่ และมอดุลัสการสูญเสียกับ
ความถี่ เพื่อวิเคราะหผลของการสังเคราะหฟงกชันถายโอนก็ได  

4.4.1 การประยุกตใชโปรแกรมกับชุดขอมูลของ Polybutadient พอลิเมอร 
 
ตารางที่ 4.11 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  โดยมีน้ําหนักโมเลกุลเทากับ 48.3 10−×  

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0105 0.0982 0.4900 
2 0.0140 0.1724 0.6377 
3 0.0187 0.2956 0.8099 
4 0.0249 0.4923 1.0310 
5 0.0348 0.7380 1.2522 
6 0.0486 1.0573 1.4491 
7 0.0646 1.4499 1.5968 
8 0.0901 1.9160 1.6710 
9 0.1198 2.3576 1.6719 
10 0.1671 2.8238 1.5993 
11 0.2332 3.2165 1.4286 
12 0.3258 3.5357 1.2336 
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ตารางที่ 4.11 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  โดยมีน้ําหนักโมเลกุลเทากับ 48.3 10−× (ตอ) 
No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
13 0.4340 3.7813 1.0141 
14 0.6074 3.9291 0.8189 
15 0.8499 4.0769 0.6237 
16 1.1343 4.1512 0.5023 
17 1.5144 4.1764 0.3806 
18 2.2262 4.2264 0.2834 
19 2.9724 4.2516 0.2107 
20 3.9697 4.2524 0.1627 
21 5.5622 4.2777 0.1145 
22 7.7974 4.2541 0.0907 
23 10.4109 4.2794 0.0671 
24 13.9040 4.2801 0.0680 
25 20.4439 4.3056 0.0688 
26 27.3033 4.3063 0.0452 
27 36.4642 4.3071 0.0460 
28 51.1045 4.3080 0.0467 
29 71.6229 4.3088 0.0232 
30 95.6539 4.3096 0.0240 

ที่มา: Yanovsky G. Yu., Basistov G. Yu. and Siginer A. Dennis (1996) 
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(a) 

 

 
 

(b)
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(c) 

 

 
 

(d) 
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(e) 
 
รูปที่ 4.11  แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริง กับความถี่และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขที่ 30 point,             
0.01 - 100 Hz, 0 1a =  ของ Polybutadient โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสอง
นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธี

กําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 σ  

 
จากตารางที่ 4.12 พบวา โปรแกรม leastweigth2.m  สามารถหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ

ยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 0.588785  โดยมีคาฟงกชันถายโอนเทากับ  
3 2

3 2

22.7600( ) 322.5000( ) 49.0200( ) 0.01968( )
5.2770( ) 77.4700( ) 23.2500( ) 1.0000

j j jG j
j j j
ω ω ωω
ω ω ω

+ + +
=

+ + +
 โดยมีคาโพล (Pole) เทากับ  

-4-14.016, -0.1533, -4.0253 10×  
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ตารางที่ 4.12 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  
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3 3
3 3
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1 1
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    13.5000
0.0800          1.0000

a
b a

=
= =

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

7 6 47 5 3 5

3 2

7 6 48 6 4 5

3 2

2.254 10 3.239 10 1.397 10 ( ) 0.112

1.454( ) 69.93( ) 45.72( ) 0.08( )
5.203 10 7.543 10 3.246 10 ( ) 0.0262

0.3417( ) 16.38( ) 13.5( ) 1

j j j j

j j jG j
j j j j

j j j

ω ω ω ω

ω ω ωω
ω ω ω ω

ω ω ω

− − −

− − −

× + × + × +

+ + + +
=

× + × + × +

+ + + +

 
0.592566  

(c) 3 3

2 2

1 1

0 0

 22.76000    5.2770
322.5000     77.4700
 49.0200      23.2500
0.0197         1.0000       

b a
b a
b a
b a

= =
= =
= =
= =

 

3 2

3 2

22.76( ) 322.5( ) 49.02( ) 0.01968( )
5.277( ) 77.47( ) 23.25( ) 1

j j jG j
j j j

ω ω ωω
ω ω ω
+ + +

=
+ + +

 0.588785  
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ตารางที่ 4.12 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient (ตอ) 
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(d) 4 5
4 4

3 3
3 3

2 2

1 1

0 0

1.5130 10    3.5030 10

 6.9080 10    1.6210 10
 0.4985            0.1157
 18.8000          4.4200
1.1333             1.0000             

b a

b a
b a
b a
b a

− −

− −

= × = ×

= × = ×
= =
= =
= =

 ( )

4 3 3 2

4 3 3 2

1.513 10 6.908 10 ( ) 0.4985( ) 18.8( )
1.1333( )

3.503 1.621 10 ( ) 0.1157( ) 4.42( )
1

j j j

G j
j j j j

ω ω ω

ω
ω ω ω ω

− −

−

× + × + +
+

=
+ × + +

+

 
2.888459  

(e) 8 8
6 6

5 6
5 5

4 4
4 4

2
3 3

2 2

1 1

0 0

 7.1940 10    1.6540 10

 1.9120 10    4.4440 10

 5.3260 10  1.2400 10

 6.1160 10  0.0142
 0.7668          0.1808
 23.3400        5.4800
0.8063          1.

b a

b a

b a

b a
b a
b a
b a

− −

− −

− −

−

= × = ×

= × = ×

= × = ×

= × =

= =
= =
= = 0000                 

 

( ) ( )

( ) ( )

6 48 5 5 4

2 3 2

6 48 6 5 4

3 2

7.194 10 1.912 10 ( ) 5.326 10

6.116 10 ( ) 0.7668( ) 23.34( ) 0.8063( )
1.654 10 4.444 10 ( ) 1.24 10

0.0142( ) 0.1808( ) 5.48( ) 1

j j j

j j jG j
j j j

j j j

ω ω ω

ω ω ωω
ω ω ω

ω ω ω

− − −

−

− − −

× + × + ×

+ × + + +
=

× + × + ×

+ + + +

 
2.076397  
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4.4.2 การประยุกตใชโปรแกรมกับโพลิเอทิลีนท่ีมีความหนาแนนต่ํา (Linear low density 
polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฏิกิริยา 

 จากบทความของ Kucukpinar et. al. (n.d.) เปนบทความที่ทําการศึกษาชวงของการ
เกิดการหลอมละลายของแสง โดยอาศัยแบบจําลอง Wagner เพื่อจําลองคาของ Storage และ Loss 
modulus จากชุดขอมูลที่ไดจากการทดสอบ ซ่ึงพบวาแบบจําลอง Wagner สามารถจําลองคา 
Storage และ Loss modulus ไดดี โดยสมการของ Wagner แสดงดังสมการที่ 4.1 และสมการที่ 4.2 

 
2 2

2 2( )
1

oi i

i

GG j λ ωω
λ ω

′ =
+∑  (4.1) 

 
2 2( )

1
oi i

i

GG j λωω
λ ω

′′ =
+∑  (4.2) 

 
โดยคา  oiG  คือ Strength 

 iλ  คือ Relaxation time 
 

ตารางที่ 4.13 Relaxation time ,i sλ  และ Strength ,oi PaG  

 Exceed 350D60 

,i sλ  ,oi PaG  

10 1.94E+01 
1 8.33E+02 

0.1 3.93E+04 
0.01 3.48E+05 
0.001 3.70E+05 
0.0001 1.00E+06 

ที่มา: Esra, K., Kilham, M. K. and Paul, P. T. (n.d.) 
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 โดย 350D60 มีน้ําหนักโมเลกุล ( wM ) เทากับ 1000000 g/mol, อัตราสวนระหวาง
น้ําหนักโมเลกุล ( wM ) ตอน้ําหนักโมเลกุลเฉลี่ยกับจํานวนโมล ( nM ) นั้นมีคาเทากับ 2.5,       ความ
หนาแนนเทากับ 0.917 3/ ,g cm  จุดหลอมละลายที่ 119 Co  และดัชนีการหลอมละลาย (Melt 
index) เทากับ 1 g/10min 

4.4.2.1 พิจารณาที่ ,i sλ  = 10, ,oi PaG  = 1.94E+01   
 
ตารางที่ 4.14 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density   
                   polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.1921 1.9208 
2 0.0149 0.4199 2.8230 
3 0.0221 0.9051 4.0915 
4 0.0329 1.8951 5.7597 
5 0.0489 3.7486 7.6597 
6 0.0728 6.7189 9.2305 
7 0.1083 10.4686 9.6695 
8 0.1610 14.0005 8.6946 
9 0.2395 16.5200 6.8976 
10 0.3562 17.9829 5.0482 
11 0.5298 18.7327 3.5356 
12 0.7880 19.0926 2.4228 
13 1.1721 19.2598 1.6432 
14 1.7433 19.3364 1.1092 
15 2.5929 19.3712 0.7471 
16 3.8566 19.3870 0.5027 
17 5.7362 19.3941 0.3381 
18 8.5317 19.3973 0.2274 
19 12.6896 19.3988 0.1529 
20 18.8739 19.3995 0.1028 
21 28.0722 19.3998 0.0691 
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ตารางที่ 4.14 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
22 41.7532 19.3999 0.0465 
23 62.1017 19.3999 0.0312 
24 92.3671 19.4000 0.0210 
25 137.3824 19.4000 0.0141 
26 204.3360 19.4000 0.0095 
27 303.9195 19.4000 0.0064 
28 452.0354 19.4000 0.0043 
29 672.3358 19.4000 0.0029 
30 1000.0000 19.4000 0.0019 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการที่ (4.1) และ (4.2) โดยกาํหนดใหคา ,i sλ  = 10, ,oi PaG  = 1.94E+01 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(c) 
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(d) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 



138
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(e) 

 
รูปที่ 4.12 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน        

จินตภาพกับความถี่ เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรง กับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ          
โพลิเอทิลีที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.15 พบวาโปรแกรม leastweigth.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 39.85351 10−×  โดยมีคาฟงกชัน       

ถายโอนเทากับ  
2 2 5

2 2

2.9870 10 ( ) 194.0000( ) 1.1880 10( )
1.5140 10 ( ) 10.0000( ) 1.0000

j jG j
j j

ω ωω
ω ω

− −

−

× + + ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ  -6605.1000,  0.1−   
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ตารางที่ 4.15 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 1 1

0 0

 194.1000       10.0000
0.001405        1.0000            

b a
b a
= =
= =

 
3194( ) 1.405 10( )

10( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−+ ×
=

+
 21.407071 10−×  

(b) 3
2 2

1 1
5

0 0

0.02987        1.514 10
 194.0000       10.0000

1.1880 10   1.0000  

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= × =

 
2 2 5

2 2

2.9870 10 ( ) 194.0000( ) 1.1880 10( )
1.5140 10 ( ) 10.0000( ) 1.0000

j jG j
j j

ω ωω
ω ω

− −

−

× + + ×
=

× + +
 39.85351 10−×  

(c) 1 1
5

0 0

193.9000      9.9973

2.1960 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

5193.9( ) 2.196 10( )
9.9973( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 21.257821 10−×  

(d) 1 1
4

0 0

194.1000         10.0100

3.8740 10   1.0000 

b a

b a−

= =

= − × =
 

4194( ) 3.874 10( )
10.01( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 21.407071 10−×  

(e) 1 1
3

0 0

194.0000      10.000

6.1940 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

3194( ) 6.194 10( )
10( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 21.884144 10−×  
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4.4.2.2 พิจารณาที่ ,i sλ  = 1, ,oi PaG = 8.33E+02 
   
ตารางที่ 4.16 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                   polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0833 8.3292 
2 0.0149 0.1842 12.3869 
3 0.0221 0.4075 18.4187 
4 0.0329 0.9009 27.3789 
5 0.0489 1.9903 40.6688 
6 0.0728 4.3902 60.3141 
7 0.1083 9.6505 89.1388 
8 0.1610 21.0533 130.7447 
9 0.2395 45.1900 188.6826 
10 0.3562 93.8014 263.3209 
11 0.5298 182.5854 344.6103 
12 0.7880 319.1250 404.9572 
13 1.1721 482.0894 411.3032 
14 1.7433 626.7708 359.5253 
15 2.5929 725.1454 279.6610 
16 3.8566 780.5227 202.3851 
17 5.7362 808.4302 140.9360 
18 8.5317 821.7111 96.3130 
19 12.6896 827.8589 65.2391 
20 18.8739 830.6681 44.0114 
21 28.0722 831.9443 29.6359 
22 41.7532 832.5225 19.9391 
23 62.1017 832.7841 13.4100 
24 92.3671 832.9024 9.0173 
25 137.3824 832.9559 6.0630 
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ตารางที่ 4.16  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 832.9800 4.0765 
27 303.9195 832.9910 2.7408 
28 452.0354 832.9959 1.8428 
29 672.3358 832.9982 1.2390 
30 1000.0000 832.9992 0.8330 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 1, ,oi PaG  = 8.33E+02 

 

 
 

(a) 
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(b) 

 

 
 

(c) 
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(d) 
 
 
 
 
 
 
 
 



144
 

 

 
 

(e) 

 
รูปที่ 4.13 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน         

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ           
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz,  0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.17 พบวาโปรแกรม leastweigth.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 26.602797 10−×  โดยมีคาฟงกชันถาย

โอนเทากับ  ( )
( )

3 3 2 3

6 3 2 2

5.175 10 ( ) 45.18( ) 833 1.46 10
( )

6.213 10 ( ) 5.424 10 ( ) 1.054 1
j j j

G j
j j j
ω ω ω

ω
ω ω ω

− −

− −

× + + − ×
=

× + × + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ  8710.6, 18.473, 1.0002− − −   
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ตารางที่ 4.17 แสดงผลการคํานวณ  

Program Estimated parameter Transfer function 2
E  

(a) 3 6
3 3

2
2 2

1 1
3

0 0

5.1750 10    6.2130 10

45.1800          5.4240 10
 833.0000       1.0540

1.4600 10 1.0000 

b a

b a
b a

b a

− −

−

−

= × = ×

= = ×
= =

= − × =

 

3 3 2 3

6 3 2 2

5.175 10 ( ) 45.18( ) 833( ) 1.46 10( )
6.213 10 ( ) 5.424 10 ( ) 1.054( ) 1

j j jG j
j j j
ω ω ωω
ω ω ω

− −

− −

× + + − ×
=

× + × + +
 26.602797 10−×  

(b) 1 1
6

0 0

833.0000       1.0000

1.7040 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

6833( ) 1.704 10( )
( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 26.948565 10−×  

(c) 4 4
5

3 3

2 2

1 1
6

0 0

157.8000       0.1894

3.8690 10    404.6000
16.8000          464.5000
832.7000       1.0200

3.9550 10   1.0000

b a

b a
b a
b a

b a−

= =

= × =
= =
= =

= × =

 

4 5 3 2 6

4 3 2

157.8( ) 3.869 10 ( ) 16.8( ) 832.7( ) 3.955 10( )
0.1894( ) 404.6( ) 464.5( ) 1.02( ) 1
j j j jG j

j j j j
ω ω ω ωω

ω ω ω ω

−+ × + + + ×
=

+ + + +
 11.047932 10−×  

(d) 1 1
3

0 0

833.0000       1.0000

2.8990 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

3833( ) 2.899 10( )
( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 26.914183 10−×  

(e) 4
2 2

1 1
2

0 0

0.2328             2.7950 10
833.0000         1.0000

1.0960 10  1.0000

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= − × =

 
( )

( )

2 2

24

0.2328 833( ) 1.096 10
( )

2.795 10 ( ) 1

j j
G j

j j

ω ω
ω

ω ω

−

−

+ − ×
=

× + +
 27.518535 10−×  
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4.4.2.3 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.1, ,oi PaG  = 3.93E+04   
 
ตารางที่ 4.18  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0394 39.4000 
2 0.0149 0.0872 58.6015 
3 0.0221 0.1928 87.1609 
4 0.0329 0.4266 129.6382 
5 0.0489 0.9436 192.8151 
6 0.0728 2.0874 286.7756 
7 0.1083 4.6175 426.5089 
8 0.1610 10.2136 634.2788 
9 0.2395 22.5875 943.0995 
10 0.3562 49.9337 1401.7469 
11 0.5298 110.2947 2081.6931 
12 0.7880 243.1705 3085.7394 
13 1.1721 533.9510 4555.4985 
14 1.7433 1162.1238 6666.1192 
15 2.5929 2482.1210 9572.5985 
16 3.8566 5101.4083 13227.6649 
17 5.7362 9754.4180 17005.1580 
18 8.5317 16597.6936 19454.1948 
19 12.6896 24305.7299 19154.0401 
20 18.8739 30763.9064 16299.6925 
21 28.0722 34963.2943 12454.7921 
22 41.7532 37262.5626 8924.4829 
23 62.1017 38404.2007 6184.0826 
24 92.3671 38943.5419 4216.1709 
25 137.3824 39192.3465 2852.7928 
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ตารางที่ 4.18  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 39305.8614 1923.5899 
27 303.9195 39357.3902 1294.9937 
28 452.0354 39380.7275 871.1869 
29 672.3358 39391.2858 585.8871 
30 1000.0000 39396.0604 393.9606 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.1, ,oi PaG   = 3.93E+04 
 

 

 
 

 (a) 
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 (b) 

 

 
 

(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.14 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ        โพ
ลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e)   วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.19 พบวาโปรแกรม leastupdate.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมคีาต่ําที่สุด คือ 14.456085 10−×  โดยมีคาฟงกชัน   ถาย

โอนเทากับ  
63930( ) 9.67 10( )

0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 โดยมีคาโพล (Pole) เทากับ  10−  
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ตารางที่ 4.19 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 1 1
6

0 0

3930.0000     0.1000

9.6700 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

63930( ) 9.67 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.456085 10−×  

(b) 1 1
5

0 0

3930.0000     0.1000

1.2530 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

53930( ) 1.253 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.511994 10−×  

(c) 11
4

6
3 3

2 2

1 1
6

0 0

                            4.7620 10

1.3920 10    35.4300
14.6000         354.3000
 3929.0000    0.1037

5.4050 10 1.0000

a

b a
b a
b a

b a

−

−

= ×

= × =

= =
= =

= − × =

 
( )

6 3 2 6

1111 3 2

1.392 10 ( ) 14.6( ) 3929( ) 5.405 10( )
4.762 10 35.43( ) 354.3( ) 0.1037( ) 1

j j jG j
j j j j

ω ω ωω
ω ω ω ω

−

−−

× + + − ×
=

× + + + +
 17.031556 10−×  

(d) 1 1
3

0 0

3930.0000     0.1000

2.2750 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

33930( ) 2.275 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−+ ×
=

+
 14.459817 10−×  

(e) 1 1
2

0 0

3930.0000     0.1000

1.0170 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

23930( ) 1.017 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.466982 10−×  
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4.4.2.4 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.01, ,oi PaG  = 3.48E+05   
 
ตารางที่ 4.20  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0035 34.8000 
2 0.0149 0.0077 51.7599 
3 0.0221 0.0170 76.9851 
4 0.0329 0.0377 114.5040 
5 0.0489 0.0833 170.3077 
6 0.0728 0.1844 253.3075 
7 0.1083 0.4079 376.7571 
8 0.1610 0.9023 560.3697 
9 0.2395 1.9962 833.4645 
10 0.3562 4.4159 1239.6465 
11 0.5298 9.7688 1843.7625 
12 0.7880 21.6100 2742.2308 
13 1.1721 47.8025 4078.3557 
14 1.7433 105.7319 6064.9410 
15 2.5929 233.8156 9017.3817 
16 3.8566 516.8298 13401.1069 
17 5.7362 1141.2847 19896.3449 
18 8.5317 2514.7710 29475.6891 
19 12.6896 5514.9074 43460.0227 
20 18.8739 11970.2140 63421.9870 
21 28.0722 25420.7387 90554.9729 
22 41.7532 51661.5382 123730.7591 
23 62.1017 96856.5109 155964.3616 
24 92.3671 160213.4487 173452.9648 
25 137.3824 227476.0041 165578.7335 
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ตารางที่ 4.20  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 280757.7673 137400.0695 
27 303.9195 314004.6979 103318.3650 
28 452.0354 331763.8080 73393.3301 
29 672.3358 340468.1090 50639.5959 
30 1000.0000 344554.4554 34455.4455 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ   = 0.01, ,oi PaG  = 3.48E+05 
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(b) 

 

 
 

(c) 
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(e) 
 
รูปที่ 4.15 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ         
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a = โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b)  
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 ,ω (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.21 พบวาโปรแกรม leastweigthSTAT1.m สามารถหาฟงกชันการ   
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 4.409813x10-1 โดยมี     

คาฟงกชันการถายโอนเทากับ 
( )

3

213

3480( ) 3.27 10( )
1.909 10 0.01( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

+ ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ -5.2383x1010, -100  
 

 
 



     

157

ตารางที่ 4.21 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  
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2

1 1
6

0 0

                             1.0830 10
 3480.0000     0.0100
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a
b a
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6
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−

−
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=
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b a
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j
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ω
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=
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−
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2
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3
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−

−
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 ( )

3
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3480( ) 1.748 10( )
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−
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4.4.2.5 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.001, ,oi PaG  = 3.70E+05  
  
ตารางที่ 4.22  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0000 3.7000 
2 0.0149 0.0001 5.5032 
3 0.0221 0.0002 8.1852 
4 0.0329 0.0004 12.1743 
5 0.0489 0.0009 18.1074 
6 0.0728 0.0020 26.9321 
7 0.1083 0.0043 40.0576 
8 0.1610 0.0096 59.5797 
9 0.2395 0.0212 88.6160 
10 0.3562 0.0470 131.8032 
11 0.5298 0.1039 196.0377 
12 0.7880 0.2298 291.5769 
13 1.1721 0.5083 433.6773 
14 1.7433 1.1245 645.0297 
15 2.5929 2.4876 959.3828 
16 3.8566 5.5031 1426.9283 
17 5.7362 12.1739 2122.3066 
18 8.5317 26.9302 3156.4913 
19 12.6896 59.5701 4694.3998 
20 18.8739 131.7562 6980.8630 
21 28.0722 291.3475 10378.5212 
22 41.7532 643.9091 15421.7948 
23 62.1017 1421.4675 22889.3513 
24 92.3671 3130.0168 33886.7112 
25 137.3824 6853.9881 49889.8632 
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ตารางที่ 4.22 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 14829.5011 72574.1090 
27 303.9195 31286.0230 102941.7955 
28 452.0354 62776.7594 138875.7699 
29 672.3358 115185.2698 171321.0537 
30 1000.0000 185000.0000 185000.0000 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.001, ,oi PaG  = 3.70E+05 
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(b) 

 

 
 

(c) 
 



161
 

 

 
 

(d) 
 
 
 
 
 
 
 
 



162
 

 

 
 

(e) 

 
รูปที่ 4.16 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ         
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.23 พบวาโปรแกรม leastweighSTAT.m สามารถหาฟงกชันการ      
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 25.194400 10−×  โดยมีคา

ฟงกชันการถายโอนเทากับ 
( )

6

214

370( ) 1.104 10( )
5.456 10 0.001( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

− ×
=

× + +
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ตารางที่ 4.23 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2
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ตารางที่ 4.25 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2
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4.4.2.6 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.0001, ,oi PaG  = 1.00E+06   
 
ตารางที่ 4.24  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density     
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0000 1.0000 
2 0.0149 0.0000 1.4874 
3 0.0221 0.0000 2.2122 
4 0.0329 0.0000 3.2903 
5 0.0489 0.0000 4.8939 
6 0.0728 0.0001 7.2790 
7 0.1083 0.0001 10.8264 
8 0.1610 0.0003 16.1026 
9 0.2395 0.0006 23.9503 
10 0.3562 0.0013 35.6225 
11 0.5298 0.0028 52.9832 
12 0.7880 0.0062 78.8046 
13 1.1721 0.0137 117.2102 
14 1.7433 0.0304 174.3329 
15 2.5929 0.0672 259.2944 
16 3.8566 0.1487 385.6620 
17 5.7362 0.3290 573.6151 
18 8.5317 0.7279 853.1672 
19 12.6896 1.6103 1268.9590 
20 18.8739 3.5622 1887.3851 
21 28.0722 7.8804 2807.1941 
22 41.7532 17.4330 4175.2461 
23 62.1017 38.5647 6209.9299 
24 92.3671 85.3095 9235.9206 
25 137.3824 188.7036 13735.6455 
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ตารางที่ 4.24  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density     
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 417.3576 20425.0691 
27 303.9195 922.8185 30363.9076 
28 452.0354 2039.1929 45111.3578 
29 672.3358 4500.0120 66931.0235 
30 1000.0000 9900.9901 99009.9010 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.0001,  
 ,oi PaG  = 1.00E+06 

 

 
 

(a) 
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(b) 

 

 
 

(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.17 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ (Pole)
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =  โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.25 พบวาโปรแกรม leastupdate.m สามารถหาฟงกชันการถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 21.431636 10−×  โดยมีคาฟงกชัน  

การถายโอนเทากับ 
( )

6

214

100( ) 2.088 10( )
6.549 10 0.0001( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

− ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) เทากับ  

9-1.5268 10 ,  -10000×  
 
 
 



 

ตารางที่ 4.25 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  
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4.5  สรุป 
1.  พิจารณาจากปญหาที่ใชในการทดสอบ พบวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน 

แบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวย 21/ ,  1/ω ω  และสําหรับชุดขอมูลที่ไมมีความ
แปรปรวน จะไดวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบถวงน้ําหนักและไมถวงน้ําหนัก
นั้นจะใหคาความผิดพลาดที่นอยที่สุด โดยข้ึนอยูกับความเหมาะสมของชุดขอมูลท่ีใหกับโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  แสดงวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้าํหนกั
และแบบถวงน้ําหนักดวย 21/ ,  1/ω ω   สามารถสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนได  

2. เมื่อพิจารณาใหชุดขอมูลมีคาความแปรปรวนของขอมูลเทากับ 10%±  และไดทําการ
เพิ่มการถวงน้ําหนักดวยคาความแปรปรวนมีคาเทากับ 2 2,  1/σ σ  ลงไปในโปรแกรมการสังเคราะห
หาฟงกชันถายโอนพบวาโปรแกรมที่เกิดจากการถวงน้ําหนักดวย 2 21/ ,  1/ ,  1/ω ω σ  นั้นสามารถ
ลดคาความผิดพลาดไดมากกวาไมมีการถวงน้ําหนัก  และยังพบอีกวาโปรแกรมที่มีการถวงน้ําหนัก
ดวย 2σ  ไมเหมาะสมที่จะนํามาใชถวงน้ําหนัก  เนื่องจากคาฟงกชันถายโอนที่ไดนั้นมีคาความ
ผิดพลาดสูง 

3. โปรแกรมการสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนไปใชกับขอมูลท่ีไดจากการทดลองจริง 
ผลที่ไดพบวาโปรแกรมสามารถหาฟงกชันถายโอนได  ซ่ึงการใชโปรแกรมสังเคราะหฟงกชันกับ
ขอมูลที่ไดนําเสนอนั้น พบวาการถวงน้ําหนักดวยคาความถี่ทั้งแบบ 21/ ,  1/ω ω  ทําใหคาความ
ผิดพลาดมีคานอยที่สุด  แตเมื่อสังเกตจากคาโพล (Pole) ที่ไดจากการคํานวณ พบวาคาโพล (Pole) ที่
ไดจากการคํานวณมีคาหางจากแกนสวนจินตภาพมากซึ่งอาจกลาวไดวาวัสดุยืดหยุนหนืดที่นํามาใช
ในการทดลองนั้นมีความเสถียรสูงนั่นเอง  
 
 



 

 

บทที่ 5                                                                                
สรุปและขอเสนอแนะ 

 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคในการวิจัย คือการนําขอมูลท่ีมี คือความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน 

(Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถาย
โอนของวัสดุ โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรมสําหรับสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอน
ซ่ึงการศึกษาเกี่ยวกับความยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity) จะศึกษาความสัมพันธระหวางความเคน 
(Stress) และความเครียด (Strain) ที่ไมเปนสัดสวนคงที่ แตจะขึ้นอยูกับเวลาในการตอบสนองของวัสดุ
โดยในการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนสามารถพิจารณาจากคุณสมบัติความหนืด (Viscous), ความ
ยืดหยุน (Elastic) และความถี่ (Frequency)  ที่กระทําตอวัสดุ ดังนั้นคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดขางตน
นั้นสามารถสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได โดยวิธีระเบียบเชิงตัวเลข และทฤษฎีควบคุมนี้มาใช
รวมกับวิธีกําลังสองนอยสุด (Least squares method), วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight 

Least squares method) ในการสรางสมการเชิงเสนโดยคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนเปนตัวแปร
ตนและคาที่ไดจากการทดลองในที่นี้คือ คาความหนืด (Viscous), คายืดหยุน(Elastic) และความถี่ 
(Frequency) เปนตัวแปรตามโดยใชวิธีการ Pseudo inverse ในการแกปญหาสมการเชิงเสนเพื่อหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนใชวิธีหาคารากของสมการคุณลักษณะเฉพาะ (Characteristic equation) 

เพื่อหาตําแหนงของโพลมาพิจารณาความเสถียรของวัสดุและหาคาความผิดพลาดจากนอรมรากกําลังสอง 
(Root-square norm: L2-norm) ใชพิจารณาเปรียบเทียบความถูกตองของฟงกชันถายโอนที่ได โดย
ขั้นตอนในการทําการคํานวณโดยการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นแบงเปน 3 สวน คือ
สวนที่หนึ่งเปนสวนของการทดสอบโปรแกรมโดยการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไม
ถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 21/ ,  1/ω ω  สวนที่สองเปนการทดสอบโปรแกรมโดยชุดขอมูลมี
คาความแปรปรวนแลวใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบไมถวงน้ําหนักและถวงน้ําหนัก
ดวยคา 2 21/ ,  1/ ,  ,  1/ 2ω ω σ σ  เพื่อหาสัมประสิทธ์ิฟงกชัน      ถายโอนและสวนสุดทายเปนการใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับชุดขอมูลที่ไดจากการทดลองในการหาแบบจําลองของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น ความถูกตองของแบบจําลองมีความสําคัญอยางมากในการวิจัย และพัฒนาทางดาน
วัสดุศาสตรซ่ึงผูวิจัยตองการนําเสนอแนวทางความคิดในการสังเคราะหหาแบบจําลองของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน ที่ใชผลจากการทดลองที่ได 
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และความยืดหยุนจากการเปลี่ยนแปลงความถี่ในการกระทําตอวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยใช
ทฤษฎีการควบคุมในการวิเคราะหเชิงพลวัตของการใหอินพุท (ความเคนหรือความเครียด) ในรูป
ของแรงฮารโมนิกสแกวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนและจะไดการตอบสนองในรูปของเอาพุท 
(ความเครียดหรือความเคน) ซ่ึงจากหลั

2

กการทางทฤษฎีควบคุมดังกลาวทําใหเราสามารถพิจารณา
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนในรูปของฟงกชันถายโอนได  
 ซ่ึงงานวิจัยทางดานนี้ ยังมีบทความอยูในปริมาณนอย จึงทําใหผูวิจัยใชสมมุติฐานในการ
สรางชุดขอมูลที่นํามาใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยนํา
วิธีการระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทฤษฎีควบคุมมาเขียนโปรแกรม  ดังนั้นผลที่ไดจากการประเมิน 
สัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนอาจจะมีผลที่แตกตางกันในทางปฏิบัติก็ไดแตทั้งนี้ทั้งนั้นฟงกชัน
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนแตละชนิดก็ยังไมมีมาตรฐานใดที่ถูกกําหนดขึ้นสําหรับวัสดุ
แตละชนิด 
 ผูวิจัยไดพิจารณาและคาดหวังวา ผลที่เกิดขึ้นจากงานวิจัยของขาพเจาจะเปนประโยชน
สําหรับผูที่สนใจในแนวทางการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยใชทฤษฎีควบคุมมา
ประกอบการพิจารณา 
 

5.1  สรุปผลการวิจัย 
1.  จากการคํานวณในสวนที่หนึ่ง  พบวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ทั้งแบบ

ไมมีการถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,  1/ω ω  จะไดวาการสังเคราะหหาฟงกชัน   
ถายโอนโดยใชโปรแกรมทั้งแบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 21/ ,  1/ω ω  สามารถ
หาคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน และทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุดดังตารางที่ 5.1 พบวา
เมื่อฟงกชันถายโอนมีคาอันดับที่สูงขึ้นหรือมีคา n และ m ที่มากขึ้นผลการประเมินคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนที่ไดนั้นจะมีคาความผิดพลาดเพิ่มขึ้นดวยเชนกัน  
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ตารางที่ 5.1 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
                 ในแตละกรณ ี

n m program Estimated  parameter 2
E  

0 1 (a) 1

0

2

1

-6.218e-009
1
1.244e-009 
0.2

b
b
a
a

=
=
=
=

 
0.003291  

0 2 (b) 7
5 6

3
4 5

3
3 4

2 3
3

1 2

0 1

0

1.82 10    0.001879

9.394 10  0.00782

1.532 10  0.1282
0.5880        0.4725

2.657 10  0.7902
1.0000         0.8027

                          1.0000

b a

b a

b a
b a

b a
b a

a

−

−

−

−

= × =

= × =

= × =

= =

= × =
= =

=

 

0.011360  

2 3 (c) 8 9

7 8

6 7

5 6

4 5

3 4

2 3

1 2

0 1

=0.0191      0.0032
=0.2104      0.0191

2.1360    0.2957
17.1900   1.5790
63.1200   5.6000
180.1000  17.8000
483.0000  29.7400
11.2000    17.0800
30.0000    

b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a

=
=

= =

= =
= =

= =

= =

= =
=

0

1.8400
                       1.0000a

=

=

 

0.491948  

4 4 (a) 5
6 6

4
5 5

4
4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

0.0224 1.8780 10

0.0324 5.1130 10

0.0205 5.5391 10
1.1440     0.0454

7.7560  0.2644
39.8500 0.7324

99.9300   1.0000

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b a

−

−

−

= = ×

= = ×

= = ×
= =

= − =
= − =
= =

 

2.167463  

 
 
 
 
 
ตารางที่ 5.1 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
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                    ในแตละกรณี (ตอ) 
n m program Estimated  parameter 2

E  

3 5 (c) 5 5
8 8

4
7 7

3
6 6

5 5

4 4

3 3

2 2

4.7520 10    9.0060 10

  9.2860 10    0.0167

  1.1490 10    0.2819
  3.7020            1.7530

37.5700         5.2240
 118.0000        7.6270

123.0000      5

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b a

− −

−

−

= − × = ×

= × =

= × =
= =
= − =
= =
= − =

1 1

0 0

.1470
  30.9100         1.8960

30.0000         1.0000
b a
b a
= =
= − =

 

1.127855  

โดยกําหนดให  (a) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนกั  
              (b) คือโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 1/ω   
              (c) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/ω   
 

แสดงใหเห็นวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่ทําการเขียนขึ้นนี้ สามารถหา
ฟงกชันถายโอนที่มีลําดับขั้นโพลิโนเมียนต่ําไดดีซ่ึงจากผลที่ไดจากโปรแกรมที่ m = 1, 2 และ 3 นั้น
คาความผิดพลาดมีคานอยกวาที่ m = 4 และ 5 มากนั้นเองและจากกราฟความสัมพันธระหวางสวน
จํานวนจริงกับความถี่และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ จะไดวาเสนกราฟที่สรางขึ้นจากฟงกชัน
ถายโอนที่ไดจากโปรแกรมกับชุดขอมูลมีคาสอดคลองกันซ่ึงผลการทดลองในสวนที่หนึ่งนี้เอง
แสดงใหเห็นวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่เขียนขึ้นมานั้น สามารถหาคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนมีความถูกตองพอเพียง 

2.  ในสวนที่สองนั้นชุดขอมูลจากฟงกชันถายโอนที่มีความความแปรปรวนเขามาเกี่ยวของ
ดวย เพราะในทางปฏิบัตินั้นในการวัดคาความหนืด และความยืดหยุนของวัสดุซ่ึงคาที่วัดไดจะมี
ความแปรปรวนจากการวัดเกิดขึ้นซึ่งในสวนที่หนึ่งนั้นไมมีการพิจารณาจากลักษณะที่เกิดขึ้นได
ดังกลาวจึงทําใหเกิดการถวงน้ําหนักดวยคาความแปรปรวนเกิดขึ้นซึ่งคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก
สําหรับสวนที่สองจะมีดังนี้คือ 21/ ,  1/ω ω กับ 2 ,  1/ 2σ σ  ซ่ึงสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน
ถายโอนและคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุดดังตารางที่ 5.2  
 
 
 
 
ตารางที่ 5.2 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
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                    สําหรับคาความแปรปรวนมคีาเทากับ 10%±    
n m program Estimated  parameter 2

E  

0 1 (e) 4 4
2 2

4
1 1

0 0

 3.9560 10    3.8010 10

  9.8520 10    0.1996
  1.0020            1.0000

b a

b a
b a

− −

−

= × = ×

= × =
= =

 
0.487166  

0 2 (c) 3
5

3
4 4

3 3

2 2
4

1 1

0

                                1.7530 10

  4.9090 10       1.9720
  0.0023                7.9190
 9.9050               10.1100

  4.7230 10       0.7995
  1.0010        

a

b a
b a
b a

b a
b

−

−

−

= ×

= × =
= =
= =

= × =
= 0       1.0000a =

 

0.407771  

2 3 (b) 2
2 3

1 2

0 1

0

0.1334       1.5370 10
3.6620       0.6207
29.9400    1.5790

                        1.0000

b a
b a
b a

a

−= =

= =
= =

=

×

 
10.670690  

4 4 (b) 5
3 3

2
2 2

1 1

0 0

   0.1314   1.8710 10

   9.3670   9.5440 10
67.1700   0.4550

100.3000   1.0000

b a

b a
b a
b a

−

−

= =

= =
= − =
= =

×

×  
65.475620  

3 5 (b) 3
5

3 2
4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

                                 4.0780 10

 6.9120 10    7.1720 10
  0.9968             0.4560

10.2200           1.3510
  30.1600           1.9060

30.3700          

a

b a
b a
b a
b a
b a

−

− −

= ×

= × = ×
= =
= − =
= =
= − =1.0000

 

12.044400  

โดยกําหนดให   (a) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนัก  
               (b) คือโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 1/ω   
               (c) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/ω  
                (d) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 2σ   
                       (e) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/σ   
 
 
 

ผลจากการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน พบวาการถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  
21/ω  และ 21/σ   มีแนวโนมวาสามารถทําใหโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนมีคาความ
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ถูกตองและแมนยํามากขึ้นกวาโปรแกรมที่ไมมีการถวงน้ําหนัก  เมื่อขอมูลมีคาความแปรปรวน
เกิดขึ้น  สวนการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  เปนคาที่ไมทําใหโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนมี
ความแมนยํามากขึ้น  คือพบวาแนวโนมเมื่อมีการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  ไมสามารถทําให
โปรแกรมมีคาถูกตองและแมนยําขึ้น  การถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  21/ω  และ 21/σ  และเมื่อ
สังเกตจากกราฟความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวนจินตภาพกับ
ความถี่  พบวาเมื่อลําดับขั้นโพลิโนเมียนมีคาเพิ่มมากขึ้น  การถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  ขอมูลท่ีไดจาก
การคํานวณและชุดขอมูลไมสอดคลองกัน  และยังทําใหคาความผิดพลาดมีคาสูงมาก             การ
ประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนในสวนนี้  จึงสรุปไดวาการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ   ไม
เหมาะสมในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงจากตารางที่ 5.2 พบวา การถวงน้ําหนักดวยคา 
1/ω  มีแนวโนมวาสามารถทําใหโปรแกรมมีความถูกตองและแมนยํามากที่สุด ตามดวยการ       
ถวงน้ําหนักดวยคา 21/ω  กับคา  21/σ   

3.  สวนที่สามเปนการนําโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไปใชกับชุดขอมูลจริง    
ที่ไดจากการทดลอง  ซ่ึงงานวิจัยนี้ไดนําขอมูลของ Yanovsky et al. (1996) และ Kucukpinar et al. 
(n.d.)  ดังตารางที่ 4.11 และ 4.14 โดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนพบวาไดคาเปนไป
ดังตารางที่ 5.3 และตารางที่ 5.4 ตามลําดับ 
 
ตารางที่ 5.3 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
                    ในแตละกรณี โดยใชขอมูลของ Yanovsky et al. (1996) 

Ref. program Estimated  parameter 2
E  

Yanovsky et al. 
(1996) 

(c) 3 3

2 2

1 1

0 0

22.7600    5.2770
322.5000 77.4700
49.0200   23.2500
0.01968  1.0000

b a
b a
b a
b a

= =
= =
= =
= =

 
0.588785  

 
 
 
 
 
 
 
 



 

ตารางที่ 5.4 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันการถายโอนที่มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดในแตละกรณี โดยใชขอมูลของ  
 Kucukpinar et al. (n.d.) 

Ref. Relaxation time ,i sλ  Strength 0 ,i PaG  Program Estimated parameter 2
E  

Kucukpinar et al. 
(n.d.) 

10 1.94E+01 (b) 3
2 2

1 1
5

0 0

0.02987          1.514 10
194.0000         10.0000

1.1880 10    1.0000

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= × =

 
39.85351 10−×  

 1 8.33E+02 (a) 3 6
3 3

2
2 2

1 1
3

0 0

5.1750 10    6.2130 10

45.1800          5.4240 10
833.0000        1.0540

1.4600 10 1.0000

b a

b a
b a

b a

− −

−

−

= × = ×

= = ×
= =

= − × =

 

26.602797 10−×  

 0.1 3.93E+04 (a) 1 1
6

0 0

3930.0000         0.1000

9.6700 10    1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 14.456085 10−×  

 0.01 3.48E+05 (e) 13
2

1 1
3

0 0

                                 1.9090 10
3480.0000         0.1000

3.2700 10      1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= × =

 
14.409813 10−×  

 0.001 3.70E+05 (e) 14
2

1 1
5

0 0

                                 6.5690 10
370.0000          0.0010

2.9430 10      1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= × =

 
25.194400 10−×  

 0.0001 1.00E+06 (a) 14
2

1 1
6

0 0

                                 6.5490 10
100.0000          0.0001

2.0880 10   1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= − × =

 
21.431636 10−×  
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จากชุดขอมูลที่นํามาใชนั้น เปนชุดขอมูลของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน จากการศึกษาพบวา 
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  

21/ω  และ 21/σ  สามารถหาฟงกชันถายโอนมีความถูกตอง เมื่อเปรียบเทียบผลที่ไดจากการ
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับชุดขอมูลท่ีวัดได  จากผลการประเมินสัมประสิทธ์ิของฟงกชัน   
ถายโอนทั้งสามสวน  จึงสรุปไดวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบไมถวงน้ําหนัก
และแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  21/ω  และ 21/σ  นั้นเปนวิธีการที่สามารถหาคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนมีความถูกตอง  โดยพิจารณาจากคาความผิดพลาดที่มีคานอยที่สุด และความ
เสถียรของฟงกชันถายโอน   
 

5. 2  ขอเสนอแนะในการวิจัยตอไป 
ในการประยุกตใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  เพื่อการเขียนโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน    

ถายโอนสามารถนําไปพัฒนารวมกับการสรางเครื่องมือวัดความหนืด, ความยืดหยุนของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสน  ที่ตองการทราบถึงพฤติกรรมทางพลวัตของวัสดุในการทดสอบ และการสราง
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได  หรือสามารถนําความรูที่ไดทําการศึกษานี้เปนแนวทางในการศึกษาที่
เกี่ยวของกับการศึกษาทางดานวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนตอไป   
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Code โปรแกรม 
 

1.  โปรแกรม Computer PQRS.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ComputerPQRS.m                                                                                 %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                                                                  %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering                             %%% 
%%% ID.no.: M4540113                                                %%% 
%%% n = order of nominator         %%%                                                
%%% m = order of denominator                    %%% 
%%% p = n/2                                %%% 
%%% q = (n-1)/2                     %%% 
%%% r = m/2                      %%%                                                
%%% s = (m-1)/2               %%%                                                
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [p,q,r,s] =PQRS(n,m) 
p = n/2; 
p = fix(p); 
q = (n-1)/2; 
    if q >=0 
        q=fix(q); 
    else 
        q = q; 
    end 
r = m/2; 
r = fix(r); 
s = (m-1)/2; 
 if s >=0 
        s=fix(s); 
 else 
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        s = s; 
 end 
 

2.  โปรแกรม AVG.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% AVG.m                                    %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                          %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering                                                   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                                                                                       %%% 
%%% x = Data point                                                                                             %%% 
%%% n = number of data point                                                                            %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function mean = avg(x,n) 
         mean = sum(x)/n;
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3.  โปรแกรม STAT.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% stat.m                                     %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% [u,v]=sdv(u,v,s)                         %%% 
%%%   mean  = avarage of data                 %%% 
%%%   stdev = variance                        %%%   
%%%   x     = Data                            %%%   
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [mean,stdev] = stat(x) 
n = length(x); 
mean = avg(x,n); 
stdev =(sum((x-mean).^2)./n); 
   
4.  โปรแกรม ramda1.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda1.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda1 -[A11]=ramda1(omega,k,M,p)       %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                  %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% p = n/2;                                  %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A11 = ramda1(omega,k,M,p) 
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for i=0:p 
    for j=1:k 
        A11(j,i+1) = ((-1)^i).*(omega(1,j).^(2*i)); 
    end 
end 
 
5. โปรแกรม ramda2.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda2.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
 
%%% ramda2 is [A13]=ramda2(R,omega,k,M,r)   %%% 
%%% R     = Date in Real axis                 %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% r = m/2                                   %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A13] = ramda2(R,omega,k,M,r) 
format long g 
if r==0 
    fprintf('No matric A13\n'); 
    A13=0; 
else 
for i=1:r 
    for j=1:k 
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            A13(j,i) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^(2*i)).*R(1,j); 
    end 
end 
end 
 
6.  โปรแกรม ramda3.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda3.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda3 is [A14]=ramda3(X,omega,k,M,r)   %%% 
%%% X     = Date in imaginaly axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                   %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% s= (m-1)/2;                               %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A14] = ramda3(X,omega,k,M,s) 
format long g 
if s < 0 
    fprintf('No matric A14\n'); 
    A14=0; 
else 
    for i=0:s 
        for j=1:k 
            A14(j,i+1) = ((-1)^(i)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)).*X(1,j); 
        end 
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    end 
end 
 
7.  โปรแกรม ramda4.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda4.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda4 is [A22]=ramda(omega,k,M,r)      %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% q= (n-1)/2                                %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A22 = ramda4(omega,k,M,q) 
if q < 0 
    fprintf('No matric A22\n'); 
    A22=0; 
else 
   for i=0:q 
        for j=1:k 
            A22(j,i+1) = ((-1)^(i)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)); 
        end 
   end 
end 
 
8.  โปรแกรม ramda5.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%% ramda5.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda5 is [A23]=ramda5(X,omega,k,M,r)   %%% 
%%% X     = Date in imaginaly axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
 
%%% r= m/2                                    %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A23] = ramda5(X,omega,k,M,r) 
if r == 0 
    fprintf('No matric A23\n'); 
    A23=0; 
else 
    for i=1:r 
        for j=1:k 
            A23(j,i) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^(2*i).*X(1,j)); 
       
  end 
     
    end 
end 
 
9.  โปรแกรม ramda6.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda6.m                                  %%% 
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%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda6 is [A24]=ramda6(R,omega,k,M,r)   %%% 
%%% R     = Date in Real axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% s = (m-1)/2                              %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A24] = ramda6(R,omega,k,M,s) 
format short g 
if s<0 
    fprintf('No matric A24\n'); 
    A24=0; 
else 
    for i=0:s 
        for j=1:k 
            A24(j,i+1) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)).*R(1,j); 
        end 
     
    end 
end 
 
 
 
10.  โปรแกรม ramda12.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda12.m                                 %%% 
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%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda12 is [A12]=ramda(omega,k,M,r)     %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% q= (n-1)/2                                %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
function A12 = ramda12(omega,k,M,q) 
if q < 0 
    fprintf('No matric A22\n'); 
    A12=0; 
else 
   for i=0:q 
        for j=1:k 
         
            A12(j,i+1) = 0.0; 
        end 
     
    end 
end 
 
11.  โปรแกรม ramda21.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda21.m                                 %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
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%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda21 -[A21]=ramda21(omega,k,M,p)      %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% p = n/2                                   %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A21 = ramda21(omega,k,M,p) 
for i=0:p 
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for j=1:k 
        A21(j,i+1) = 0.0; 
    end 
end 
12.  โปรแกรม leastupdate.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastupdate.m                            %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% Least squart method                       %%% 
%%% No weighting function                     %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%  Input data%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% 
 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X';    
   end 
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%%% %%%%%%%%%%%%%initial condition %%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
  %%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
 
    k = M;            % amount of data  
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
%%%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
%%%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
 %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
 
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
 
%%%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
[NN,MM]=size(A) 
 RR= rank(A) 
 if RR==MM 
     Sol =  (inv(A'*A)*A')*B 
 else 
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     break 
 end 
%%%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
    a(1,1)=1.0;      %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
            b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
  
%%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
  
Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
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 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
 
 
 
%%%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    
 v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
    for i=1:k 
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        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%%%%%%%%%%% Adjusted coefficient of determination %%%%%%%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
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            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
 
            sys = tf(num,den) 
    
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
     
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
 
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
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        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
  
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
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    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
13.  โปรแกรม leastweight.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweigh.m                             %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% Least squart method                       %%% 
%%% with weighting function  by 1/frequency  %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
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   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
    
elseif N1~=1 
      R = R'; 
 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   end 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
     
m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
 
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
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        W = 1./(omega); 
        W = [W' ; W'] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 
    if i == j 
        WK(i,j) = W(i,1); 
    else 
        WK(i,j) = 0.0; 
    end 
   end 
end 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
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  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
            elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n=0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
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        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
       
  end 
             
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
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         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
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        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
    
    errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
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else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
 
14.  โปรแกรม leastweight2.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%% leastweigh2.m                                %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by 1/frequency^2 %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   
 if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   End 
 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
    Count = 0; 
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    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
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%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
W = 1./((omega).*(omega)); 
        W = [W' ; W'] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 
    if i == j 
        WK(i,j) = W(i,1); 
    else 
        WK(i,j) = 0.0; 
    end 
   end 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        
 A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
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    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
          
   aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
         
      
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
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 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
%%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
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    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
     
    error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 

 
 



 207 

            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den)     
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
     
    Mnew=m;   
    end 
     
end    
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     end 
    iter=iter+1 
end 
 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
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xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
15.  โปรแกรม leastweighSTAT.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweighSTAT.m                            %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by varaince       %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
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   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   End 
 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
 
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
        [meanR,stdevR]=stat(R); 
        [meanX,stdevX]=stat(X); 
        W1 = diag(ones(k,1),0) 
        W1 = stdevR.*W1 
        W1 = diag(W1) 
        W2 = diag(ones(k,1),0) 
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        W2 = stdevX.*W2 
        W2 = diag(W2) 
        W = [W1 ; W2] 
   for i=1:2*k 
        for j=1:2*k 
            if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
         
 
    else 
                WK(i,j) = 0.0; 
            end 
        end 
    end 
 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
              
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
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     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
 
    end 
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
 
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 

 
 



 215 

    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
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            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
   
      sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     

 
 



 217 

end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
 
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
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xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
16.  โปรแกรม leastweighSTAT1.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweighSTAT1.m                           %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by 1/varaince    %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
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   End 
%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  

 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
   
 k = M;            % amount of data  
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
       [meanR,stdevR]=stat(R); 
        [meanX,stdevX]=stat(X); 
        W1 = diag(ones(k,1),0) 
        W1 = stdevR.*W1 
        W1 = 1./diag(W1) 
        W2 = diag(ones(k,1),0) 
        W2 = stdevX.*W2 
        W2 = 1./diag(W2) 
        W = [W1 ; W2] 
   for i=1:2*k 

 
 



 220 

        for j=1:2*k 
            if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
            else 
                WK(i,j) = 0.0; 
            end 
        end 
    end 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
    
     [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m);    
 %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
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            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
   elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
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        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
         
      
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
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    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
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    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
     
    end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
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        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
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fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
 
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
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