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 วิธีโครงผลึกโบลตซมันน (Lattice Boltzmann Method, LBM) เปนวิธีหนึ ่งที ่ใชในการ
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คา Aspect Ratio ที่มีตอพฤติกรรมการไหลแบบปนปวน สําหรับการจําลองการไหลแบบปนปวน
นั ้น จะใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) สวนโปรแกรม
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 Lattice Boltzmann method (LBM) is one of the numerical methods used to 

simulate the behavior of fluid flow. The concept of this method relies on the 

streaming and collision of particles with respect to the conservation laws of mass and 

momentum. LBM has some advantages compared to other numerical methods 

because the computer program of LBM can be readily developed for parallel 

computing, so that the computational time for the simulation of turbulent flow is 

reduced and the large data can be managed. If one personal computer is used, the 

computation is time-consuming or in some cases it cannot be computed. The objective 

of this research is to study and use the LBM for the simulation of incompressible 

turbulent flow in a rectangular duct by focusing on the effects of aspect ratio on 

turbulent flow. For turbulent flow, the direct numerical simulation (DNS) is employed. 

The computer program is developed on Visual C++ and validated by comparing the 

computed results with the analytical solution, experimental data and acceptable 

numerical solution. 
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บทที่ 1 
บทนํา 

 

1.1 ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 
            การไหลแบบปนปวน (Turbulent Flow) เปนการไหลประเภทหนึ่งซึ่งไมสามารถคาดเดาถึง
พฤติกรรมการไหลไดเนื่องจากมีการเปลี่ยนแปลงแบบสุมตลอดเวลา การไหลประเภทนี้เกิดขึ้นใน
ธรรมชาติทั่ว ๆ ไป และในอุปกรณตาง ๆ ทางวิศวกรรม อาทิ ปม, คอมเพรสเซอร เปนตน การไหล
แบบปนปวนจะสงผลกระทบหลายประการ เชน การถายเทความรอนเพิ่มมากขึ้น, แรงที่กระทํามีคา
เพิ่มมากขึ้น เปนตน ดังนั้นจึงจําเปนตองศึกษาถึงพฤติกรรม และผลกระทบที่เกิดตามมาเมื่อเกิดการ
ไหลแบบปนปวนขึ้น โดยหลักการเราสามารถอธิบายพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไดดวย
สมการ Navier-Stokes แตในปจจุบันยังไมสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหสําหรับการไหลประเภท
นี้ไดเนื่องจากความซับซอนของสมการ ดังนั้นระเบียบวิธีเชิงตัวเลขจึงเปนเครื่องมือที่สําคัญสําหรับ
การอธิบายพฤติกรรมของการไหลประเภทนี้ 
 สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขสําหรับพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ (Computational Fluid 
Dynamics, CFD) นั้น ในปจจุบันสามารถแบงไดเปน 2 ประเภทคือ Continuum CFD และ Discrete 
CFD ซ่ึงหลักการทํางานของวิธีประเภท Continuum CFD ประกอบดวยสามขั้นตอนดังนี้ 
 

ขั้นตอนที่ 1 ทําการกําหนดสมการที่ใชสําหรับอธิบายพฤติกรรมของการไหลซึ่งจะอยูในรูป
ของสมการเชิงอนุพันธยอย (Partial Differential Equations, PDEs) เชน สมการ Navier-Stokes เปนตน 
 

ขั้นตอนที่ 2 ทําการแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยนั้นใหเปนสมการพีชคณิตดวยระเบียบวิธี
เชิงตัวเลขตาง ๆ เชน ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่อง (Finite Difference Method), ระเบียบวิธีปริมาตร
จํากัด (Finite Volume Method), ระเบียบวิธีไฟไนตเอลิเมนต (Finite Element Method) เปนตน  
 
 ขั้นตอนที่ 3 หาผลเฉลยเชิงตัวเลขของสมการพีชคณิตเหลานั้น  
 
 อยางไรก็ตาม วิธีประเภท Continuum CFD นั้นเมื่อแปลงสมการเชิงอนุพันธยอยใหอยูในรปู
ของสมการพีชคณิตแลว บางครั้งการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อหาผลเฉลยเชิงตัวเลข    
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รวมไปถึงการพัฒนาโปรแกรมเพื่อคํานวณแบบขนานอาจทําไดยาก เนื่องจากตัวแปรนั้นจะถูกเก็บ
ไวในรูปของเมตริกซและมีขนาดใหญเมื่อลักษณะของปญหานั้นมีความซับซอน 
 วิ ธีประเภท  Discrete CFD นั้นมีแนวคิดมาจากการเคลื่อนที่  (Streaming) และการชน
กัน (Collision) ของอนุภาค (Particle) ตามหลักการของกฎอนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม ซ่ึง
สมการเริ่มตนของวิธีประเภทนี้จะอยูในรูปของสมการพีชคณิตอยูแลว เชน สมการโครงผลึก
โบลตซมันน (Lattice Boltzmann Equation) เปนตน และคาของตัวแปรที่ตองการหาจากสมการ
ประเภทนี้มีเพียงตัวเดียวคือคา Single-Particle Probability Distribution Function ( if ) สวนตัวแปร
อ่ืน ๆ ไดแก ความเร็ว, ความหนาแนน และความดันนั้นสามารถคํานวณหาไดจากคา if  นี้ จึงทําให
ก า ร เขี ยนโปรแกรมคอมพิ ว เ ตอร เพื่ อ จํ า ลองการไหลด ว ยวิ ธีประ เภทนี้ ง า ยกว า วิ ธี
ประเภท Continuum CFD รวมไปถึงการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อคํานวณแบบขนานทําได
ไมยากนักเนื่องจากตัวแปรที่ตองมีการแลกเปลี่ยนคานั้นมีเพียงตัวแปร if  เพียงตัวเดียว จึงทําใหวิธี
ประเภท Discrete CFD นั้นเริ่มไดรับความนิยมสําหรับการจําลองการไหลที่มีลักษณะซับซอนไมวา
จะเปนการไหลแบบปนปวน, การไหลแบบหลายสถานะ (Multiphase Flow) หรือการไหลในวัสดุที่
มีรูพรุน (Flow in Porous Media) เปนตน 
 ในสวนของการจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบปนปวนนั้นสามารถแบงได
เปน 2 ประเภท ประเภทแรกจะทําการแกสมการ Navier-Stokes เพื่อหาคาความเร็วที่เวลาใด ๆ การ
จําลองเชิงตัวเลขแบบนี้ไดแกการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ซ่ึง
เปนการแกสมการ Navier-Stokes โดยไมใชแบบจําลองความปนปวน (Turbulence Models) และ 
Large-Eddy Simulation (LES) ซ่ึง เปนการแกสมการ  Navier-Stokes โดยใชแบบจําลองความ
ปนปวนชวยในบางสวนของโดเมน สวนอีกประเภทนั้นจะทําการแกสมการที่เรียกวา Reynolds-
Averaged Navier-Stokes (RANS) เพื่อทําการหาคาความเร็วเฉลี่ยซ่ึงในการแกสมการ RANS นั้นจะ
มีการใชแบบจําลองความปนปวน เชน แบบจําลองความปนปวน k ε−  เปนตน 
 ในงานวิจัยนี้ไดเลือกใชระเบียบวิธีโครงผลึกโบลตซมันน (Lattice Boltzmann Method, LBM) 
ซ่ึงเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณและมีขั้นตอนใน
การเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ไมซับซอนมากนักเพื่อทําการศึกษาถึงผลกระทบของคา
อัตราสวนลักษณะ  (Aspect Ratio) ที่มีตอพฤติกรรมการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผา สําหรับการจําลองการไหลแบบปนปวนนั้นไดเลือกใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
เนื่องจากเปนวิธีที่ไดรับการยอมรับวาสามารถจําลองการไหลแบบปนปวนไดถูกตองที่สุด รวมไป
ถึงยังสามารถตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในการจําลองการไหลแบบ
ปนปวนดวย 
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1.2 วัตถุประสงคของการวิจัย 

 เพื่อศึกษาและนําวิธีโครงผลึกโบลตซมันนมาใชในการจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของ
คาอัตราสวนลักษณะและคาเลขเรยโนลดที่มีตอพฤติกรรมการไหลแบบปนปวน   
 

 1.3 ขอบเขตของการวิจัย 

 เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1 โดยกําหนดให
ค า เ ล ข เ ร ย โ นลด ซ่ึ ง นิ ย า ม จ า กคว าม เ ร็ ว เ สี ย ดท าน เ ฉลี่ ย แ ล ะคว ามสู ง ขอ งท อ มี ค า
เทากับ 205 และ 300 จากนั้นทําการเปลี่ยนคาอัตราสวนลักษณะใหมีคามากกวา 1 อีกสองคาเพื่อ
ศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีตอพฤติกรรมการไหล โดยใชการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรงและวิธีโครงผลึกโบลตซมันน โดยคาของตัวแปรตาง ๆ จะปรากฏในหนวยที่มี ช่ือ
วา Lattice Unit 
 

1.4   วิธีดําเนินการวิจัย 
 งานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา และเลือกใชระเบียบวิธีโครงผลึก 
โบลตซมันน ซ่ึงเปนระเบียบวิ ธี เชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของไหลเชิง
คํานวณ ดังนั้นเพื่อสรางความนาเชื่อถือของผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูก
พัฒนาขึ้นโดยวิธีโครงผลึกโบลตซมันน จึงไดทําการตรวจสอบผลการคํานวณที่ไดกับปญหาการ
ไหลแบบตาง ๆ ที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรทางดาน
พลศาสตรของไหลเชิงคํานวณโดยไดทําการตรวจสอบกับทั้งปญหาที่เปนการไหลแบบราบเรียบ
และปญหาที่เปนการไหลแบบปนปวน ซ่ึงปญหาการไหลแบบตาง ๆ ที่นํามาตรวจสอบนั้นอาจจะ
เปนปญหาที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะห หรือปญหาที่มีขอมูลที่ไดจากการทดลอง หรือปญหาที่มีผลจาก
การคํานวณเชิงตัวเลขที่เปนที่ยอมรับ ทั้งนี้ปญหาการไหลแบบตาง ๆ ที่นิยมใชมีดังนี้ 
 1.   ปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ   
 2. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ 
 3. ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

4. ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบพิกดั    
ฉากสองมิติ 
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 5. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 6. ปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 7. ปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 8. ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 9. ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 หลังจากทําการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นโดยวิธี
โครงผลึกโบลตซมันนแลว จึงนําโปรแกรมคอมพิวเตอรนี้ไปจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาเปนลําดับตอไป  
 

1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ 

 1.  โปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ไมสามารถอัดตัวไดในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
 2.  เขาใจพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนภายในทอส่ีเหล่ียมผืนผาเมื่อมีการเปลี่ยนคา
อัตราสวนลักษณะ 
 3.  เขาใจและสามารถใชงานวิธีโครงผลึกโบลตซมันนได 



บทที่ 2  
บริบทของการไหลแบบปนปวน 

 

  การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่ยังไมสามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหไดเนื่องจาก
ความซับซอนของสมการควบคุมและความซับซอนของพฤติกรรม เนื ้อหาในบทนี้จะไมลง
รายละเอียดของการไหลแบบปนปวนมากนัก โดยจะกลาวถึงเฉพาะเนื้อหาในสวนที่เกี่ยวของกับ
งานวิจัยนี้เทานั้น โดยในหัวขอ 2.1 กลาวถึงลักษณะของการไหลแบบปนปวนรวมไปถึงสมการ
ควบคุมและความเคนของเรยโนลด, ในหัวขอ 2.2 กลาวถึงโครงสรางที่เกิดจากการไหลแบบ
ปนปวนที่เรียกวาการไหลรอง (Secondary Flow) และในหัวขอ 2.3 กลาวถึงการจําลองเชิงตัวเลข
สําหรับการไหลแบบปนปวน และเนนไปที่การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวน 
 

2.1   ลักษณะของการไหลแบบปนปวน 

  โดยทั่วไปการไหลที่พบในชีวิตประจําวันและการไหลในอุปกรณทางวิศวกรรมนั้นเปนการ
ไหลแบบปนปวนแทบทั้งหมด ไมวาจะเปนปญหาการไหลที่มีรูปรางของปญหาไมซับซอนมากนัก 
เชน การไหลในทอกลมหรือการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียม รวมไปถึงปญหาการไหลที่มีรูปรางของ
ปญหาซับซอน เชน การไหลผานรถยนตหรือการไหลผานปกเครื่องบิน เปนตน การไหลแบบ
ปนปวนนั้นมีพฤติกรรมที่แตกตางจากการไหลแบบราบเรียบอยางสิ้นเชิง และยังไมสามารถหาผล
เฉลยเชิงวิเคราะหเพื่ออธิบายพฤติกรรมของการไหลประเภทนี้ได ซ่ึงลักษณะหรือพฤติกรรมเดน
ของการไหลแบบปนปวนมีดังนี้ (Tennekes and Lumley, 1972) 
  1. การไหลแบบปนปวนมีการเปลี่ยนแปลงแบบสุมตลอดเวลา พฤติกรรมของการไหล
แบบปนปวนในขอนี้เปนพฤติกรรมที่เห็นไดเดนชัดที่สุด ซึ่งจากพฤติกรรมขอนี้เองทําใหการ
วิเคราะหปญหาเกี่ยวกับการไหลแบบปนปวนตองทําในลักษณะของการหาคาเฉลี่ยสําหรับตัวแปร
ตาง ๆ เทานั้น 
  2. การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่มีลักษณะแพรกระจาย ซ่ึงจากพฤติกรรมนี้ทําให
อัตราการถายเทโมเมนตัม, อัตราการถายเทความรอน และอัตราการถายเทมวลเพิ่มขึ้น รวมไปถึง
ชวยเพิ่มความเร็วในการผสมของไหลหลายชนิดเขาดวยกันอีกดวย 
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  3. การไหลแบบปนปวนเกิดขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดสูงพอ โดยทั่วไปเมื่อคาเลขเรยโนลด
ของการไหลสูงพอ ของไหลจะเปลี่ยนสถานะการไหลจากการไหลแบบราบเรียบไปเปนการไหล
แบบปนปวนเนื่องจากการสูญเสียเสถียรภาพของการไหล ซ่ึงคาเลขเรยโนลดที่ทําใหของไหลเริ่ม
เปลี่ยนสถานะจากการไหลแบบราบเรียบไปเปนการไหลแบบปนปวนนั้นจะขึ้นอยูกับรูปรางของ
ปญหาที่พิจารณา และเรียกคาเลขเรยโนลด ณ ตําแหนงนี้วา “คาเลขเรยโนลดวิกฤติ” (Critical 
Reynolds Number) โดยทั่วไปคาเลขเรยโนลดวิกฤติสําหรับการไหลในทออยูที่ประมาณ 2300 สวน
คาเลขเรยโนลดวิกฤติสําหรับการไหลผานวัตถุอยูที่ประมาณ 500,000 (White, 2003) 
  4. การไหลแบบปนปวนมีการเปลี่ยนแปลงการหมุนวนในสามมิติตลอดเวลา ซ่ึงลักษณะ
การเคลื่อนที่ของความหมุนวนนี้ เปนพฤติกรรมที่สําคัญในการอธิบายวาการไหลนั้นเปนการไหล
แบบปนปวนหรือไม เนื่องจากถาการไหลนั้นมีแคการเปลี่ยนแปลงความเร็วในลักษณะสองมิติเพียง
อยางเดียว การไหลนั้นจะไมเกิดการเปลี่ยนแปลงการหมุนวนขึ้นและการไหลลักษณะนั้นจะไมเปน
การไหลแบบปนปวน 
  5. การไหลแบบปนปวนมีการสูญเสียพลังงานอยางสม่ําเสมอ การไหลแบบปนปวนสูญเสีย
พลังงานเนื่องจากความหนืดของของไหล โดยจะทําการเปลี่ยนรูปพลังงานงานจลนที่ไดจากการ
ไหลใหเปนพลังงานภายในของของไหลเพื่อใหของไหลสามารถเคลื่อนที่ได ดังนั้นการไหลแบบ
ปนปวนจึงตองการพลังงานอยางตอเนื่องเพื่อปองกันไมใหความปนปวนสลายตัว 
  6. การไหลแบบปนปวนเปนการไหลที่อยูในชวงสารเนื้อตอเนื่อง ในการไหลแบบปนปวน
นั้นจะมีขนาดของการหมุนวนอยูหลายขนาด ซ่ึงขนาดของการหมุนวนที่เล็กที่สุดนั้นจะใหญกวา
ขนาดของโมเลกุล ดังนั้นพฤติกรรมตาง ๆ ของการไหลแบบปนปวนจึงเปนไปตามสมการควบคุม
ของของไหล ซ่ึงไดแกสมการอนุรักษมวลและสมการอนุรักษโมเมนตัม 
  ในการอธิบายพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนสําหรับของไหลที่ไมสามารถอัดตัวได 
สมการควบคุมประกอบดวยสมการอนุรักษมวลและสมการ Navier-Stokes ซ่ึงเขียนอยูในรูป      
เทนเซอรไดดังนี้ 
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เมื่อ iu  และ p  คือความเร็วและความดัน ณ เวลาใด ๆ ตามลําดับ, μ  คือความหนืดพลวัต และ ρ  
คือความหนาแนน 
  สําหรับการวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับการไหลแบบปนปวนนั้น สวนใหญจะสนใจเฉพาะ
คาเฉลี่ยของตัวแปรตาง ๆ เทานั้น ดังนั้น Reynolds (1894) จึงไดทําการแยกความเร็ว ณ เวลาใด ๆ
(Instantaneous Velocity) ออกเปนสองสวนคือสวนของความเร็วเฉลี่ย (Mean Velocity) และสวน
ของความเร็วปนปวน  (Fluctuating Velocity) ซ่ึงเรียกวาการแยกตัวประกอบของเรยโนลด 
(Reynolds Decomposition) ดังนี้ 

 
  i i iu u u ′= +  (2-3) 

 
เมื่อ iu  คือความเร็วเฉลี่ย และ iu′  คือความเร็วปนปวนและคาเฉลี่ยของความเร็วปนปวนจะตอง
เทากับศูนย 
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T
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iu′(Fluctuating Velocity)

iu (Mean Velocity)
iu(Instantaneous Velocity)
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รูปที่ 2.1 แสดงการแยกตัวประกอบของเรยโนลด (Munson, Young & Okiishi, 2002) 
 

จากนั้นทําการเปลี่ยนสมการ (2-1) และ (2-2) จากรูปสมการที่อยูในรูปของความเร็ว ณ เวลาใด ๆ 
ใหอยูในรูปของความเร็วเฉลี่ยไดดังนี้ 
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  นําสมการ (2-3) ใสลงไปในสมการ (2-1) จะได 
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ทําการหาคาเฉลี่ยของสมการ (2-5) จะได 
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นําสมการ (2-6) ใสลงไปในสมการ (2-5) จะได 
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จากสมการ (2-6) และ (2-7) เห็นวาทั้งความเร็วเฉลี่ยและความเร็วปนปวนเปนไปตามกฎอนุรักษ
มวล จากนั้นทําการหาสมการอนุรักษโมเมนตันที่อยูในรูปของความเร็วเฉลี่ยโดยนําสมการ (2-3) 
แทนลงไปในสมการ (2-2) และหาคาเฉลี่ยจะได 
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ซ่ึงเทอม i ju u  จะมีคาเทากับ i j i ju u u u′ ′+  และจะไดสมการอนุรักษโมเมนตันที่อยูในรูปของ
ความเร็วเฉลี่ยดังนี้ 
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เรียกสมการ (2-9) วาสมการ Reynolds-Averaged Navier-Stokes (RANS) และสามารถเห็นไดวา
สมการ RANS และสมการ Navier-Stokes นั้นมีความคลายคลึงกันยกเวนตรงที่สมการ RANS นั้นมี
เทอมเพิ่มขึ้นมาหนึ่งเทอมและเรียกเทอมนั้นวาความเคนของเรยโนลด (Reynolds Stresses)  

 
  ij i ju uτ ρ ′ ′= −  (2-10) 

 
ซึ่งความเคนของเรยโนลดนั้นจะมีสมาชิกทั้งหมด 9 ตัว แตเนื่องจากความเคนของเรยโนลดนั้น
เปนเทนเซอรที่มีความสมมาตร ดังนั้นความเคนของเรยโนลดจะเหลือทั้งหมด 6 ตัวโดยแบงเปน
ความเคนตั้งฉาก 3 ตัวและความเคนเฉือนอีก 3 ตัว โดยเทอมความเคนของเรยโนลดจะมีอิทธิพล
ตอการไหลแบบปนปวนคอนขางสูงเนื่องจากเปนเทอมที่ชวยใหการสงผานโมเมนตัมของของ
ไหลมีมากขึ้น ซ่ึงในการไหลสวนใหญความเคนเฉือนของเรยโนลดจะเปนเทอมที่มีบทบาทสําคัญ
ตอการสงผานโมเมนตันมากกวาเทอมความเคนตั้งฉากของเรยโนลด 
  จากการที ่มีเทอมความเคนของเรยโนลดเพิ ่มขึ ้นมาจึงทําใหจํานวนตัวแปรในสมการ 
RANS นั้นมีมากกวาจํานวนสมการ ดังนั้นในการแกสมการ RANS นั้นจึงตองใชแบบจําลองความ
ปนปวนแบบตาง ๆ มาชวย อยางไรก็ตามเนื่องจากงานวิจัยนี้ไมไดทําการแกสมการ RANS จึงไม
ขอลงรายละเอียดเกี่ยวกับแบบจาํลองความปนปวนและกระบวนการในการแกสมการนี้ 
 

2.2 การไหลรอง 
  การไหลรอง (Secondary Flow) เปนโครงสรางที่มีลักษณะของการไหลหมุนวนโดยจะ
เกิดขึ้นในทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศทางการไหล โดยทั่วไปการไหลรองมีสองแบบคือการไหลรอง
แบบที่ 1 ของแพรนดทัล (Prandtl’s First Kind of Secondary Flow) ซ่ึงเกิดจากแรงหนีศูนยกลาง
สําหรับการไหลในทอโคง ซ่ึงการไหลรองแบบนี้สามารถพบไดทั้งในการไหลแบบราบเรียบและ
การไหลแบบปนปวน โดยจะมีขนาดของความเร็วประมาณ 20-30% ของขนาดของความเร็วในทิศ
ทางการไหล อยางไรก็ตามเนื่องจากงานวจิัยนี้ไมไดสนใจการไหลรองแบบที่ 1 ดังนั้นจะไมกลาวถึง
รายละเอียดของการไหลรองชนิดนี้มากไปกวานี้ 
  สําหรับการไหลรองที่งานวิจัยนี้สนใจคือการไหลรองที่เรียกวาการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัล (Prandtl’s Second Kind of Secondary Flow) ซ่ึงเกิดจากความเคนของเรยโนลด โดยการ
ไหลรองประเภทนี้จะเกิดขึ้นในทอที่มีหนาตัดไมใชวงกลมเทานั้น และจะมีขนาดของความเร็ว
ประมาณ 2-3% ของขนาดของความเร็วในทิศทางการไหลเทานั้น ซ่ึงผลกระทบจากการไหลรอง
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ประเภทนี้คือทําใหแรงกระทําที่มุมผนังเพิ่มมากขึ้น เนื่องจากการไหลรองประเภทนี้จะชวยสงผาน
โมเมนตัมของของไหลไปที่มุมผนังมากขึ้น 
  การไหลรองแบบที ่ 2 ของแพรนดทัลนั ้นไมสามารถสรางแบบจําลองความป นปวน
เพื่อที่จะจําลองพฤติกรรมไดงายนัก เนื่องจากขนาดของความเร็วที่คอนขางนอยและความไมเขาใจ
ถึงพฤติกรรมของการไหลรองประเภทนี้ สําหรับในทอหนาตัดสี่เหล่ียม การไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลจะมีลักษณะเปนการหมุนวน 8 ลูกไหลในทิศทางตรงกันขามกัน โดยสามารถใช
สมการของการหมุนวนในทิศทางการไหล (Streamwise Mean Vorticity Equation) เพื่ออธิบายถึง
ที่มาของการไหลรองไดดังนี้ 

 
  x x x

x y z
u v wu v w

x y z x y z
∂Ω ∂Ω ∂Ω ∂ ∂ ∂

+ + −Ω −Ω −Ω
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

  ( )
2 2 2

2 2

u v u w w w v v v w
x z y y z z y
⎛ ⎞′ ′ ′ ′ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂′ ′ ′ ′ ′ ′= − + − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠⎝ ⎠

 

  
22 2

2 2 2
yx z

x y z
ν
⎛ ⎞∂ Ω∂ Ω ∂ Ω

+ + +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠
  (2-10) 

 
เมื่อ xΩ , yΩ  และ zΩ  คือการหมุนวนในทิศทางตาง ๆ และมีคาดังนี้ 

 
  x

v w
z y

∂ ∂
Ω = −

∂ ∂
, y

u w
z x

∂ ∂
Ω = −

∂ ∂
, z

v u
x y
∂ ∂

Ω = −
∂ ∂

 (2-11) 

 
และเมื่อพิจารณาการไหลเปนการไหลแบบพัฒนาตัวเต็มที่ และไมมีการหมุนวนในหนาตัด y และ z 
สมการที่ (2-10) จะเหลือรูปสมการดังนี้ 

 
  ( )

2

1 2A A

x xv w w w v v
y z y z

∂Ω ∂Ω ∂ ′ ′ ′ ′+ = −
∂ ∂ ∂ ∂
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2 2 2 2 2
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yx zv w
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ν
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  (2-12) 
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เมื่อเทอม A1 คือเทอมการพาของการหมุนวนในทิศทางการไหลอันเนื่องมาจากความเร็วเฉลี่ย, 
เทอม A2 คือเทอมที่เกิดจากผลกระทบของความเคนตั้งฉากของเรยโนลด, เทอม A3 คือเทอมที่
เกิดจากผลกระทบของความเคนเฉือนของเรยโนลด และเทอม A4 คือเทอมที่เกิดจากผลกระทบ
ของความหนืด 
  จากการทดลองเกี่ยวกับการไหลในทอที่มีหนาตัดสี่เหลี่ยม Demuren and Rodi (1984) จึง
สรุปไดวาเทอมที่มีอิทธิพลคอนขางสูงในการทําใหเกิดการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัล คือ
เทอมความเคนของเรยโนลดทั้งความเคนตั้งฉากและความเคนเฉือน เนื่องจากในการทดลอง
พบวาเทอมความเคนของเรยโนลดนั้นมีขนาดมากกวาเทอมความหนืดคอนขางสูง โดยที่เทอม
ความหนืดนั้นแทบจะไมสงผลใด ๆ ตอการทําใหเกิดการไหลรองชนิดนี้เลยยกเวนบริเวณใกลมุม
ผนังเทานั้น 

 

y

x

z

xΩ

yΩ

zΩ
u

v

w

Secondary Flow Plane 

Main Flow Directon

 
 

รูปที่ 2.2 แสดงพิกัดสําหรับการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา 
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รูปที่ 2.3 แสดงรูปการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส 
 

2.3 การจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน 

  การจําลองเชิงตัวเลขสําหรับการไหลแบบปนปวนนั้นสามารถแบงไดเปน 2 ประเภทโดย
ประเภทแรกจะทําการแกสมการ Navier-Stokes โดยตรงเพื่อหาคาความเร็วที่เวลาใด ๆ จากนั้นจึงทํา
การหาคาความเร็วเฉลี่ยและความเคนของเรยโนลด ซ่ึงจากการแกสมการ Navier-Stokes โดยตรง
นั้นทําใหสามารถคํานวณหาคาความเร็วไดครบทั้งสามทิศทาง รวมไปถึงสามารถหาความเคนของ
เรยโนลดไดครบทั้ง 6 ตัว และผลลัพธที่ไดนั้นมีความถูกตองคอนขางสูง สําหรับการจําลองเชิง
ตัวเลขแบบนี้ไดแกการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation, DNS) ซ่ึงเปนการ
แกสมการ Navier-Stokes โดยไมใชแบบจําลองความปนปวน และ Large-Eddy Simulation (LES) 
ซ่ึงเปนการแกสมการ Navier-Stokes โดยใชแบบจําลองความปนปวนชวยจับสเกลความปนปวน
ขนาดเล็ก ๆ สวนสเกลความปนปวนขนาดใหญนั้นจะใชความละเอียดของกริดในการจับ สวน
ประเภทที่ 2 นั้นจะทําการแกสมการ RANS เพื่อทําการหาคาความเร็วเฉลี่ย แตเนื่องจากสมการ 
RANS นั้นมีจํานวนตัวแปรมากกวาจํานวนสมการอันเนื่องมาจากเทอมความเคนของเรยโนลด 
ดังนั้นในการแกสมการ RANS จึงจําเปนที่จะตองใชแบบจําลองความปนปวนตาง ๆ เขามาชวย เชน 
แบบจําลองความปนปวน k ε−  หรือแบบจําลองความปนปวน k ω−  เปนตน การแกสมการ 
RANS นั้นมีขอดีคือจํานวนจุดทั้งหมดที่ใชในการคํานวณไมสูงมากเมื่อเทียบกับ DNS หรือ LES 
ดังนั้นการนําสมการ RANS ไปใชแกปญหาการไหลแบบปนปวนจึงใหผลลัพธที่เร็วกวาและ
สามารถนําไปใชกับการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได แตอยางไรก็ตามผลลัพธที่ไดจากการแก
สมการ RANS นั้นคอนขางแยกวาผลลัพธที่ไดจาก DNS และ LES เนื่องจากแบบจําลองความ
ปนปวนใชสําหรับสมการ RANS นั้นยังไมมีประสิทธิภาพมากพอ 
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  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นเปนเทคนิคที่ไดรับการยอมรับวามีความถูกตองของ
ผลลัพธมากที่สุดสําหรับการไหลแบบปนปวน และอาจถือไดวาผลลัพธที่ไดจากการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นมีความถูกตองเทียบเทากับผลที่ไดจากการทดลอง ดังนั้นจึงอาจถือไดวาการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นคือการทําการทดลองประการหนึ่งนั่นเอง อยางไรก็ตามการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นมีขอจํากัดตรงที่ไมสามารถนําไปใชกับการไหลที่เกิดขึ้นจริงในชีวิตประจําวัน
หรือการไหลในงานทางวิศวกรรมไดเนื่องจากการไหลเหลานั้นเปนการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูง
ทั้งสิ้น สาเหตุที่ไมสามารถนําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลด
สูงไดนั้นเนื่องจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงจะตองทําการจับตั้งแตสเกลที่เล็กที่สุดของความ
ปนปวนไปจนถึงสเกลที่ใหญที่สุดเพื่อที่ใหไดผลลัพธที่มีความถูกตองมากที่สุด ซึ่งในการที่จะจับ
สเกลที่เล็กที่สุดใหไดนั้นจําเปนที่จะตองกําหนดใหระยะหางระหวางโนดที่ใชในการคํานวณเล็ก
เพียงพอ ดังนั้นจึงทําใหจํานวนจุดที่ใชคํานวณสําหรับการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นมีจํานวนมาก 
โดยจํานวนจุดทั้งหมดที่ใชในการคํานวณนั้นจะแปรผันตามคาเลขเรยโนลดดังนี้ (Moin and 
Mahesh, 1998) 

 
  9 4ReTN ≈  (2-13) 

 
เมื่อ N คือจํานวนจุดทั้งหมดที่ควรใชในการคํานวณ และ ReT คือเลขเรยโนลดของความปนปวนโดย
คํานวณมาจากความเร็วปนปวนและความยาวที่ เปนลักษณะเฉพาะของปญหาการไหล
นั้น (Characteristic Length Scale of Flow) 
  สําหรับสเกลที่ใหญที่สุดของความปนปวนนั้นจะเปลี่ยนไปตามรูปรางของปญหา สวน
สเกลที่เล็กที่สุดของความปนปวนคือสเกลที่เรียกวาสเกลของ Kolmogorov ซ่ึงมีคาเทากับ 

 

  
1 4νη

ε
⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (2-14) 

 
เมื่อ η  คือสเกลของ Kolmogorov, ν  คือความหนืดจลศาสตร และ ε  คืออัตราการสูญเสียพลังงาน
ของความปนปวน (Turbulent Dissipation Rate) สําหรับระยะหางระหวางโนดที่ใชในการคํานวณ
เพื่อใหผลลัพธที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงมีความถูกตองมากที่สุด จะแตกตางกันไปตาม
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช ยกตัวอยางเชน ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่
มีความผิดพลาดอันดับสองควรใชระยะหางระหวางจุดเทากับ 0.26η , ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใช
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ผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่มีความผิดพลาดอันดับสี่ควรใชระยะหางระหวางจุดเทากับ 0.55η  
และระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชฟูเรียรสเปกทรัล (Fourier Spectral) ควรใชระยะหางระหวางจุด
เทากับ 1.5η  เปนตน อยางไรก็ตามไมพบขอแนะนําสําหรับระยะหางระหวางโนดที่ใชในการ
คํานวณในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นใชทรัพยากรในการคํานวณแตละครั้งคอนขางมาก อีกทั้ง
ยังไมสามารถจําลองการไหลที่เกิดขึ้นจริงหรือการไหลในงานทางวิศวกรรมได ดังนั้นจึงมีคําถาม
ที่วาการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงนั้นทําไปเพื่ออะไร  
  Moin and Mahesh (1998) ไดกลาวไววาการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงคือเครื่องมือที่ใชใน
การทําวิจัย และไมใชผลเฉลยแมนตรงสําหรับสมการ Navier-Stokes จุดมุงหมายของการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้นไมใชทําเพื่อจําลองการไหลสําหรับการไหลในชีวิตจริง แตทําเพื่อศึกษาถึง
ลักษณะทางฟสิกสของการไหลแบบปนปวนใหเขาใจยิ่งขึ้น เนื่องจากเราไมสามารถมองเห็น
โครงสรางของความปนปวนทั้งหมดไดจากการทดลอง และยังสามารถนําขอมูลที่ไดจากการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงไปพัฒนาแบบจําลองความปนปวนสําหรับสมการ RANS ไดอีกดวย 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไดถูกนํามาใชเปนครั้งแรกโดย Orszag and Patterson (1972) 
โดยทําการจําลองปญหาการไหลที่เรียกวา Homogeneous Isotropic Turbulence (HIT) ซ่ึงเปนการ
ไหลที่มีลักษณะ Homogeneous ทั้ง 3 ทิศทาง และใชจํานวนจุดทั้งหมดในการคํานวณเทากับ 323 

จุดประสงคในการทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงครั้งนั้นคือเพื่อแสดงใหเห็นวาวิธีสเปกทรัล 
(Spectral Method) สามารถนําไปใชจําลองการไหลแบบปนปวนในสามมิติได อยางไรก็ตาม
เนื่องจากประสิทธิภาพของเครื่องคอมพิวเตอรในทศวรรษที่ 70 ยังไมมีประสิทธิภาพเพียงพอจึงยัง
ไมสามารถใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงกับปญหาการไหลที่มีผนังได 
  การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับปญหาการไหลที่มีผนังนั้นไดเร่ิมทําเปนครั้งแรกโดย 
Kim, Moin, and Moser (1987) ที่ใชวิธีสเปกทรัลทําการจําลองการไหลที่เรียกวาการไหลในชอง
คูขนานที่หยุดนิ่งในสามมิติ ซ่ึงปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่มีลักษณะ Homogeneous อยู 2 
ทิศทางคือในทิศทางการไหล (Streamwise Direction) และในทิศทางขวางการไหล (Spanwise 
Direction) โดยในสองทิศทางนี้จะใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา สวนในทิศทางตั้งฉากกับการไหล 
(Normal Direction) นั้นเปนผนังซึ่งมีลักษณะเปน Non-Homogeneous นั่นเอง จุดประสงคของการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับปญหานี้ทําเพื่อศึกษาถึงลักษณะทางฟสิกสของความปนปวน
บริเวณใกลผนัง ซ่ึงในการคํานวณไดใชจํานวนจุดทั้งหมดเทากับ 192x129x160 ในทิศทาง x, y, z 
ตามลําดับ และคาเลขเรยโนลดเทากับ 3300 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วที่จุดกึ่งกลาง
ทอและความสูงครึ่งหนึ่งของทอ หรือคาเลขเรยโนลดเทากับ 180 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจาก
ความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงครึ่งหนึ่งของทอ 



 15 

  หลังจากนั้นการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไดถูกนําไปใชงานกับปญหาการไหลแบบอื่น ๆ 
อีกมากมายไมวาจะเปนการไหลชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ (Spalart, 1988), การไหลที่มีการถายเทความ
รอน (Kasagi, Tomiya, and Kuroda, 1992) รวมไปถึงไดพัฒนาเทคนิคที่นํามาใชกับการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงเพื่อใหสามารถจําลองการไหลที่เปน Non-Homogeneous ทั้ง 3 ทิศทางได ยกตัวอยาง
เชน ปญหาการไหลผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลัง (Le, Moin, and Kim, 1997) เปนตน และได
พัฒนาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่สามารถนําไปใชกับระบบกริดไรโครงสราง (Unstructured Grid) 
เพื่อใหสามารถจําลองการไหลสําหรับปญหาที่มีรูปทรงซับซอนได เชน ปญหาการไหลผานผนังลูก
ระนาด (Cherukat, Na, Hanratty, and McLaughlin, 1998) เปนตน อยางไรก็ตามถึงแมวาสามารถนํา
การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับปญหาที่มีรูปรางซับซอนได แตขอจํากัดเกี่ยวกับคาเลขเรย
โนลดนั้นยังมีอยูเนื่องจากคอมพิวเตอรในปจจุปนนั้นยังไมมีประสิทธิภาพมากพอ 
  สําหรับการนําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมนั้น Gavrilakis 
(1992) ไดทําการจําลองการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัสเปนครั้งแรก โดยใช
ระเบียบวิธีผลตางสืบเนื่องที่มีความผิดพลาดอันดับสอง ซ่ึงในการคํานวณไดใชจํานวนจุดทั้งหมด
เทากับ 1000x127x127 ในทิศทาง x, y, z ตามลําดับ และคาเลขเรยโนลดเทากับ 4410 เมื่อคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยและความสูงของทอ หรือคาเลขเรยโนลดเทากับ 300 เมื่อคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงของทอ โดย Gavrilakis ไดตรวจสอบความ
ถูกตองของผลลัพธที่ไดกับผลการทดลองในทอหนาตัดสี่เหล่ียม และผลการคํานวณเชิงตัวเลขใน
ชองคูขนานของ Kim, Moin, and Moser (1987) ซึ่งผลลัพธที่ไดนั้นมีความสอดคลองกันเปนอยางดี 
จากนั้น Huser and Biringen (1993) ไดใชวิธีผลตางสืบเนื่องแบบตรงกลางที่มีความผิดพลาดอันดับ
ส่ีเพื่อทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส ที่มี
คาเลขเรยโนลดเทากับ 600 เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงของ
ทอ และใชจํานวนจุดทั้งหมดเทากับ 96x100x100 โดยวัตถุประสงคของการจําลองเชิงตัวเลข
โดยตรงของ Huser and Biringen คือเพื่อศึกษาลักษณะทางฟสิกสของความปนปวนบริเวณมุมผนัง 
และศึกษาที่มาของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลเนื่องจาก Gavrilakis ไมไดอธิบายไว 
  อยางไรก็ตามจากการสืบคนขอมูลงานวิจัยที่ผานมาพบวายังไมมีการการนําการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงเปนงานวิจัยแรกที่นําการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงไปใชกับทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวน
ลักษณะ 



บทที่ 3 
ระเบียบวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 

 
 วิธีโครงผลึกโบลตซมันนเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่คอนขางใหมสําหรับพลศาสตรของ
ไหลเชิงคํานวณ และเริ่มไดรับความนิยมในการจําลองพฤติกรรมการไหลในปญหาการไหลแบบ
ตาง ๆ ที่มีความซับซอน หลักการของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนนั้นอางอิงมาจากทฤษฎีจลนศาสตร 
(Kinetic Theory) แล ะสมก า ร โบลต ซมั นน  (Boltzmann Equation) แล ะ เ นื่ อ ง จ า กสมก า ร         
โบลตซมันนนั้นสามารถอธิบายพฤติกรรมการไหลในระดับไมโคร  จึงทําใหวิ ธีโครงผลึก      
โบลตซมันนสามารถจําลองพฤติกรรมการไหลไดทั้งในระดับไมโครและในระดับแมคโคร และวิธี
โครงผลึกโบลตซมันนมีจุดเดนตรงที่ขั้นตอนในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรไมซับซอนมาก
นัก รวมไปถึงสามารถพัฒนาเพื่อทําการคํานวณแบบขนานไดคอนขางงาย 
 เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงที่มาและหลักการของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในหัวขอ 3.1, หัวขอ 
3.2 และ  3.3 นั้นกลาวถึงแบบจําลองการชนสําหรับ  Collision Operator ในสมการโครงผลึก  
โบลตซมันน, หัวขอ 3.4 กลาวถึงหนวยที่ใชในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน, หัวขอ 3.5 กลาวถึงการ
กําหนดเงื่อนไขขอบเขตสําหรับวิธีโครงผลึกโบลตซมันน และในหัวขอ 3.6 กลาวถึงการนําวิธีโครง
ผลึกโบลตซมันนไปจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน 
 

3.1 ท่ีมาของวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  วิ ธีโครงผลึกโบลตซมันน  (Lattice Boltzmann Method, LBM) ได ถูกพัฒนามาจากวิ ธี 
Lattice Gas Cellular Automata (LGCA) ซ่ึง Frisch, Hasslacher, and Pomeau (1986) ไดนําเสนอขึ้น
เพื ่อจําลองการไหลในสองมิติ โดยมีแนวคิดมาจากการเคลื่อนที่ (Streaming) และการชนกัน 
(Collision) ของอนุภาค (Particle) ตามหลักการของกฎอนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม 
และไดกําหนดใหรูปทรงของโครงผลึกเปนแบบหกเหลี่ยมที่มีลักษณะสมมาตร (Hexagonal Lattice) 
โดยที่ แตละโนดของโครงผลึกนั้นมีอนุภาคอยูหกตั ว  ซ่ึ ง เ ราจะ เรี ยกแบบจํ าลองนี้ ว า 
“แบบจําลอง FHP” 
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  สําหรับวิธี LGCA นี้จะทําการกําหนดเซตของตัวแปรแบบ Boolean ไวที่แตละโนด เรียกวา 
Occupation Numbers ( , 1,...,6in i = ) เพื่อที่จะบอกวา ณ เวลาใด ๆ อนุภาคแตละตัวอยูที่โนดนั้น
หรือไม ซ่ึง 0in =  เมื่อไมมีอนุภาค i  อยูที่โนดนั้น และ 1in =  เมื่อมีอนุภาค  i  อยูที่โนดนั้น 
สําหรับขั้นตอนการคํานวณในวิธีนี้จะแบงออกเปน 2 สวนใหญ ๆ ดังนี้ 
  Streaming Step: อนุภาคแตละตัวจะเคลื่อนที่ไปยังโนดขางเคียง โดยอนุภาคแตละตัวนั้น
จะเคลื ่อนที ่ไปตามทิศทางของความเร ็วของอนุภาคแตละตัว  (Discrete Particle Velocities, 

, 1,...,6ie i = ) 
  Collision Step: เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่มาชนกันจะทําใหเกิดการเปลี่ยนแปลงขนาดและทิศทาง
ของความเร็ว ซ่ึงจะตองเปนไปตามกฎของการชนกันตามแบบจําลองการชนที่ใชในวิธี LGCA 
  จากขั้นตอนการคํานวณทั้งสองของวิธี LGCA สามารถที่จะเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), ,i i i in x e t t t n x t n+ Δ + Δ = +Ω  (3-1) 

 
เมื่อ iΩ  คือ Collision Operator, tΔ  คือเวลาที่เพิ่มขึ้นในแตละรอบการคํานวณ และ n  คือเซตของ 
Occupation Numbers 
 

 
 

รูปที่ 3.1 แสดงแบบจําลอง FHP LGCA 
 

  LGCA มีขอดีคือการคํานวณในแตละรอบนั้นจะไมมีขอผิดพลาดอันเนื่องมาจากตัวเลขหลัง
จุดทศนิยมเลย (Round-off Error) เนื่องจาก Occupation Numbers นั้นมีคาเปน 0 หรือ 1 เทานั้น แตมี
ขอเสียบางประการเชน (1) เกิด Statistical Noise ซ่ึงถูกพบโดย Orszag and Yakhot (1986) และได
ม ีก ารแสดงให เห ็นอย า งช ัด เ จนด วยผลการคํ านวณ เช ิงต ัว เ ลขโดย  Succi, Santangelo, 
and Benzi (1988), (2) ไม สามารถจําลองการไหลที ่ค า เลขเรย โนลด ส ูงได , (3) d’Humières,  
Lallemand, and Frisch (1986) พบวามีขอจํากัดเกี่ยวกับการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรเพื่อจาํลอง
การไหลในสามมิติเนื ่องจากจํานวนขอมูลที่ถูกเก็บใน Collision Operator มีขนาดใหญเกินไป  
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จากขอเสียที่กลาวมาจึงทําใหวิธีนี้ไมเปนที่นิยมเทาใดนัก เนื่องจากการไหลที่เกิดขึ้นจริงนั้นสวน
ใหญเปนการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงและเปนการไหลในลักษณะสามมิติ 
  หลังจากที่ขอเสียของวิธี LGCA เกี่ยวกับ Statistical Noise ถูกคนพบไดไมนานวิธี LBM จึง
ได ถู กคิ ดค นขึ้ น เพื่ อ แก ไขป ญหาของข อ เสี ยนี้ โ ดย  McNamara and Zanetti (1988) ซ่ึ ง ได                    
ทํ าการ เปลี่ ยนตั วแปรจาก  Occupation Numbers ( in ) ซ่ึ ง เปนค าที่ สมมุ ติ ขึ้ น เปนค า  Single-
Particle Probability Distribution Function ( if ) ซ่ึงเปนคาที่บอกถึงความนาจะเปนของตําแหนง
อนุภาคแตละตัวหลังจากการชนกันของอนุภาคโดยนําคานี้มาจากตัวแปรที่ใชในสมการโบลตซมันน
สวนแบบจําลองการชนที่ใชกับ Collision Operator นั้นยังใชแบบจําลองการชนลักษณะเดียวกับ
วิ ธี  LGCA เราเรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันน  (Lattice Boltzmann Equation, LBE) แบบนี้
วา Nonlinear LBE ซ่ึงสามารถเขยีนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), ,i i i if x e t t t f x t f+ Δ + Δ = +Ω  (3-2) 

 
เมื่อ f  คือเซตของคา Distribution Function อยางไรก็ตาม Nonlinear LBE ยังมีขอเสียตรงที่ยังไม
สามารถนําไปใชงานในสามมิติและไมสามารถจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได 
  Higuera and Jimenez (1989) ไดคนพบวิ ธีที่จะลดจํานวนขอมูลที่ ถูกเก็บใน  Collision 
Operator ดวยสมมุติฐานที่ว าค า  Distribution Function ( if ) อยู ในสภาวะใกล เคียงกับ  Local 
Equilibrium ดังนั้นจึงไดสมการโครงผลึกโบลตซมันน ที่มีแบบจําลองการชนสําหรับ Collision 
Operator ใหมดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( ), , , ,eq

i i i ij i if x e t t t f x t A f x t f x t⎡ ⎤+ Δ + Δ = + −⎣ ⎦  (3-3) 

 
เมื่อ eq

if  คือคา Equilibrium Distribution Function และ ijA  คือ Scattering Matrix ซ่ึงคา Scattering 
Matrix นี้สามารถหาไดจากคา Transition Matrix โดยที่คา Transition Matrix นั้นสามารถหาไดจาก
กฎการชนกันในวิธี LGCA และเรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่มีแบบจําลองการชนใน
ลักษณะนี้วา Quasi-Linear LBE ซ่ึงจากการที่จํานวนตัวแปรใน Collision Operator มีขนาดลดลงจึง
ทําใหสามารถนําวิธีนี้ไปใชงานในการจําลองการไหลในสามมิติได 
  จากการที่คา Scattering Matrix และคา Transition Matrix มีความสมัพันธกันในลักษณะของ
ฟงกชันหนึ่งตอหนึ่ง จึงทําให Quasi-Linear LBE มีขอจํากัดเหมือนกับวิธี LGCA ตรงที่ไมสามารถ
จําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได ดังนั้น Higuera, Succi, and Benzi (1989) จึงไดเปลี่ยน
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วิ ธีการหาค า  Scattering Matrix ใหม  โดยใช วิ ธีที่ เ รี ยกว า  Spectral Decomposition และจาก 
Scattering Matrix ที่ไดใหมนี้จึงทําใหวิธี LBM สามารถจําลองการไหลที่มีคาเลขเรยโนลดสูงได เรา
เรียกสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่หาคา Scattering Matrix โดยวิธีนี้วา Enhanced Collision LBE 
  แบบจําลองการชนสําหรับ Collision Operator ใน LBM ที่นิยมใชในปจจุบันมีสองแบบคือ 
แบบจําลองที่เรียกวาแบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time (SRT) และแบบจําลองการชน 
Multiple-Relaxation-Time (MRT) สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชนทั้งสองนั้นจะถูก
นําเสนอในหัวขอถัดไป 
 

3.2 แบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time 

  แบบจําลองการชน Single-Relaxation-Time (SRT) ที่ใชใน LBM คือแบบจําลองการชนที่
ช่ือวาแบบจําลองการชน Lattice BGK ซ่ึงถูกคิดขึ้นมาเพื่อลดความยุงยากในการหาคา Scattering 
Matrix โดยมีกลุมวิจัยสองกลุมคือกลุมของ  S. Chen, H. Chen, Martinez, and Matthaeus (1991) 
และกลุมของ Qian, d’Humières, and Lallemand (1992) ที่ไดนําเสนอแนวคิดที่วา “เนื่องจากคา
ความหนืดของของไหลใน Enhanced Collision LBE นั้นขึ้นอยูกับคา Eigen Value ที่ไมเปนศูนย
ของ Scattering Matrix เพียงอยางเดียว” ดังนั้นจึงไดทําการเปลี่ยนรูปของ Scattering Matrix ใหอยู
ในรูปของ Diagonal Matrix ดังนี้ ij ijA ωδ→ −  เมื่อ ω  คือคาที่เรียกวา Inverse Relaxation Time to 
Local Equilibrium และเปนคาคงที่ที่มีคาเทากันทุกตัวตลอดการคํานวณ จึงทําให Scattering Matrix 
เหลือเพียงแคตัวเดียว ซ่ึงสามารถเขียนสมการโครงผลึกโบลตซมันนไดดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0,..., 1eq

i i i i if x e t t t f x t f x t f x t i m
τ
⎡ ⎤+ Δ + Δ = − − = −⎣ ⎦  (3-4) 

 
เมื ่อ τ  คือ Relaxation Time ซึ่งมีคาเทากับ 1 ω  และ m  คือจํานวนทิศทางความเร็วที ่อนุภาค
เคลื ่อนที ่ในแตละโนด  เราเรียก LBE ตามสมการที ่ (3-4) นี ้ว า Lattice BGK LBE หรือสมการ 
LBGK LBE ตามชื่อแบบจําลองการชน BGK ที่ Bhatnagar, Gross, and Krook (1954) ไดนําเสนอ
เพื ่อใชกับ Collision Operator ในสมการโบลตซมันน ซึ ่งสมการโครงผลึกโบลตซมันนที ่ใช
แบบจําลองการชน Lattice BGK สําหรับ Collision Operator เปนรูปสมการที่นิยมใชมากที่สุด
สําหรับวิธี LBM เนื ่องจากรูปสมการนั้นอยูในรูปสมการพีชคณิตจึงทําใหการเขียนโปรแกรม
คอมพิวเตอรทําไดงาย 
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  ขั้นตอนการคํานวณของ Lattice BGK LBE สามารถแบงไดเปน 2 สวนใหญ ๆ เหมือนกับ
วิธี LGCA คือ Streaming Step และ Collision Step ซ่ึงสามารถเขียนเปนสมการไดดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eq

i i i if x t t f x t f x t f x t
τ
⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦   (3-5a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (3-5b) 

 
เมื่อ if  คือคา Distribution Function หลังจาก Collision Step  
  Qian, d’Humières, and Lallemand (1992) ไดทําการแบงประเภทแบบจําลองความเร็วของ
อนุภาคที่ใชกับวิธี LBM โดยใชสัญลักษณ DnQm เมื่อ n คือจํานวนมิติที่ตองการใชในการจําลอง
การไหล และ m คือจํานวนทิศทางของความเร็วที่อนุภาคเคลื่อนที่ในแตละโนด ซ่ึงแบบจําลอง
ความเร็วของอนุภาคที่นิยมใชในการจําลองการไหลใน 2 มิติ จะเปนแบบจําลองความเร็วที่เรียกวา 
D2Q9 สวนแบบจําลองความเร็วของอนุภาคที่นิยมใชในการจําลองการไหลใน 3 มิติ จะเปน
แบบจําลองความเร็วที่เรียกวา D3Q15, D3Q19 หรือ D3Q27 ซ่ึงแบบจําลองความเร็วที่กลาวมา
ทั้งหมดนี้มี รูปทรงของโครงผลึกเปนสี่ เหล่ียมจัตุ รัสทั้งสิ้น  และสามารถหาคา  Equilibrium 
Distribution Function ไดจาก 

 
  ( )2

2 4 2

3 9 31
2 2

eq
i i i if w e u e u u u

c c c
ρ ⎡ ⎤= + ⋅ + ⋅ − ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦

 (3-6) 

 
เมื่อ c x t= Δ Δ  โดยทั่วไปแลวการคํานวณใน LBM จะนิยมกําหนดให 1x tΔ = Δ = , u  คือความเร็ว
ลัพธของแตละโนดและอยูในรูปของ  Lattice Unit, ρ  คือความหนาแนนและอยูในรูปของ 
Lattice Unit โดยสวนใหญแลวการกําหนดคาความหนาแนนเริ่มตนเพื่อคํานวณใน  LBM จะ
กําหนดใหมีคาเทากับ 1 เพื่อความสะดวกในการเปลี่ยนหนวยไปมาระหวาง Lattice Unit กับ 
Physical Unit สวน iw  คือคา Weighting Factor ซ่ึงจะมีคาแตกตางกันขึ้นอยูกับแบบจําลองความเร็ว
ของอนุภาคที่ใช 
  งานวิจัยนี้เลือกแบบจําลองความเร็ว D2Q9 มาใชในการจําลองการไหลในสองมิติและ
แบบจําลองความเร็ว D3Q19 มาใชในการจําลองการไหลในสามมิติ สําหรับกรณีแบบจําลอง
ความเร็ว D2Q9 คา Discrete Particle Velocities และคา Weighting Factor มีคาดังนี้ 
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  0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1ie c

− − −⎡ ⎤
= ⎢ ⎥− − −⎣ ⎦

  (3-7) 

 

  
4 9, 0,
1 9, 1, 2, 3, 4
1 36, 5, 6, 7, 8

i

i
w i

i

=⎧
⎪= =⎨
⎪ =⎩

 (3-8) 

 
สวนในกรณีแบบจําลองความเร็ว D3Q19 จะมีคา Discrete Particle Velocities และคา Weighting 
Factor ดังนี้  

 

  
(0,0) 0
( 1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) 1 6
( 1, 1, 0), ( 1, 0, 1), (0, 1, 1) 7 18

i

i
e c c c i

c c c i

=⎧
⎪= ± ± ± = −⎨
⎪ ± ± ± ± ± ± = −⎩

 (3-9) 

 

  
1 3, 0,
1 18, 1, 2, 3, 4, 5, 6
1 36, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18

i

i
w i

i

=⎧
⎪= =⎨
⎪ =⎩

 (3-10) 

 

0e
1e

2e

3e

4e

5e6e

7e 8e  
 

รูปที่ 3.2 แสดงโครงผลึกของแบบจําลองความเร็ว D2Q9 LBM 
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xy

z

 
 

รูปที่ 3.3 แสดงโครงผลึกของแบบจําลองความเร็ว D3Q19 LBM 
 

  สําหรับความหนาแนนและโมเมนตัมที่อยูในรูปของ Lattice Unit นั้นสามารถหาไดจากกฎ
อนุรักษมวลและกฎอนุรักษโมเมนตัม ดังนี้ 

 
  

1

0

m

i
i
fρ

−

=

=∑   (3-11) 

 
  

1

0

m

i i
i

u e fρ
−

=

=∑   (3-12) 

 
ความเร็วเสียง ( sc ) ในแบบจําลอง D2Q9 และ D3Q19 มีคาเทากับ 3c  และจาก Equation of State 
ของแกสในอุดมคติ เราสามารถหาความดันซึ่งอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  2

sP cρ=   (3-13) 

 
และเราสามารถหาคาความหนืดจลศาสตรซ่ึงอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  21

2 sc tν τ⎛ ⎞= − Δ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (3-14) 
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  He and Luo (1997) ไดทําการพิสูจนวาสมการโครงผลึกโบลตซมันนที่ใชแบบจําลองการ
ชน Lattice BGK เปนรูปพีชคณิตของสมการโบลตซมันนที่ใชแบบจําลองการชน BGK เพื่อเพิ่ม
ความเขาใจเกี่ยวกับ LBM ในการนํา LBM ไปใชงานในการไหลที่มีอุณหภูมิเขามาเกี่ยวของและเพื่อ
พัฒนา LBM ไปใชงานกับระบบกริดที่ไมสม่ําเสมอได 
  อยางไรก็ตามแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK นั้นมีขอบกพรองเกี่ยวกับความมี
เสถียรภาพในการคํานวณสําหรับปญหาการไหลในบางกรณี ซ่ึงโดยทั่วไปสามารถเพิ่มความมี
เสถียรภาพในการคํานวณสําหรับ LBM ดวยการเพิ่มจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณแตจะสงผลให
ระยะเวลาที่ใชในการคํานวณเพิ่มตามไปดวย ดังนั้นจึงไดใชแบบจําลองการชน MRT มาใชสําหรับ
ปญหาการไหลในบางกรณี สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT นั้นจะนําเสนอใน
หัวขอถัดไป 
 

3.3 แบบจําลองการชน Multiple-Relaxation-Time 
  แบบจําลองการชน Multiple-Relaxation-Time (MRT) นั้นไดถูกนําเสนอเปนครั้งแรกใน
ชวงเวลาไลเลี่ยกับแบบจําลองการชน SRT โดย d’Humières (1992) ในชื่อสมการที่เรียกวา “รูป
ทั ่วไปของสมการโครงผลึกโบลตซมันน (Generalized LBE)” แตไมเปนที ่นิยมใชเทาใดนัก 
จนกระทั ่ง Lallemand and Luo (2000) ไดทําการวิเคราะห Generalized LBE และพบวาการใช
แบบจําลองการชนตามสมการนี้มีเสถียรภาพในการคํานวณมากกวาการใชแบบจําลองการชน 
SRT Lattice BGK   
  หลักการของแบบจําลองการชน MRT จะคลายกับแบบจําลองการชน SRT Lattice LBGK 
แตตางกันตรงที่แบบจําลองการชน  MRT นั้นจะพิจารณาการชนกันบน  Moment Space แต
แบบจําลองการชน SRT Lattice LBGK นั้นจะพิจารณาการชนกันบน Velocity Space ซ่ึงสมการ
โครงผลึกโบลตซมันนที่มีแบบจําลองการชน MRT เปนดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , 0,..., 1eq

if x e t t t f x t r x t r x t i m− ⎡ ⎤+ Δ + Δ = − − = −⎣ ⎦M S  (3-15) 

 
เมื่อ M  คือ Transformation Matrix ซ่ึงมีขนาดเทากับ m m× , S  คือ Diagonal Relaxation Matrix 
ซ่ึงมีขนาดเทากับ m m× , สัญลักษณ  ใชแทนเมตริกซที่มีขนาด 1m×  ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,i i m if x e t t t f x e t t t f x e t t t−⎡ ⎤+ Δ + Δ = + Δ + Δ + Δ + Δ⎣ ⎦

T , (3-16a) 
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  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,mf x t f x t f x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦

T , (3-16b) 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,mr x t r x t r x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦

T , (3-16c) 

 
  ( ) ( ) ( )0 1, , ,..., ,eq eq eq

mr x t r x t r x t−⎡ ⎤= ⎣ ⎦
T  (3-16d) 

 
โดย ir  และ eq

ir  คือเซตของตัวแปรที่อยูใน Moment Space 
  สําหรับขั้นตอนการคํานวณของแบบจําลองการชน MRT นั้นเหมือนกับขั้นตอนการคํานวณ
ของแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK ทุกประการ ซ่ึงสามารถแบงไดเปน Collision Step และ 
Streaming Step ดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eqf x t t f x t r x t r x t− ⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦M S   (3-17a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (3-17b) 

 
  ในสวนของความหนาแนน, โมเมนตัม และความดันนั้นสามารถหาไดตามสมการที่ (3-11), 
(3-12) และ (3-13) ตามลําดับ 
  จะเห็นไดวาสมการของแบบจําลองการชน MRT นั้นมีความยุงยากมากกวาสมการของ
แบบจํ าลองการชน  SRT Lattice BGK และ เมื่ อ ใช แบบจํ าลองการชน  MRT จะส งผลให
หนวยความจําของเครื่องคอมพิวเตอรที่ใชมีมากขึ้น ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงเลือกใชแบบจําลองการชน 
MRT เฉพาะในกรณีที่กําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกเทานั้น โดยปญหาการไหล
ที่ใชแบบจําลองการชน MRT คือปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบ
พิกัดฉากสองมิติ, ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉาก
สองมิติ และปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบ
พิกัดฉากสองมิติ 
  เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT ไดนํามาใชเฉพาะการไหลในสองมิติเทานั้น ดังนั้นใน
หัวขอนี้จะกลาวเฉพาะรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT ที่ใชกับแบบจําลองความเร็ว D2Q9 
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เทานั้น สําหรับรายละเอียดของแบบจําลองการชน MRT สําหรับการไหลในสามมิติสามารถดูได
จากบทความของ d’Humières, Ginzburg, Krafczyk, Lallemand, and Luo (2002) 
  สําหรับกรณีของแบบจําลองความเร็ว D2Q9 นั้น Transformation Matrix มีคาดังนี้ 

 

  

1 1 1 1 1 1 1 1 1
4 1 1 1 1 2 2 2 2
4 2 2 2 2 1 1 1 1
0 1 0 1 0 1 1 1 1
0 2 0 2 0 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1 1 1
0 0 2 0 2 1 1 1 1
0 1 1 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 1 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥− − − − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − − −
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥= − − −
⎢ ⎥

− − −⎢ ⎥
⎢ ⎥− − −⎢ ⎥

− −⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

M  (3-18) 

 
ในสวนของ Diagonal Relaxation Matrix มีคาดังนี้ 

 
  ( )1 2 3 4 5 6 7 8 9, , , , , , , ,diag s s s s s s s s s≡S  (3-19) 

 
เมื่อ s1 - s9 คือ Relaxation Time และสามารถปรับคาของแตละตัวไดเพื่อเพิ่มเสถียรภาพระหวางการ
คํานวณสําหรับ LBM โดย Lallemand and Luo (2000) ไดแสดงใหเห็นวาแบบจําลองการชน MRT 
และแบบจําลองการชน SRT จะมีความหนืดจลศาสตรเทากันเมื่อกําหนดให 

 
  8 9

1s s
τ

= =   (3-20) 

 
ดังนั ้นจึงไมจําเปนตองหาความสัมพันธระหวางความหนืดและ  Relaxation Time ใหม โดย
สามารถคํานวณหาความหนืดเมื ่อใชแบบจําลองการชน MRT ไดตามสมการ (3-14) และเมื ่อ
กําหนดให Relaxation Time ทุกต ัวม ีค า เท าก ับ  1 τ  แบบจําลองการชน  MRT จะกลายเป น
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK 
  โมเมนตสําหรับแบบจําลองความเร็ว D2Q9 ซึ่งมีทั้งหมด 9 ตัวมีคาดังตอไปนี้ 0r ρ=  คือ
ความหนาแนน (Density), 1r e=  คือพลังงาน (Energy), 2r ε=  คือกําลังสองของพลังงาน (Energy 
Square), 3 xr j=  คือโมเมนตัมในแนวแกน x (x-Momentum), 4 xr q=  คือฟลักซของพลังงานใน
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แนวแกน x (x-Energy Flux), 5 yr j=  คือโมเมนตัมในแนวแกน y (y-Momentum), 6 yr q=  คือ 
ฟลักซของพลังงานในแนวแกน y (y-Energy Flux), 7 xxr p=  คือ Stress Tensor ในแนวเสนทแยง
มุม (Diagonal Component of Stress Tensor), 8 xyr p=  คือ Stress Tensor นอกแนวเสนทแยงมุม 
(Off-Diagonal Component of Stress Tensor) โดยสามารถหาโมเมนตเหลานี้ไดจากการเปลี่ยนรูป 
Distribution Function บน Velocity Space โดยใช Transformation Matrix  

 
  ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , ,r x t f x t f x t r x t−= × = ×M M  (3-21) 

 
สําหรับคาของโมเมนตที่อยูในสภาพสมดุล (Equilibrium Moment) มีดังนี้ 

 
  0

eqr ρ=   (3-22a) 

 
  ( )2 2

1 2 3eq
x yr j jρ= − + +  (3-22b) 

 
  ( )2 2

2 3eq
x yr j jρ= − +  (3-22c) 

 
  3

eq
x xr j uρ= =   (3-22d) 

 
  4

eq
xr j= −   (3-22e) 

 
  5

eq
y yr j uρ= =   (3-22f) 

 
  6

eq
yr j= −   (3-22g) 

 
  2 2

7
eq

x yr j j= −   (3-22h) 

 
  8

eq
x yr j j=   (3-22i) 
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  เนื่องจาก Transformation Matrix และ Diagonal Relaxation Matrix เปนคาคงที่ตลอดการ
คํานวณ ดังนั้นควรหาคาของเมตริกซ 1−M S  กอนที่จะเขาสูลูปหลักของการคํานวณ และสามารถ
เปลี ่ยนร ูปสมการ  (3-17) จากสมการที ่อยู ในร ูปเมตร ิกซเป นสมการพีชคณิตได  ดังแสดง
รายละเอียดไวในภาคผนวก ก. เพื่อลดเวลาในการคํานวณสําหรับแบบจําลองการชน MRT 
  สําหรับหนวยในวิธีโครงผลึกโบลตซมันนและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนั้น แบบจําลอง
การชน SRT Lattice BGK และแบบจําลองการชน MRT จะมีขั้นตอนในการเปลี่ยนหนวยจาก 
Physical Unit มาเปน Lattice Unit และการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตผานคา Distribution Function 
เหมือนกันทุกประการ เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT นั้นจะพิจารณาเฉพาะการชนกันบน 
Moment Space เทานั้น  สวนขั้นตอนอื่น  ๆ  ในการคํานวณไมวาจะเปน  Streaming Step, การ
คํานวณหาความหนาแนน โมเมนตัม และความดัน รวมไปถึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตนั้นจะ
กระทําบน Velocity Space ทั้งหมด 
  สําหรับขั้นตอนการคํานวณของ  LBM ทั้งแบบจําลองการชน  SRT Lattice BGK และ
แบบจําลองการชน MRT นั้นสามารถเขียนเปน Flow Chart ไดดังที่แสดงในรูปที่ 3.4 
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Yes 

No 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 3.4 ขั้นตอนการคํานวณของ LBM 
 
 

Initial Condition, Set , uρ  

Collision Step:  

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eq
i i i if x t t f x t f x t f x t

τ
⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦ , Lattice BGK LBE 

or 

( ) ( ) ( ) ( )1, , , ,eqf x t t f x t r x t r x t− ⎡ ⎤+ Δ = − −⎣ ⎦M S , MRT LBE 

Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  

Steady State 
Solution? 

Insert Boundary Conditions 

Find eq
if and Set eq

i if f=  

Find
1

0

m

i
i
fρ

−

=

=∑  and 
1

0

m

i i
i

u e fρ
−

=

=∑  

Find eq
if  

Stop 
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3.4 หนวยในวิธีโครงผลึกโบลตซมันน 
  สําหรับ LBM นั้นคาของตัวแปรตาง ๆ จะถูกทําใหอยูในหนวยที่มีชื่อวา Lattice Unit ทั้ง
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK และแบบจําลองการชน MRT ซึ่ง Lattice Unit ก็คือการทํา
ใหตัวแปรไมมีมิติ (Dimensionless Variable) โดยเทียบกับระยะหางระหวางโนด ( xΔ ), เวลาที่
เพิ ่มขึ ้นในแตละรอบการคํานวณ  ( tΔ ) และมวลของอนุภาค ( mΔ ) สําหรับวิธี LBM นั ้นเรา
สามารถหา xΔ , tΔ  และ mΔ  ไดจาก 

 
  

realLx
N

Δ =  (3-23) 

 
  s

real
s

ct x
c

Δ = Δ  (3-24) 

 
  3realm xρΔ = Δ  (3-25) 

 
และคาตัวแปรตาง ๆ สามารถทําใหอยูในรูปของ Lattice Unit ไดดังนี้ 

 
  

3
real x

m
ρ ρ Δ
=

Δ
 (3-26) 

 
  

2 2
real x tP P

x m
Δ Δ

=
Δ Δ

 (3-27) 

 
  real tu u

x
Δ

=
Δ

 (3-28) 

 
  2

real t
x

ν ν Δ
=

Δ
 (3-29) 

 
เมื่อ L  คือความยาวของโดเมนที่พิจารณา, N  คือจํานวนโครงผลึก (Lattice) ที่ใชในการคํานวณ
สวนตัวแปรที่มีตัวยกคําวา “real” เปนตัวแปรที่อยูในรูปที่มีมิติตามหลักการทางฟสิกส 
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3.5 เงื่อนไขขอบเขต 

  การกําหนดเงื่อนไขที่ขอบสําหรับ LBM ทั้งแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK และ
แบบจําลองการชน MRT นั้นจะกําหนดผานคา Distribution Function ( if ) หลังจาก Collision Step 
หลังจากนั้นจึงคํานวณในสวนของ Streaming Step ตอไป ซ่ึงการเลือกใชเงื่อนไขขอบเขตที่มีคา
ความถูกตองสูงและเหมาะสมกับสภาวะของปญหาการไหลจริงจะทําใหผลการคํานวณที่ไดมีความ
ถูกตองสูง สําหรับประเภทของเงื่อนไขขอบเขตที่ใชในงานวิจัยนี้ประกอบดวย เงื่อนไขขอบเขต
แบบผนังที่ไมมีการเคลื่อนที่ (Stationary Wall Boundary Condition), เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังที่มี
การเคลื่อนที่ (Moving Wall Boundary Condition), เงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก (Inlet 
& Outlet Boundary Conditions) และเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา (Periodic Boundary Condition) 
รายละเอียดของเงื่อนไขขอบเขตแตละแบบมีดังตอไปนี้ 
 
  3.5.1 เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังท่ีไมมีการเคล่ือนท่ี 
   เงื่อนไขขอบเขตแบบนี้เปนการกําหนดใหความเร็วที่ผนังเปนศูนย ใน LBM นั้นเรา
สามารถหาคา if  ที่ออกมาจากผนังไดจากหลักการที่วา เมื่ออนุภาคเคลื่อนที่มาถึงผนัง อนุภาคนั้น
จะสะทอนกลับไปยัง Fluid Node ดวยความเร็วที่มีขนาดเทากันแตมีทิศทางตรงกันขามกับทิศทาง
ของความเร็วที่อนุภาคเคลื่อนที่มายังผนัง ใน LBM เราเรียก Boundary Condition แบบนี้วา Bounce-
Back Boundary Condition ดังแสดงในรูปที่ 3.5 

 
  ˆ ˆ( , ) ( , ),i ii if x t t f x t t e e+ Δ = + Δ = −  (3-30) 

 
อยางไรก็ตาม Bounce-Back Boundary Condition มีขอเสียตรงที่ความถูกตองที่ไดมีคาความถูกตอง
เพียง First-Order Accuracy ดังนั้นจึงไดทําการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตตามวิธีของ Yu, Mei, and 
Shyy (2003) ซ่ึงการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบนี้จะทําใหมีคาความถูกตองมากขึ้นเปน Second-
Order Accuracy หลักการของวิธีนี้จะสมมุติใหมีผนังอยูระหวาง Fluid Node และ Solid Node โดย
ระยะระหวาง Fluid Node และผนังมีคาเทากับ xδ Δ  เมื่อ , 0 1f w f bx x x xδ δ= − − ≤ ≤  ดัง

แสดงในรูปที่ 3.6 ในที่นี้กําหนดให 0.5δ =  ขั้นตอนการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตตามวิธีของ        
Yu et al. (2003) สามารถทําไดดังนี้ 
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หาคา if  ที่เขาสูผนังจาก 

 
  ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i w i f i b i ff x t t f x t t f x t t f x t tδ ⎡ ⎤+ Δ = + Δ + + Δ − + Δ⎣ ⎦  (3-31) 

 
ซ่ึงคา ( , )i bf x t t+ Δ  หาไดจากการประมาณคานอกชวง (Extrapolation) จากนั้นใช Bounce-Back 
Boundary Condition ในการหา if  ที่ออกจากผนังดังนี้ 

 
  ˆ ( , ) ( , )w i wif x t t f x t t+ Δ = + Δ  (3-32) 

 
หลังจาก Streaming Step ทําการหา if  ที่ Fluid Node ดังนี้ 

 
  ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) ( , ) ( , )

1f w ff wi i i if x t t f x t t f x t t f x t tδ
δ
⎡ ⎤+ Δ = + Δ + + Δ − + Δ⎣ ⎦+

 (3-33) 

 
( )if tˆ ( )if t

 
 

รูปที่ 3.5 แสดง Bounce-Back Boundary Condition 
 

1xΔ =

xδΔ

ie

îeîe

 
 

รูปที่ 3.6 แสดงเงื่อนไขขอบเขตของ Yu, Mei, and Shy (2003) 
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  3.5.2 เงื่อนไขขอบเขตแบบผนังท่ีมีการเคล่ือนท่ี 
   Hou, Zou, Chen, Doolen, and Cogley (1995) ไดกํ าหนดใหค า  Distribution Function 
( if ) ที่ผนังที่มีการเคลื่อนที่มีคาเทากับ Equilibrium Distribution Function ( eq

if ) ที่ผนังที่มีการ
เคลื่อนที่เพื่อใชจําลองการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

 
  , ,

eq
i wall i wallf f=  (3-34) 

 
  3.5.3 เงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก 
   เมื่อใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกจะทําใหเสถียรภาพในการคํานวณ
สําหรับ LBM ที่ใชแบบจําลองการชน SRT Lattice BGK ลดลง ดังนั้นจึงไดเปลี่ยนมาใชแบบจําลอง
การชน MRT แตการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตยังคงกําหนดผานคา Distribution Function ( if ) เหมือน
แบบจําลองการชน SRT Lattice BGK โดยการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกจะใช
ในกรณีที่ทราบความเร็วหรือความดัน (หรือความหนาแนน) ที่ทางเขาและทางออก งานวิจัยนี้ได
กําหนดเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกตามวิธีของ Zou and He (1997) สําหรับปญหา
การไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ, ปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติ และปญหาการไหลแบบ
ราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหลในระบบพิกัดฉากสองมิติ ซึ่งทุกปญหา
การไหลเปนการไหลในสองมิติดังนั้นรายละเอียดของเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก
จะแสดงเฉพาะแบบจําลองความเร็ว D2Q9 เทานั้น โดยทั่วไปจะกําหนดความเร็วที่ทางเขาใน
แนวนอน  x inu u=  และความเร ็วที ่ทางเข าในแนวตั ้ง เท าก ับศ ูนย  0yu =  และจากสมการที่           
(3-11) และ (3-12) จะได 

 
  0 1 2 3 4 5 6 7 8f f f f f f f f fρ = + + + + + + + +  (3-35) 

 
  1 5 8 3 6 7x inu u f f f f f f= = + + − − −  (3-36) 

 
  2 5 6 4 7 80yu f f f f f f= = + + − − −  (3-37) 
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หลังจาก Streaming Step แลวเราจะทราบคา 764320 ,,,,, ffffff  ที่ทางเขาและจากสมการ (3-35) 
และ (3-36) เราสามารถหาความหนาแนนที่ทางเขาไดดังนี้ 

 

  ( )0 2 4 3 6 72
1in

in

f f f f f f
u

ρ ρ
⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦= =

−
 (3-38) 

 
และจากแนวคิดเกี่ยวกับ Bounce-Back สําหรับอนุภาคสวนที่เปน Non-Equilibrium จะได 

 
  1 1 3 3

eq eqf f f f− = −  (3-39) 

 
จากสมการ (3-36), (3-37) และ (3-39) สามารถหาคา if  ที่เหลือไดดังนี้ 

 
  1 3

2
3 in xf f uρ= +  (3-40) 

 
  ( )5 7 2 4

1 1
2 6 in xf f f f uρ= − − +  (3-41) 

 
  ( )8 6 2 4

1 1
2 6 in xf f f f uρ= + − +  (3-42) 

 
สําหรับการกําหนดคา if  ที่ทางออกนั้นสามารถทําไดทํานองเดียวกับที่ทางเขา เมื่อทราบคา
ความเร็วที่ทางออกคือ ,x out xu u=  และ ,y out yu u=  ซ่ึงหลังจาก Streaming Step แลวเราจะทราบคา 

0 1 2 4 5 8, , , , ,f f f f f f  ที่ทางออก และสามารถหาความหนาแนนที่ทางออกและคา if  ที่เหลือไดดังนี้ 

 

  ( )0 2 4 1 5 8

,

2
1out

out x

f f f f f f
u

ρ ρ
⎡ ⎤+ + + + +⎣ ⎦= =

−
 (3-43) 

 
  3 1 ,

2
3 out out xf f uρ= −  (3-44) 
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  ( )6 8 2 4 , ,
1 1 1
2 6 2out out x out out yf f f f u uρ ρ= − − − +  (3-45) 

 
  ( )7 5 2 4 , ,

1 1 1
2 6 2out out x out out yf f f f u uρ ρ= + − − −  (3-46) 

 
สําหรับปญหาทางวิศวกรรมในบางครั้งอาจทราบคาความดัน (หรือความหนาแนน) ที่ทางเขาและ
ทางออกแตไมทราบคาความเร็วในแนวนอนซึ่งสามารถทําไดโดยการยายขางสมการที่ (3-38) และ 
(3-43) เพื่อหาคาความเร็วในแนวนอน และทําการหาคา if  จากสมการขางตน หรือในบางกรณี
อาจจะไมทราบคาใดเลยที่ทางออก โดยทั่วไปจะนิยมกําหนดใหขอบเขตดังกลาวไมมีการ
เปลี่ยนแปลงคาความเร็วในทิศทางที่ตั้งฉากกับขอบเขตนั้น (Zero Normal Gradient) สวนคา if  ที่
ทางออกนั้นไดทําการประมาณคานอกชวงกอนแลวจึงหาคาความหนาแนนและคา if  ที่เหลือจาก
สมการที่ (3-43), (3-44), (3-45) และ (3-46) 

 

 
 

รูปที่ 3.7 แสดงเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก 
 

  3.5.4 เงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา 
   ปญหาการไหลบางประเภทนั ้นตองการโดเมนในทิศทางการไหลที ่ยาวมาก 
เนื ่องจากตองการใหของไหลเขาสู สภาวะพัฒนาตัวเต็มที ่ (Fully Developed Flow) ซึ่งการใช
โดเมนที่ยาวมาก ๆ จะสงผลใหจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณเพิ่มตามไปดวย จึงไดใชเงื่อนไข
ขอบเขตแบบวนซ้ําเพื่อลดความยาวของโดเมน ในงานวิจัยนี้ไดใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ํา
สําหรับปญหาการไหลในระบบพิกัดฉากสามมิติทุกปญหาการไหล สําหรับการกําหนดเงื่อนไขแบบ
วนซ้ําใน LBM สามารถทําไดโดยกําหนดใหคา if  ที่จุดสุดทายมีคาเทากับคา if  ที่จุดที่สองของ
โดเมน และคา if  ที่จุดแรกมีคาเทากับคา if  ที่จุดตอรองสุดทายของโดเมน 
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3.6 การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนดวยวิธีโครง 
ผลึกโบลตซมันน 

  Chen, Wang, Shan, and Doolen (1992) ไดตรวจสอบความสามารถของ LBM สําหรับการ
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวน โดยนํา LBM ไปใชกับปญหาการไหลที่
เ รี ยกว า  Homogeneous Isotropic Turbulence (HIT) ซ่ึ ง เปนปญหาการไหลที่นิ ยมใช ในการ
ตรวจสอบวาระเบียบวิธีเชิงตัวเลขวิธีใดสามารถจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนได โดยไดตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาก LBM กับวิธีที่นิยมใชในการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงที่ ช่ือวาวิธีสเปกทรัล (Spectral Method) โดยผลลัพธที่ไดจาก LBM และวิธี 
สเปกทรัลนั้นสอดคลองกันเปนอยางดี จึงสามารถเชื่อไดวา LBM สามารถจําลองการไหลเชิงตัวเลข
โดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนได 
  Eggels (1996) ไดนํา LBM มาจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในชอง
คูขนานที่หยุดนิ่งในสามมิติ ซ่ึงเปนปญหาการไหลที่นิยมใชเนื่องจากรูปทรงของปญหานี้ไม
ซับซอนมากนัก ปญหาการไหลลักษณะนี้จะมีทิศทาง Homogeneous อยู 2 ทิศทางคือในทิศทางการ
ไหล (Streamwise Direction) และในทิศทางขวางการไหล (Spanwise Direction) สวนในทิศทางตั้ง
ฉากกับการไหล  (Normal Direction) นั้นจะมีลักษณะเปน  Non-Homogeneous โดย  Eggels ได
ตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจาก LBM กับผลที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
ของ Kim, Moin, and Moser (1987) ที่ใชวิธิสเปกทรัล ซ่ึงผลลัพธที่ไดนั้นสอดคลองกันเปนอยางดี 
  อยางไรก็ตามจากงานวิจัยที่ผานมา LBM ไดถูกนําไปใชจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับ
การไหลแบบปนปวนเฉพาะปญหาการไหล HIT (H. Yu, Girimaji, and Luo, 2005; Lee, D. Yu, 
and Girimaji, 2006; D. Yu, and Girimaji, 2006; Djenidi, 2006) และปญห าก า ร ไหล ในช อ ง คู           
ขนานที่หยุดนิ่งเทานั้น  (Amati, Succi, and Piva, 1997; Toschi, Amati, Succi, Benzi, and Piva, 
1999; Lammers, Beronov, Volkert, Brenner, and Durst, 2006) ซ่ึงปญหาการไหลทั้งสองปญหา
นั้นยังไมใชปญหาการไหลที่เกิดขึ้นจริง ดังนั้นงานวิจัยนี้จึงไดนํา LBM ไปจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
สําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียม ซ่ึงเปนปญหาการไหลที่พบไดจริงและมีความ
ซับซอนมากกวาปญหาการไหลขางตนเนื่องจากปญหาการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมนั้นมีทิศทาง 
Homogeneous อยูเพียงดานเดียวเทานั้น และยังมีโครงสรางความปนปวน (Turbulence Structure) 
บางตัวที่ซับซอนกวา 
  เนื่องจากพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนนั้นมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา ดังนัน้หลักการ
ของการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนคือทําการหาคาความเร็วของของไหลที่
เกิดขึ้นจริง หรือก็คือความเร็ว ณ เวลาใด ๆ ในชวงเวลาหนึ่งเพื่อนํามาหาคาความเร็วเฉลี่ยโดยไมมีการ
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ใชแบบจําลองความปนปวนใด ๆ เขามาชวย และจากการที่ LBM เปนวิธีเชิงตัวเลขที่ใชจําลองการ
ไหลที่มีการเปลี่ยนแปลงเทียบกับเวลาอยูแลว และเมื่อคาเลขเรยโนลดสูงพอที่การไหลเปนการ
ไหลแบบปนปวน คาความเร็วที่ไดจาก LBM จะมีการเปลี่ยนแปลงตลอดเวลา ดังนั้นจึงสามารถ
นํา LBM ไปใชจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนไดเลย 
  เนื่องจากการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําตามทิศทางการไหล (Streamwise Direction) นั้น
จะทําใหความดันมีคาเทากันตลอดตามแนวการไหล  จึงจําเปนตองให Forcing Term ที่มีคา
เทากับ Pressure Gradient เพื่อทําใหมีการไหลเกิดขึ้น จากนั้นจึงทําการแปลง Pressure Gradient ให
อยูในรูปของคา Distribution Function ตามวิธีของ Lou (2000) ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) 2, , 3 i

i i i
e Gf x t t f x t t w t
c
⋅

+ Δ = + Δ + Δ  (3-47) 

 

เมื่อ dpG
dx

= −  หรือ Pressure Gradient นั่นเอง  

  เพื่อทําใหการไหลใน LBM เปลี่ยนไปเปนการไหลแบบปนปวนไดเร็วขึ้น จึงไดทําการ
รบกวนคา  Distribution Function ในชวงเริ ่มตนของการคํานวณโดยทําหลังจากใส Forcing 
Term ดังนี้ 

 
  ( ) ( ) ( ), , 2 () ,i i if x t t f x t t A Rand f x t t+ Δ = + Δ + ⋅ ⋅ ⋅ + Δ  (3-48) 

 
เมื่อ A คือชวงกวางที่ตองการใหคา Distribution Function เปลี่ยนไป ในที่นี้กําหนดใหเทากับ 25% 
แ ล ะ  Rand() คื อ ค า ที่ สุ ม อ อ ก ม า ใ น แ ต ล ะ ค รั้ ง ข อ ง ก า ร คํ า น วณ โ ด ย มี ค า อ ยู ใ น ช ว ง 

0.5 () 0.5Rand− ≤ ≤  
  เมื่อการไหลเริ่มเปนการไหลแบบปนปวนแลวจึงเริ่มเก็บคาความเร็วและความดันที่หนาตัด
หนึ่งในแนวตั้งฉากกับทิศทางการไหลจนกระทั่งการไหลเขาสูสภาวะคงตัวในเชิงสถิติ (Statistically 
Steady State) เพื่อนํามาหาคาความเร็วเฉลี่ย  (Mean Velocity), ความเร็วปนปวน  (Fluctuating 
Velocity) รวมไปถึงคาความเคนของเรยโนลด (Reynolds Stresses) ดังนี้ 
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+
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เมื่อ iu  คือความเร็วเฉล่ียในทิศทางตาง ๆ ( , ,u v w ), ot  คือเวลาที่เร่ิมทําการหาคาความเร็วเฉล่ีย, T
คือคาบเวลาที่ใชในการหาคา Mean Velocity, iu  คือความเร็ว ณ เวลาใด ๆ 
สําหรับคาความเร็วปนปวนสามารถหาไดจาก 

 
  i i iu u u′ = −  (3-50) 

 
และสามารถหาคาความเคนของเรยโนลดไดดังนี้ 
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T
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+
′ ′= ∫  (3-51) 



บทที่ 4 
การตรวจสอบโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้น 

 
  เนื่องจากงานวิจัยนี้ไดทําการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นโดยใชวิ ธีโครงผลึก       
โบลตซมันนเพื่อทําการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผา ดังนั้นการตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูก
พัฒนาขึ้นจึงเปนสิ่งที่สําคัญตอความนาเชื่อถือของผลลัพธที่ได ซ่ึงปญหาการไหลที่ไดนํามา
ตรวจสอบนั้นเปนปญหาที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร
ทางดานพลศาสตรของไหลเชิงคํานวณ โดยอาจจะเปนปญหาที่มีผลเฉลยเชิงวิเคราะห หรือปญหาที่
มีขอมูลที่ไดจากการทดลอง หรือปญหาที่มีผลจากการคํานวณเชิงตัวเลขที่เปนที่ยอมรับ โดย
สามารถแบงประเภทของปญหาการไหลที่นํามาตรวจสอบไดดังนี้ (1) ปญหาการไหลแบบราบเรียบ
ในระบบพิกัดฉากสองมิติ ในหัวขอ 4.1-4.4, (2) ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉาก
สามมิติ  ในหัวขอ  4.5-4.6 และ  (3) ปญหาการไหลแบบปนปวนในระบบพิกัดฉากสามมิติ              
ในหัวขอ 4.7-4.9 
 

4.1 ปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนหนึ่งในปญหาที่นิยมใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้น รวมไปถึงนิยมใชตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ใหม ๆ เนื่องจากปญหาการไหลนี้เปนปญหาที่มีรูปทรงและการกําหนดเงื่อนไขขอบเขตคอนขางงาย
เพราะเปนผนังทั้งสี่ดานและมีเพียงผนังดานบนที่เคลื่อนที่ ซ่ึงลักษณะรูปรางของปญหาการไหล
เปนไปตามรูปที่ 4.1 สําหรับผลการคํานวณที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นจะถูกนําไป
เปรียบเทียบกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ  U. Ghia, K. Ghia, and Shin (1982) โดยในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100, 400 และ 1000 
โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วของผนังที่เคลื่อนที่และความสูงของโพรงสี่เหล่ียม
จัตุรัส และจํานวนจุดที่ใชคํานวณทั้งสามกรณีเทากับ 130x130 โดยผลการเปรียบเทียบการกระจาย
ตัวของความเร็วแสดงในรูป 4.2, 4.3 และ 4.4 
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4.2 ปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลมาตรฐานที่สามารถหาผลเฉลยเชิงวิเคราะหไดเมื่อการ
ไหลนั้นเขาสูชวงพัฒนาตัวเต็มที่จึงเปนที่นิยมใชตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมคอมพิวเตอร
ที่พัฒนาขึ้น ลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.5 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้น
ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100 เพียงคาเดียว เนื่องจากปญหาการไหลนี้
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วไมไดเปลี่ยนแปลงตามคาเลขเรยโนลดเมื่อการไหลเปนการไหล
แบบราบเรียบ โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขา (Bulk-
Mean Velocity) และความสูงของชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออก
บริเวณทางเขาและทางออกของชองคูขนาน สวนบริเวณที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึง
จํานวนจุดที่ใชคํานวณเทากับ 240x40 ในทิศทาง x และ y ตามลําดับ สําหรับผลเฉลยเชิงวิเคราะห
นั้นสามารถหาไดจาก White (2003) ตามสมการ (4-1) 

 
  ( )2

2

6( ) , 0bUu y Hy y y H
H

= − ≤ ≤  (4-1) 

 
เมื่อ ( )u y  คือผลเฉลยของความเร็วในแนวแกน x ที่ระยะความสูงใด ๆ, bU  คือความเร็วเฉลี่ยตลอด
หนาตัดที่ทางเขา และ H คือความสูงของชองคูขนาน ผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของ
ความเร็ว u ตามแนวแกน y บริเวณทางออกของชองคูขนานแสดงในรูป 4.6 
 

4.3 ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบ 

พิกัดฉากสองมิติ 

 ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่เร่ิมมีความซับซอนขึ้นเนื่องจากเกิดการไหลหมุนวน
ขึ้นบริเวณดานหลังของขั้นบันไดจึงเหมาะที่จะนํามาใชเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึก
โบลตซมันน ซ่ึงลักษณะของปญหาเปนไปตามรูป 4.7 ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการ
จําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 100 และ 389 ซ่ึงคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็ว
เฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาและความสูงของทอ โดยกําหนดใหความเร็วที่ทางเขามีลักษณะเปน
ความเร็วที่พัฒนาตัวเต็มที่ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบทางเขาและทางออกบริเวณทางเขาและ
ทางออกของโดเมน สวนบริเวณที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึงจํานวนจุดที่ใชคํานวณ
เทากับ 720x60 ในทิศทาง x และ y ตามลําดับ สําหรับในกรณีที่เปนการไหลแบบราบเรียบในทอ
สองมิติสามารถหาความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาไดดังนี้ 
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H

b cU u y dy U
H

= =∫  (4-2) 

 
เมื่อ ( )u y  คือผลเฉลยของความเร็วในแนวแกน x ที่ระยะความสูงใด ๆ ตามสมการ (4-1), H คือ
ความสูงของโดเมน และ cU  คือความเร็วที่จุดกึ่งกลางของความเร็วที่ทางเขา สําหรับผลลัพธที่ได
จากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการทดลองของ 
Armaly, Durst, Pereira, and Schonung (1983) โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว 
u ตามแนวแกน y ที่ระยะทางตามแนวแกน x ตาง ๆ แสดงในรูป 4.8 และ 4.9 
 

4.4 ปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหลี่ยมในชองทางไหล 
 ในระบบพิกัดฉากสองมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลที่นํามาทดสอบเปนปญหาสุดทายสําหรับการไหล
แบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสองมิติ โดยลักษณะของปญหาเปนไปตามรูป 4.10 ในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 144 โดยคํานวณคา
เลขเรยโนลดจากความเร็วที่จุดกึ่งกลางของความเร็วที่ทางเขาและความสูงของสิ่งกีดขวาง และ
กําหนดใหความเร็วที่ทางเขามีลักษณะเปนความเร็วที่พัฒนาตัวเต็มที่ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบ
ทางเขาและทางออกบริเวณทางเขาและทางออกของชองทางไหล สวนบริเวณที่เหลือนั ้นใช
เงื ่อนไขขอบเขตแบบผน ัง  ซึ ่งจํานวนจ ุดที ่ใช คํานวณเท าก ับ  1080x60 ในทิศทาง  x และ  y 
ตามลําดับ สําหรับผลลัพธจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที ่ถูกพัฒนาขึ้นไดนําไปตรวจสอบความ
ถูกตองกับผลการทดลองของ Tropea and Gackstatter (1985) โดยผลการเปรียบเทียบการกระจาย
ตัวของความเร็ว u ตามแนวแกน y ที่ระยะตามแนวแกน x ตาง ๆ แสดงในรูป 4.11 
 

4.5 ปญหาการไหลแบบแบบราบเรียบในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบ 
 พิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้มีลักษณะทางฟสิกสของการไหลคลายกับปญหาการไหลแบบราบเรียบใน
ชองคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสองมิติเพียงแตมีมิติในแนวแกน z เพิ่มขึ้นมา ปญหาการ
ไหลนี้ทําเพื่อตรวจสอบความถูกตองของวิธีโครงผลึกโบลตซมันนสําหรับการไหลที่มีลักษณะ
เปน 3 มิติ เนื่องจากรูปรางของปญหานั้นไมซับซอน โดยมีลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูป
ที่  4.12 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลด
เทากับ 100 โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขาและ          
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ความสูงของชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x และ z เพื่อลดความยาว  
ของโดเมนในดานนั้น  ๆ และเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ  สวนทิศทางที่ เหลือนั้น                       
ใช เ งื่ อนไขขอบ เขตแบบผนั ง  ซ่ึ ง จํ านวนจุ ดที่ ใ ช คํ านวณ เท ากับ  50x50x50 ในทิ ศทาง 
x, y และ z ตามลําดับ อยางไรก็ตามเนื่องจากการใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําตามทิศทางการ
ไหล (Streamwise Direction, x-Direction) นั้นจะทําใหความดันมีคาเทากันตลอดตามแนวการ
ไหล  จึ งจํ า เปนตองให  Forcing Term ที่มีค า เท ากับ  Pressure Gradient เพื่ อทํ าใหมีการไหล
เกิดขึ้น สําหรับปญหาการไหลนี้ Pressure Gradient มีคาดังนี้ 

  
  2

12 bUdp
dx H

ρν
= −  (4-3) 

 
สําหรับผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับ
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหตามสมการ (4-1) และผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u ตาม
แนวแกน y ที่ตําแหนง z/H = 0.5 แสดงในรูป 4.13 
 

4.6 ปญหาการไหลแบบแบบราบเรียบในทอสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้เปนปญหาการไหลแบบราบเรียบปญหาสุดทาย โดยมีลักษณะรูปรางของ
ปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.14 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คา
เลขเรยโนลดเทากับ 100 โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดที่ทางเขา
และความสูงของทอ และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมนและ
เพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทางที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง ซ่ึงจํานวน
จุดที่ใชคํานวณเทากับ 50x50x50 ในทิศทาง  x, y และ  z ตามลําดับ  สําหรับปญหาการไหลนี้ 
Pressure Gradient และผลเฉลยเชิงวิเคราะหมีคาดังนี้ (White, 2006) 
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สําหรับผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตอง
กับผลเฉลยเชิ งวิ เคราะหตามสมการ  (4-5) และผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของ
ความเร็ว u ตามแนวแกน y ที่ตําแหนง z/H = 0.5 แสดงในรูป 4.15 
 

4.7 ปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้นิยมนํามาตรวจสอบความถูกตองของการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง 
เนื่องจากรูปรางของปญหานั้นไมซับซอน โดยมีลักษณะรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.12 
สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 120 
( Re 2 120u Hτ τ ν= = ) โดยคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ย (Mean Friction 
Velocity, uτ ) และความสูงครึ่งหนึ่งชองคูขนาน และใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x 
และ z เพื่อลดความยาวของโดเมนในดานนั้นและเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทาง
ที่ เหลือนั้นใช เงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง  ซ่ึงจํานวนจุดที่ใชคํานวณเทากับ  240x80x120 ใน
ทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ และมีระยะหางระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 3 
( 3uτ ν+Δ = Δ = ) สําหรับปญหาการไหลแบบปนปวนนั้นจะทําการคํานวณหา Pressure Gradient 
ผานทาง Skin Friction Coefficient (Cf) และ Hydraulic Radius (RH) ดังนี้ 

 
  

2
b

f
H

Udp C
dx R

ρν
= − ⋅  (4-6) 

 
และสามารถคํานวณหา Skin Friction Coefficient ไดจาก Darcy Friction Factor (f) ดังนี้ 

 
  

4f
fC =  (4-7) 

 
สําหรับปญหาการไหลนี ้คา Darcy Friction Factor สามารถคํานวณไดจาก White (2006) ตาม
สมการ (4-8) 
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เมื่อ Reb คือเลขเรยโนลดซ่ึงคํานวณจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัด (Bulk-Mean Velocity) และ 
Hydraulic Diameter ซ่ึงความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter มีนิยามดังนี้ 
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= ∫  (4-9) 
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=  (4-10) 
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เมื่อ A คือพื้นที่หนาตัดของปญหา และ P คือเสนรอบรูปเปยกของปญหา สําหรับปญหาการไหลนี้
คา  Hydraulic Diameter จะเทากับความสูงของชองคูขนาน  โดยผลลัพธที่ไดจากโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการคํานวณเชิงตัวเลขของ 
Eggels (1996) ที่ใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงและวิธีโครงผลึกโบลตซมันนที่ Re 120τ =  และผล
การคํานวณเชิงตัวเลขของ Iwamoto, Suzuki, and Kasagi, (2002) ที่ใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง
และวิธีสเปกทรัลที่ Re 110τ =  และ Re 150τ =  โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว 
u , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′ , การ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  แสดงในรูป 
4.16, 4.17, 4.18, 4.19 และ 4.20 ตามลําดับ ในการแสดงผลลัพธสําหรับปญหาการไหลแบบปนปวน
นั้นจะนิยมแสดงในรูปของตัวแปรที่ไมมีหนวยโดยใชความเร็วเสียดทานเฉลี่ยเปนตัวหาร โดย
สามารถหาความเร็วเสียดทานเฉลี่ยไดดังนี้ 

 
  wuτ

τ
ρ

=  (4-12) 

 
เมื่อ wτ  คือความเคนเฉือนที่ผนัง (Wall Shear Stress) มีคาดังนี้ 
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4.8 ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหาการไหลนี้จะเกิดโครงสรางความปนปวนที่เรียกวาการไหลรองแบบที่ 2 ของ         
แพรนดทัล และเนื่องจากรูปรางของปญหานี้มีลักษณะสมมาตร จึงมักนิยมนําปญหาการไหลนี้มา
จําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนเพื่อศึกษาถึงลักษณะทางฟสิกสของการไหล
รองแบบที่ 2 ของแพรนดทัล โดยรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.14 สําหรับการตรวจสอบ
ความถูกตองนั้นไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 300 ( Re 300u Hτ τ ν= = ) โดย
คาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและความสูงทอ หรือคาเลขเรยโนลดมีคา
เทากับ 4410 ( Re 4410b b HU D ν= = ) เมื่อคํานวณคาเลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนา
ตัดและ Hydraulic Diameter โดยความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดสําหรับปญหาการไหลในทอหนาตัด
ส่ีเหล่ียมมีนิยามดังนี้ 

 
   

 0  0
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bU u y z dydz
WH

= ∫ ∫   (4-14) 

 
เมื่อ W คือความกวางของทอ และ H คือความสูงของทอ สําหรับเงื่อนไขขอบเขตที่ใชในการ
ตรวจสอบความถูกตองนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมน
และเพื่อลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวนทิศทางที่เหลือนั้นใชเงื่อนไขขอบเขตแบบผนัง สําหรับ
ค า  Pressure Gradient, Skin Friction Coefficient และ  Hydraulic Diameter สามารถคํ านวณไดจาก
สมการ (4-6), (4-7) และ (4-10) ตามลําดับ สวนคา Darcy Friction Factor สําหรับการไหลแบบปนปวน
ผานทอหนาตัดสี่เหล่ียมสามารถหาไดจากการนําสมการสําหรับการหาคา Darcy Friction Factor ในทอ
ทีมีหนาตัดวงกลมมาทําการแกไขในสวนที่เปนเทอมของคาเลขเรยโนลดไดดังนี้ (Jones, 1976)  

 
 ( )* 1 2

101 2

1 2.0log Re 0.8f
f

= ⋅ −  (4-15) 

 
เมื่อ *Re  คือคาเลขเรยโนลดซ่ึงไดทําการปรับเปลี่ยนเพื่อใหสมการ (4-15) สามารถนําไปใชกับทอ
หนาตัดสี่เหล่ียมไดโดยมีคาดังนี้ 

 
  * *Re Reb

W
H

φ ⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (4-16) 
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( )

( )2
*

55
0

2 12 192 11 1 tanh
3 22 1n

n WW H H
H W W Hn

π
φ

π

∞

=

+⎛ ⎞ ⎧ ⎫ ⎧ ⎫= + −⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎩ ⎭ ⎩ ⎭ +

∑  (4-17) 

 
สําหรับในกรณีของทอหนาตัดสี่เหล่ียมจัตุรัส *Re 1.125Reb=  ในการตรวจสอบความถูกตองได
เลือกใชกริดจํานวนสองชุดเพื่อตรวจสอบความเปนอิสระของกริด โดยกริดชุดแรกนั้นมีระยะหาง
ระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 3 ( 3uτ ν+Δ = Δ = ) โดยมีจํานวนจุดที่ใชในการ
คํานวณทั้งหมดเทากับ 300x100x100 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สวนกริดชุดที่สองนั้นมี
ระยะหางระหวางจุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) เทากับ 1.5 ( 1.5+Δ = ) โดยมีจํานวนจุดที่ใชใน
การคํานวณทั้งหมดเทากับ 600x200x200 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สําหรับผลลัพธที่ไดจาก
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการคํานวณเชิง
ตัว เลขของ  Gavrilakis (1992) ที่ ใชการจํ าลองเชิ งตัว เลขโดยตรงและวิ ธีผลต างสืบ เนื่ อง
ที่  Re 300τ = , ผลการคํ านวณเชิ งตัว เลขที่ ไดจากโปรแกรมสํา เร็จ รูปที่ ช่ือว า  Fluent โดย
เลือกใช Large Eddy Simulation สําหรับการจําลองการไหลแบบปนปวนที่ Re 300τ =  และผลการ
คํ านวณเชิ งตั ว เลขที่ ใชการจํ าลอง เชิ งตั ว เลขโดยตรงจากโปรแกรมที่ ช่ื อว า  NEKTAR                        
ที่ ถู กพัฒน าขึ้ น โด ยศ าสตร า จ า ร ย  George Karniadakis โดย ใช วิ ธี ส เ ปกทรั ล เ อ ลิ เ มนต 
(Spectral Element) ที่ Re 300τ =  โดยผลการเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u , การ
กระจายตัวของความเร็ว v , การกระจายตัวของความเร็ว w , การกระจายตัวของความเร็ว
ปนปวน rmsu′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′ , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน 

rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  แสดงในรูป 4.21, 4.22, 4.23, 4.24, 4.25, 
4.26 และ 4.27 ตามลําดับ 
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4.9 ปญหาการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 

  ปญหานี้มีรูปรางของปญหาเปนไปตามรูปที่ 4.28 สําหรับการตรวจสอบความถูกตองนั้นได
ทําการจําลองการไหลที่คาอัตราสวนลักษณะ 2 คา โดยปญหาการไหลแรกมีคาอัตราสวนลักษณะ
เทากับ 1.0 (AR1.0) สวนปญหาการไหลที่สองทําที่คาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดยคา
อัตราสวนลักษณะมีนิยามดังนี้  

 
  WAR

H
=  (4-18) 

 
โดยแตละปญหานั้นจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดมีคาเทากับ 2800 ( Re 2800b = ) เมื่อคํานวณ
คาเลขเรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter และใชเงื่อนไขขอบเขต
แบบวนซ้ําในทิศทาง x เพื่อลดความยาวของโดเมนและลดจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณ สวน
ทิศทางที ่เหลือนั ้นใชเงื ่อนไขขอบเขตแบบผนัง  สําหรับคา  Pressure Gradient, Skin Friction 
Coefficient, Hydraulic Diameter และ Darcy Friction Factor สามารถคํานวณไดจากสมการ (4-6), 
(4-7), (4-10) และ (4-15) ตามลําดับ สําหรับจํานวนกริดที่ใชในการคํานวณนั้นมีระยะหางระหวาง
จุดในหนวยของผนัง (Wall Unit) ประมาณ 3 ( 3+Δ ≈ ) โดยมีจาํนวนจุดที่ใชในการคาํนวณสาํหรับ
กรณี AR1.0 เทากับ 420x70x70 ในทิศทาง  x, y และ  z ตามลําดับ และจํานวนจุดที ่ใชในการ
คํานวณสําหรับกรณี AR2.0 เทากับ 420x70x140 ในทิศทาง x, y และ z ตามลําดับ สําหรับผลลัพธ
ที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที ่ถูกพัฒนาขึ้นนั้นไดนําไปตรวจสอบความถูกตองกับผลการ
ทดลองของ  Li and Olsen (2006) ที ่ทํ าการว ัดใน  Micro Channel โดยใช เทคน ิคที ่เ ร ียกว า 
MicroPIV ที ่ Re 2853b =  สําหรับกรณี AR1.0 และที ่ Re 2778b =  สําหรับกรณี AR2.0 โดยผล
การเปรียบเทียบการกระจายตัวของความเร็ว u , การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′ , การ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  สําหรับ
กรณี AR1.0 แสดงในรูป  4.29, 4.30, 4.31 และ  4.32 ตามลําดับ  สวนผลการเปร ียบเทียบการ
กระจายตัวของความเร็ว u , การกระจายตัวของความเร็วป นปวน rmsu′ , การกระจายตัวของ
ความเร็วป นปวน rmsw′ , การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  สําหรับกรณี AR2.0 
แสดงในรูป 4.33, 4.34, 4.35 และ 4.36 ตามลําดับ 
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U

 

 
รูปที่ 4.1 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรยีบในโพรงสี่เหล่ียมจัตุรัสในระบบ 

    พิกัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.2 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 

   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.3 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 
   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 400 
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รูปที่ 4.4 การกระจายตวัของความเร็ว u และ v ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในโพรงสี่เหล่ียม 
   จัตุรัสในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 1000 
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bU

 

 
รูปที่ 4.5 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบในชองคูขนานที่หยดุนิ่ง 

    ในระบบพกิัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.6 การกระจายตวัของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรยีบในชองคูขนาน 
 ที่หยดุนิง่ในระบบพิกดัฉากสองมิติบริเวณทางออกชองคูขนานที ่Re = 100 
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cU

0.5H

0.5h H=

 
 

รูปที่ 4.7 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลัง 
    ในระบบพกิัดฉากสองมิติ 
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รูปที่ 4.8 การกระจายตวัของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบ 
    ผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.9 การกระจายตวัของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบ 
 ผานโดเมนรูปขั้นบันไดกลับหลังในระบบพิกัดฉากสองมิติที่ Re = 389 

 

y x
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รูปที่ 4.10 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลแบบราบเรียบผานสิ่งกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมใน 
   ชองทางไหลในระบบพิกดัฉากสองมิติ 

 



 52 

−2.0 −1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0 1.0 2.0
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

u/U
c

y/H

x/H
6.8 8.0 9.0 10.0 11.0

Tropea and Gackstatter (1985)
LBM

 
 

รูปที่ 4.11 การกระจายตัวของความเร็ว u ที่ตําแหนงตาง ๆ ของปญหาการไหลแบบราบเรียบผาน 
   ส่ิงกีดขวางรูปทรงสี่เหล่ียมในชองทางไหลในระบบพกิัดฉากสองมิติที่ Re = 144 
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รูปที่ 4.12 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในระนาบคูขนานที่หยุดนิง่ในระบบพกิดัฉากสามมิต ิ



 53 

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 1.5
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

u/U
b

y/H

Analytical Solution
LBM

 
 

รูปที่ 4.13 การกระจายตัวของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในระนาบคูขนาน 
    ที่หยุดนิ่งในระบบพิกดัฉากสามมิติที่ตําแหนง z/H = 0.5 ที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.14 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
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รูปที่ 4.15 การกระจายตัวของความเร็ว u ของปญหาการไหลแบบราบเรียบในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
 ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง z/H = 0.5 ที่ Re = 100 
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รูปที่ 4.16 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบคูขนาน 
    ที่หยุดนิ่งในระบบพิกดัฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

u
uτ
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รูปที่ 4.17 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  
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รูปที่ 4.18 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

rmsu
uτ

′

rmsv
uτ

′



 56 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.0 

0.3 

0.6 

0.9 

1.2 

2y/H

Eggels (1996), Reτ=120

Iwamoto et al.(2002), Reτ=110

Iwamoto et al.(2002), Reτ=150

LBM, Reτ=120

 
 

รูปที่ 4.19 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในระนาบ 
   คูขนานที่หยุดนิ่งในระบบพกิัดฉากสามมติิที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  
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รูปที่ 4.20 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนใน 
   ระนาบคูขนานที่หยดุนิ่งในระบบพิกัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 120τ =  

rmsw
uτ

′

2

u v
uτ

′ ′−
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รูปที่ 4.21 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.22 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

u
uτ

v
uτ
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รูปที่ 4.23 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมจัตุรัส 
   ในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.24 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

w
uτ

rmsu
uτ

′
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รูปที่ 4.25 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 4.26 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

rmsv
uτ

′

rmsw
uτ

′
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รูปที่ 4.27 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมจัตุรัสในระบบพกิัดฉากสามมิติที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  

 

x (Streamwise)
y (Normal)

z (Spanwise)

LH
uv
w Main Flow 

Direction

W  
 

รูปที่ 4.28 แสดงรูปทรงของปญหาการไหลในทอส่ีเหล่ียมผืนผาในระบบพิกัดฉากสามมิติ 
 

2

u v
uτ

′ ′−
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รูปที่ 4.29 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.30 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 
   ที่ Re 2800b =  

c

u
U

rms

c

u
U
′



 62 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.00 

0.01 

0.02 

0.03 

0.04 

0.05 

2z/H

Li and Olsen (2006), Re
b
 = 2853

LBM, Re
b
 = 2800

 
 

รูปที่ 4.31 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.32 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

rms

c

w
U
′

2
c

u w
U
′ ′−
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รูปที่ 4.33 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.34 การกระจายตวัของความเรว็ปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิติทีต่ําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

c

u
U

rms

c

u
U
′
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รูปที่ 4.35 การกระจายตวัของความเรว็ปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิติทีต่ําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 4.36 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 2.0 ในระบบพกิดัฉากสามมิตทิี่ตําแหนง 2y/H = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

rms

c

w
U
′

2
c

u w
U
′ ′−



บทที่ 5 
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 

 
  เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผา 
โดยศึกษาถึงผลกระทบของตัวแปรที่มีอิทธิพลตอการไหลในทอหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาสองตัวคือ 
คาเลขเรยโนลดและคาอัตราสวนลักษณะ โดยในหัวขอ 5.1 ทําการศึกษาถึงผลกระทบของคาเลข 
เรยโนลดที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนเมื่อมีคาอัตราสวนลักษณะเทากัน และใน
หัวขอ 5.2 ทําการศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบ
ปนปวนเมื่อมีคาเลขเรยโนลดเทากัน 
  

5.1 ผลกระทบของคาเลขเรยโนลดท่ีมีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน 
 ในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 

  ในการศึกษาผลกระทบของคาเลขเรยโนลด ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลด 
2 คา คือ Re 300τ =  และ 205 เมื ่อคาเลขเรยโนลดนั้นคํานวณจากความเร็วเสียดทานเฉลี่ยและ
ความสูงทอ โดยไดเลือกจําลองการไหลในทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 (AR = 1.0) ในการ
คํานวณไดทําการกําหนดระยะหางระหวางจุดที่ใชในการคํานวณในหนวยของผนังใหมีความ
ใกลเค ียงก ัน  โดยในกรณ ีของ  Re 300τ =  มีระยะห างระหว างจ ุด  3+Δ =  สําหร ับในกรณี
ของ Re 205τ =  นั้นมีระยะหางระหวางจุด 3+Δ ≈  
  จากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง เห็นไดวาคาเลข          
เรยโนลดสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไมวาจะเปนความเร็วเฉลี่ย, ความเร็ว
ปนปวน, ความเคนเฉือนของเรยโนลด รวมไปถึงสงผลตอลักษณะของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลอีกดวย ในรูปที่ 5.1-5.5 แสดงความเร็วเฉล่ีย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของ
เรยโนลดที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ตลอดแนวแกน y โดยที่ระยะ 2y/H = 0.0 คือผนังดานลางและ
ระยะ 2y/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ 
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  รูปที่ 5.1 แสดงความเร็ว u  เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นสงผลใหความเร็ว u  ตั้งแต
ตําแหนง 2y/H < 0.4 มีความเร็วเพิ่มขึ้น สวนลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  สําหรับ
ตําแหนง 2y/H > 0.4 ขึ้นไปนั้น คาเลขเรยโนลดแทบไมมีอิทธิพลกับความเร็วบริเวณนั้นเลย 
  รูปที่ 5.2 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น ขนาด
ของความเร็ว v  มีคาลดลง และคาเลขเรยโนลดยังสงผลใหตําแหนงที่ความเร็ว v  มีคามากที่สุด
เล่ือนเขาใกลผนังมากขึ้น 
  รูปที่ 5.3 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาทั้งขนาดและลักษณะการกระจายตัว
ของความเร็ว w  ทั้งสองคาเลขเรยโนลดนั้นมีความใกลเคียงกัน โดยมีความแตกตางกันแคเพียง
ตําแหนงที่ความเร็ว w  มีคามากที่สุดเลื่อนเขาใกลบริเวณผนังมากขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.4 แสดงความเร็วปนปวน rmsu′  เมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่ความเร็วปนปวน 

rmsu′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้น โดยเลื่อนจากบริเวณ 2y/H≈ 0.2 สําหรับ 
Re 205τ =  ไปยังตําแหนง 2y/H ≈ 0.1 สําหรับ Re 300τ =  และคาสูงสุดของความเร็วปนปวน 

rmsu′  นั้นมีขนาดใกลเคียงกันทั้งสองคาเลขเรยโนลด 
  รูปที่ 5.5 และ 5.6 แสดงความเร็วปนปวน rmsv′  และ rmsw′  ตามลําดับ โดยพฤติกรรมของ
ความเร็วปนปวนสองตัวนี้มีลักษณะคลายคลึงกัน คือเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้น จุดที่ความเร็ว
ปนปวน rmsv′  และ rmsw′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้น และยังทําใหความเร็ว
ปนปวน rmsv′  และ rmsw′  บริเวณผนังมีคาเพิ่มขึ้นตามไปดวย อยางไรก็ตามคาเลขเรยโนลดนั้นแทบไม
สงผลตอลักษณะการกระจายตัวในบริเวณตรงกลางทอสําหรับความเร็วปนปวน rmsv′  และ rmsw′  เลย 
  รูปที่ 5.7 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  โดยพฤติกรรมของ u v′ ′  นั้นคลายกับ
พฤติกรรมของความเร็วปนปวน rmsu′  คือเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่คาความเคนเฉือนของเรย
โนลด  u v′ ′  มีค าสู งสุ ดได เ ล่ื อน เข า ไปใกลบ ริ เ วณผนั งมากขึ้ น  โดย เลื่ อนจากบริ เ วณ 
2y/H≈ 0.3 สําหรับ Re 205τ =  ไปยังตําแหนง 2y/H ≈ 0.2 สําหรับ Re 300τ =  
  รูปที่ 5.8 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นจุดที่
คาความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีคาสูงสุดไดเล่ือนเขาไปใกลบริเวณผนังมากขึ้นและมีคามาก
ขึ้นอีกด วย  โดย เ ล่ือนจากบริ เ วณ  2y/H ≈ 0.31 สํ าห รับ  Re 205τ =  ไปยั งตํ าแหน ง  2y/H ≈  
0.13 สําหรับ Re 300τ =  อยางไรก็ตามพบวาที่ตําแหนงตั้งแต 2y/H > 0.5 ขึ้นไป คาเลขเรยโนลด
แทบไมสงผลตอขนาดและลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  เลย 
  รูปที่ 5.9 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  พบวาทั้งลักษณะการกระจายตัวและ
ขนาดของ v w′ ′  ไมมีความแตกตางกันมากนักทั้งสองคาเลขเรยโนลด โดยพบวากรณี Re 300τ =  มี
ขนาดของเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มากกวากรณี Re 205τ =  เพียงล็กนอยเทานั้น 
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  รูปที่ 5.10(b) และ 5.11(b) แสดงเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลที่ 
Re 300τ =  และ Re 205τ =  ตามลําดับ เห็นไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นขนาดของการหมุนวนก็
มี ค ว ามรุ นแร ง เพิ่ มขึ้ นต ามไปด ว ย  โดยขนาดของก ารหมุ นวน เพิ่ ม ขึ้ น จ าก  2.8x10-4  
สํ าห รับ  Re 205τ =  ไป เป น  3.0x10-4 สํ าห รับ  Re 300τ =  โดยขนาดของก ารหมุ นวนใน
แนวแกน x สามารถคํานวณไดจากสมการ (2-11) นอกจากนั้นคาเลขเรยโนลดยังสงผลใหจุด
ศูนยกลางของการหมุนวนไดขยับเขาใกลบริเวณมุมของผนังมากขึ้น โดยสังเกตไดจากจุดศูนยกลาง
ของการหมุนวนตัวลางสุดทางดานซายมือเล่ือนจากตําแหนง (0.622, 0.292) สําหรับ Re 205τ =  ไป
ยังตําแหนง (0.478, 0.206) สําหรับ Re 300τ =  
  สรุปไดวา คาเลขเรยโนลดนั ้นสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบป นปวน
บริเวณผนังของทอโดยสามารถสังเกตไดวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นคาความเร็วเฉลี่ย (ยกเวน
ความเร็วเฉลี่ย v ), คาความเร็วปนปวน และคาความเคนเฉือนของเรยโนลดบริเวณผนังจะเพิ่มขึ้น
ตามไปดวย อยางไรก็ตามคาเลขเรยโนลดนั้นแทบไมสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบ
ปนปวนบริเวณตรงกลางทอเลย 
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รูปที่ 5.1 การกระจายตวัของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 

u
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รูปที่ 5.2 การกระจายตวัของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.3 การกระจายตวัของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.4 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.5 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.6 การกระจายตวัของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.7 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.8 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.9 การกระจายตวัของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0 ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 300τ =  และ 205 
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รูปที่ 5.10 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 300τ =  
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รูปที่ 5.11 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 205τ =  
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5.2 ผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะที่มีผลตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน 
 ในทอสี่เหลี่ยมผืนผา 
  ในการศึกษาผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะ ไดทําการจําลองการไหลในทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะ 3 คาดังนี้ (1) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 (AR1.0), (2) ทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะเทากับ 1.5 (AR1.5) และ (3) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดย
ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลขเรยโนลดเทากับ Re 205τ =  หรือ Re 2800b =  เมื่อคํานวณคาเลข
เรยโนลดจากความเร็วเฉลี่ยตลอดหนาตัดและ Hydraulic Diameter ในการคํานวณไดทําการกําหนด
ระยะหางระหวางจุดที่ใชในการคํานวณในหนวยของผนังใหมีความใกลเคียงกัน โดยใชระยะหาง
ระหวางจุด 3+Δ ≈  
  จากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดจากการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง เห็นไดวาคาอัตราสวน
ลักษณะสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนไมวาจะเปนความเร็วเฉลี่ย, ความเร็ว
ปนปวน, ความเคนเฉือนของเรยโนลด รวมไปถึงสงผลตอลักษณะของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลอีกดวย โดยในรูปที่ 5.8-5.16 แสดงความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือน
ของเรยโนลดที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ตลอดแนวแกน y โดยที่ระยะ 2y/H = 0.0 คือผนังดานลางและ
ระยะ 2y/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ โดยในการศึกษาพฤติกรรมตลอดแนวแกน y นั้นไดทําการ
เปรียบเทียบกับผลการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงของ Kuroda, Kasagi, and Hirata (1989) ที่จําลอง
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งที่คาเลขเรยโนลดเทากับ 2890 ซ่ึงปญหา
การไหลนี้ถือไดวามีคาอัตราสวนลักษณะเทากับอนันต (AR = ∞) สวนในรูปที่ 5.17-5.25 แสดง
ความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของเรยโนลดที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ตลอด
แนวแกน z โดยที่ระยะ 2z/H = 0.0 คือผนังดานซายและระยะ 2z/H = 1.0 คือจุดกึ่งกลางของทอ 
  รูปที่ 5.12 แสดงความเร็ว u  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  ตั้งแตตําแหนง 2y/H > 0.3 นั้นจะมีลักษณะลูเขาหาความเร็ว 
u  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่ง สําหรับลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว 
u  ตั้งแตตําแหนง 2y/H < 0.3 มีลักษณะที่เหมือนกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.13 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว v  จะมีคาลดลงเรื่อย ๆ อีกทั้งยังทําใหตําแหนงที่ความเร็ว v  มีคามากที่สุดเล่ือน
เขาใกลผนังจากตําแหนง 2y/H = 0.328 สําหรับ AR1.0 ไปยังตําแหนง 2y/H = 0.256 สําหรับ AR2.0 
อยางไรก็ตามเห็นไดวาลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว v  นั้นมีลักษณะเหมือนฟนปลา ซ่ึง
สันนิษฐานวาเปนเพราะจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณในทิศทาง y มีจํานวนนอยเกินไปจึงสงผลให
ความเร็ว v  มีลักษณะเปนเชนนั้น 
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  รูปที่ 5.14 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว w  จะมีคาลดลงเรื่อย ๆ จนเขาใกลศูนย สวนลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็ว w  นั้นมีลักษณะที่คลายกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.15 แสดงความเร็วปนปวน rmsu′  ตลอดแนวแกน  y เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวน
ลักษณะมีคาเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsu′  จะมีคาลดลงและลูเขาหาผลของ
ความเร็วปนปวน rmsu′  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่ง โดยคาที่มากที่สุดของ
ความเร็วปนปวน rmsu′  ไดลดลงจาก rmsu uτ′ = 3.180 ไปยัง 3.068 และ 2.977 สําหรับ AR = 1.0,  
AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ อยางไรก็ตามคาอัตราสวนลักษณะจะสงผลตอลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  เฉพาะบริเวณใกลผนังเทานั้น โดยไมสงผลกระทบตอ
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ตั้งแตตําแหนง 2y/H ≈ 0.3 ขึ้นไป 
  รูปที่ 5.16 แสดงความเร็วปนปวน rmsv′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็วปนปวน rmsv′  ตลอดทั้งแนวแกน y มีคาลดลงและลูเขาหาความเร็วปนปวน rmsv′  ของการ
ไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่มากที่สุด
ของความเร็ วปนปวน  rmsv′  ไดลดลงจาก  rmsv uτ′ =  0.781 ไปยั ง  0.766 และ  0.712 สํ าหรับ
AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.17 แสดงความเร็วปนปวน rmsw′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการกระจายตัวของ
ความเร็วปนปวน rmsw′  ในชวง 0.06 < 2y/H < 0.61 มีคาลดลงและที่ลูเขาหาความเร็วปนปวน rmsw′

ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่หยุดนิ่งเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่
มากที ่ส ุดของความเร ็วป นปวน  rmsw′  ไดลดลงจาก  rmsw uτ′ =  1.020 ไปยัง  0.944 และ  0.894 
สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.18 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ตลอดแนวแกน y เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  จะมีคาลดลง
และลูเขาหาผลของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ของการไหลแบบปนปวนในชองคูขนานที่
หยุดนิ่ง โดยคาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ไดลดลงจาก 2u v uτ′ ′− = 0.846 
ไปยัง 0.789 และ 0.669 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ AR = 2.0 ตามลําดับ 
  รูปที่ 5.19 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะมีลักษณะที่คลายกัน 
แตความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ของ AR1.0 นั้นมีขนาดมากที่สุด รองลงมาคือ AR1.5 และ
ความเคนเฉือนของเรยโนลด  u w′ ′  ของ  AR2.0 นั้นมีขนาดนอยที่ สุด  และมีคา เปนลบดวย              
ในบางบริเวณ 
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  รูปที ่ 5.20 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ตลอดแนวแกน y โดยลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มีลักษณะคลายกับ Sine Wave และเห็นไดวาเมื่อ
คาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น ขนาดความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  จะมีคาลดลงเรื่อย  ๆ            
จนเขาใกลศูนย 
  รูปที่ 5.21 แสดงความเร็ว u  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว u  บริเวณตรงกลางทอมีลักษณะที่แบนราบมากขึ้น และ
ความเร็ว u  ในชวง 0.1 < 2z/H < 0.4 มีคาเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.22 แสดงความเร็ว v  ตลอดแนวแกน z ซ่ึงสามารถสังเกตไดวาความเร็ว v  ตลอด
แนวแกน z นั้นมีลักษณะการกระจายตัวและขนาดใกลเคียงกับความเร็ว w  ตลอดแนวแกน y ใน
กรณีที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 และเห็นไดวาคาอัตราสวนลักษณะนั้นไมสงผลกระทบที่
ชัดเจนตอขนาดของความเร็ว v  สวนลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว v  นั้นมีรูปแบบที่
ใกลเคียงกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ 
  รูปที่ 5.23 แสดงความเร็ว w  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
ขนาดของความเร็ว w  จะมีคาเพิ่มขึ้นและยังทําใหตําแหนงที่ความเร็ว w  มีคามากที่สุดเลื่อนเขาใกล
ผนังจากตําแหนง 2z/H = 0.328 สําหรับ AR1.0 ไปยังตําแหนง 2y/H = 0.208 สําหรับ AR2.0 และเห็น
ไดว าความเร็ว  w  ตลอดแนวแกน  z นั้นมี ลักษณะการกระจายตัวและขนาดใกล เคียงกับ
ความเร็ว v  ตลอดแนวแกน y ในกรณีที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 อยางไรก็ตามเห็นไดวา
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว w  นั้นมีลักษณะเหมือนฟนปลา ซ่ึงสันนิษฐานวาเปนเพราะ
จํานวนจุดที่ใชในการคํานวณในทิศทาง  z มีจํานวนนอยเกินไปจึงสงผลใหความเร็ว  w  มี        
ลักษณะเปนเชนนั้น 
  รูปที ่ 5.24 แสดงความเร็วป นปวน rmsu′  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื ่อคาอัตราสวน
ลักษณะมีคาเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsu′  จะมีคาลดลงและตําแหนงที่ความเร็ว
ป นปวน  rmsu′  มีค ามากที ่ส ุดได เ ลื ่อนเข าใกลผน ังมากขึ ้น  โดยคาที ่มากที ่ส ุดของความเร ็ว
ปนปวน rmsu′  ไดลดลงจาก rmsu uτ′ = 3.116 ไปยัง 2.995 และ 2.748 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 
และ AR = 2.0 ตามลําดับ และเห็นไดวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นยังสงผลตอลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  บริเวณกลางทอใหมีลักษณะแบนราบมากขึ้นอีกดวย 
  รูปที ่ 5.25 แสดงความเร็วป นปวน rmsv′  ตลอดแนวแกน z ซึ่งพบวาขนาดของความเร็ว
ปนปวน rmsv′  นั้นมีคาลดลงและตําแหนงที่ความเร็วปนปวน rmsv′  มีคามากที่สุดไดเลื่อนเขาใกล
ผนังมากขึ้นเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น โดยคาที่มากที่สุดของความเร็วปนปวน rmsv′  ได
ลดลงจาก  rmsv uτ′ = 1.004 ไปยัง 0.957 และ  0.789 สําหรับ AR = 1.0, AR = 1.5 และ  AR = 2.0
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ตามลําดับ และพบวาเมื ่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้นลักษณะการกระจายตัวของความเร็ว
ปนปวน rmsv′  บริเวณกลางทอมีลักษณะที่แบนราบมากขึ้นอีกดวย 
  รูปที่ 5.26 แสดงความเร็วปนปวน rmsw′  ตลอดแนวแกน z ซึ่งพบวาขนาดของความเร็ว
ปนปวน rmsw′  นั้นมีคาลดลงในบริเวณใกลผนังเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น และพบวา
ลักษณะการกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  มีลักษณะแบนราบมากขึ้นบริเวณกลางทอเมื่อ
ทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้น อยางไรก็ตามพบวาในกรณี AR2.0 นั ้นพบวาลักษณะการ
กระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  พยายามที่จะรักษาระดับความเร็วบริเวณกลางทอใหมีคา
ใกลเคียงกับกรณีอ่ืน ๆ 
  รูปที่ 5.27 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  ตลอดแนวแกน z พบวาลักษณะการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  มีลักษณะที่ใกลเคียงกันทั้งสามคาอัตราสวน
ลักษณะ และพบวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น ตําแหนงที่ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  มี
คามากที่สุดไดเลื่อนเขาใกลผนังมากขึ้นและมีขนาดมากขึ้น นอกจากนั้นคาอัตราสวนลักษณะยัง
สงผลใหลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  บริเวณกลางทอมีลักษณะ
แบนราบมากขึ้นอีกดวยเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น 
  รูปที่ 5.28 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ตลอดแนวแกน z เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นเพิ่มขึ้น คาที่มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  จะมีคาลดลง
และตําแหนงที่ความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีคามากที่สุดไดเล่ือนเขาใกลผนังมากขึ้น โดยคาที่
มากที่สุดของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  ไดลดลงจาก 2u w uτ′ ′− = 0.858 ไปยัง 0.776 และ 
0.717 สําหรับ  AR = 1.0, AR = 1.5 และ  AR = 2.0 ตามลําดับ  นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อทอมีค า
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นลักษณะการกระจายตัวของความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  บริเวณกลาง
ทอจะมีลักษณะแบนราบมากขึ้น 
  รูปที่ 5.29 แสดงความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ตลอดแนวแกน z ซ่ึงพบวาขนาด
ของ v w′ ′  นั้นแทบไมมีความแตกตางกันเลยทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ สําหรับในสวนของ
ลักษณะการกระจายตัวนั้นไมสามารถอธิบายถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะไดอยางชัดเจน
นัก  เนื่องจากลักษณะการกระจายตัวของกรณี  AR1.0 และ  AR1.5 นั้นมี ลักษณะที่คลายกัน             
แตแตกตางจากกรณีของ AR2.0 อยางเห็นไดชัด 
  รูปที่ 5.30(b), 5.31(b) และ 5.32(b) แสดงเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ
แพรนดทัลสําหรับกรณี AR1.0, AR1.5 และ AR2.0 ที่ Re 2800b =  ตามลําดับ เห็นไดวาเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นขนาดของการหมุนวนไดเปลี่ยนแปลงตามไปดวย โดยในกรณี AR1.0 
พบวาขนาดของการหมุนวนนั้นมีขนาดที่ใกลเคียงกันทั้ง 8 ลูก แตเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น
กลับพบวาขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานบนหรือผนังดานลางของทอมีความรุนแรง
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นอยกวาตัวที่อยูติดกับผนังดานซายหรือผนังดานขวา โดยในกรณี AR1.0 ขนาดของการหมุนวนตัวที่
อยูติดกับผนังดานลางซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.622, 0.292) มีขนาดเทากับ 2.8x10-4 สวนขนาด
ของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานซายซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.287, 0.696) มีขนาด
เทากับ 2.7x10-4 ในกรณี AR1.5 ขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนังดานลางซึ่งมีจุดศูนยกลางที่
ตําแหนง (0.866, 0.280) มีขนาดเทากับ 1.7x10-4 สวนขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนัง
ด า นซ า ยซึ่ ง มี จุ ด ศู น ย ก ล า งที่ ตํ า แ หน ง  (0.410, 0.682) มี ขน าด เ ท า กั บ  3.3x10-4 แล ะ ใน
กรณี  AR2.0 ขนาดของก า รหมุ น วนตั วที่ อ ยู ติ ด กั บผนั ง ด า นล า งซึ่ ง มี จุ ด ศู นย กล า งที่
ตําแหนง (0.972, 0.348) มีขนาดเทากับ 1.8x10-4 สวนขนาดของการหมุนวนตัวที่อยูติดกับผนัง
ดานซายซึ่งมีจุดศูนยกลางที่ตําแหนง (0.349, 0.745) มีขนาดเทากับ 3.4x10-4 ซ่ึงจากการที่ลักษณะ
การไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลเปนเชนนี้ไดสงผลใหลักษณะการกระจายตัวของคาตาง ๆ ใน
แนวแกน z มีลักษณะที่แบนราบกวาลักษณะการกระจายตัวในแนวแกน y  
  สรุปไดวา คาอัตราสวนลักษณะนั้นสงผลกระทบตอพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวน
คอนขางชัดเจนทั้งในแนวแกน y และแนวแกน z โดยในแนวแกน y พบวาคาอัตราสวนลักษณะ
สงผลใหขนาดของความเร็ว u , ความเร็ว v , ความเร็ว w , ความเร็วปนปวน rmsu′ , ความเร็ว
ป นปวน rmsv′ , ความเร็วป นปวน rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′ , ความเคนเฉือนของ     
เรยโนลด u w′ ′  และความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  มีขนาดลดลงเมื่อคาอัตราสวนลักษณะ
เพิ่มขึ้นและไมสงผลถึงลักษณะการกระจายตัวของคาเหลานี้มากนักในบริเวณตรงกลางทอ 
  สวนในแนวแกน  z นั้นพบว าค าอัตราสวนลักษณะนอกจากจะทํ าใหขนาดของ
ความเร็ว u , ความเร็ว w , ความเร็วปนปวน rmsu′ , ความเร็วปนปวน rmsv′ , ความเร็วปนปวน 

rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′  และความเคนเฉือนของเรยโนลด u w′ ′  มีขนาดเปลี่ยนไป
ยังสงผลใหลักษณะการกระจายตัวมีลักษณะที่แตกตางกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะอีกดวย โดย
ลักษณะการกระจายตัวของทั ้งความเร็ว  u , ความเร็ว  w , ความเร็วป นปวน  rmsu′ , ความเร ็ว
ปนปวน rmsv′ , ความเร็วปนปวน rmsw′ , ความเคนเฉือนของเรยโนลด u v′ ′และความเคนเฉือนของ
เรยโนลด u w′ ′  มีแนวโนมที่จะมีลักษณะแบนราบมากขึ้นเรื่อย ๆ ในบริเวณตรงกลางทอเมื่อคา
อัตราสวนลักษณะเพิ ่มขึ ้น  อยางไรก็ตามในสวนของความเร ็ว  v  และความเคนเฉือนของ           
เรยโนลด v w′ ′  ไมสามารถสรุปถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะไดชัดเจนนัก โดยพบวา
ขนาดของความเร็ว v  และความเคนเฉือนของเรยโนลด v w′ ′  ไมแตกตางกันมากนักทั้งสามคา
อัตราสวนลักษณะ อีกทั้งยังมีลักษณะการกระจายตัวที่คลายกันอีกดวย 
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รูปที่ 5.12 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.13 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

u
uτ

v
uτ
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รูปที่ 5.14 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.15 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

rmsu
uτ

′

w
uτ
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รูปที่ 5.16 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.17 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

rmsv
uτ

′

rmsw
uτ

′
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รูปที่ 5.18 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.19 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

2

u v
uτ

′ ′−

2

u w
uτ

′ ′−
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รูปที่ 5.20 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2z/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.21 การกระจายตัวของความเร็ว u  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

2

v w
uτ

′ ′−

u
uτ
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รูปที่ 5.22 การกระจายตัวของความเร็ว v  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.23 การกระจายตัวของความเร็ว w  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผา 
   ที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
 

v
uτ

w
uτ
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รูปที่ 5.24 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsu′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.25 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsv′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  

 

rmsu
uτ

′

rmsv
uτ

′
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รูปที่ 5.26 การกระจายตัวของความเร็วปนปวน rmsw′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.27 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u v′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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uτ

′

2
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′ ′−
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รูปที่ 5.28 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด u w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.29 การกระจายตัวของความเคนของเรยโนลด v w′ ′  ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอ 
   ส่ีเหล่ียมผืนผาที่คาอัตราสวนลักษณะตาง ๆ ที่ตําแหนง 2y/H = 1.0 ที่ Re 2800b =  
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′ ′−
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รูปที่ 5.30 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  

 



 88 

2z/H

2y/H

(a)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

 

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.0 

0.5 

1.0 

1.5 

2.0 

2z/H

2y/H

(b)

 
 

รูปที่ 5.31 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.5  
   ที่ Re 2800b =  
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รูปที่ 5.32 คอนทัวรของความเร็ว u  (a) และเวคเตอรความเร็วของการไหลรองแบบที่ 2 ของ 
   แพรนดทัล (b) ของปญหาการไหลแบบปนปวนในทอส่ีเหล่ียมผืนผาที่มีคา AR = 1.0  
   ที่ Re 2800b =  
 



บทที่ 6 
สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ 

   
  เนื้อหาในบทนี้กลาวถึงผลการวิจัยโดยสรุปและขอเสนอแนะสําหรับการดําเนินงานวิจัย
ตอไป โดยในหัวขอ 6.1 เปนการสรุปเนื้อหาของงานวิจัยที่นําเสนอในบทที่ผานมา สวนใน
หัวขอ 6.2 กลาวถึงขอเสนอแนะในการทําวิจัยตอไปเพื่อปรับปรุงและพัฒนาใหโปรแกรม
คอมพิวเตอรที่พัฒนาขึ้นโดยวิธีโครงผลึกโบลตซมันนมีประสิทธิภาพที่สูงขึ้นในการศึกษา
พฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนโดยใชการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรง 
 

6.1 สรุปผลการวิจัย 

  งานวิจัยนี้ไดทําการศึกษาพฤติกรรมของการไหลแบบปนปวนในทอที่มีหนาตัด
ส่ีเหล่ียมผืนผาเพื่อศึกษาถึงผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะและคาเลขเรยโนลด โดยไดเลือกใช
การจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงซึ่งถือวาเปนเทคนิคที่มีความถูกตองมากที่สุดในการจําลองการไหล
แบบปนปวนมาใช สําหรับระเบียบวิธีเชิงตัวเลขนั้นไดเลือกใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนซ่ึงเปนวิธีที่
คอนขางใหม และสามารถพัฒนาเพื่อทําการคํานวณแบบขนานไดคอนขางงาย ซ่ึงในการจําลองเชิง
ตัวเลขโดยตรงนั้น การคํานวณแบบขนานมีความสําคัญคอนขางมากเนื่องจากจํานวนจุดที่ใชในการ
คํานวณนั้นมีคอนขางมากและแทบจะไมสามารถจําลองการไหลบนคอมพิวเตอรเครื่องเดียวได 
  เนื่องจากงานวิจัยนี้เปนการพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรขึ้นเอง  ดังนั้นการตรวจสอบความ
ถูกตองของผลลัพธที่ไดจึงเปนสิ่งที่สําคัญตอความนาเชื่อถือของผลลัพธที่ได โดยปญหาที่นํามาใช
ในการตรวจสอบความถูกตองนั้นมีทั้งปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสองมิติ, 
ปญหาการไหลแบบราบเรียบในระบบพิกัดฉากสามมิติ และปญหาการไหลแบบปนปวนในระบบ
พิกัดฉากสามมิติ ซ่ึงจากการตรวจสอบความถูกตองพบวาผลลัพธที่ไดจากโปรแกรมคอมพิวเตอรที่
ถูกพัฒนาขึ้นมีความนาเชื่อถือ และสามารถนําผลลัพธนั้นไปวิเคราะหถึงพฤติกรรมของการไหล
แบบปนปวนในทอที่มีหนาตัดสี่เหล่ียมผืนผาได 
  สําหรับการศึกษาถึงผลกระทบของคาเลขเรยโนลด ไดทําการจําลองการไหลที่คาเลข     
เรยโนลด 2 คา คือ Re 300τ =  และ 205 ในทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0 ซึ่งจากผลการ
จําลองเชิงตัวเลขที่ไดพบวา คาเลขเรยโนลดสงผลใหขนาดของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน 
และความเคนเฉือนของเรยโนลดบริเวณใกลผนังมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อคาเลขเรยโนลดมากขึ้นแตคาเลข
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เรยโนลดนั้นไมสงกระทบตอลักษณะการกระจายตัวของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และ
ความเคนเฉือนของเรยโนลด นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อคาเลขเรยโนลดเพิ่มขึ้นนั้นยังสงผลใหขนาด
ของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลมีความรุนแรงมากขึ้นและจุดศูนยกลางของการหมุนวน
นั้นไดขยับเขาใกลบริเวณมุมผนังมากขึ้น 
  ในการศึกษาผลกระทบของคาอัตราสวนลักษณะ ไดทําการจําลองการไหลในทอที่มีคา
อัตราสวนลักษณะ 3 คาดังนี้ (1) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 1.0, (2) ทอที่มีคาอัตราสวน
ลักษณะเทากับ 1.5 และ (3) ทอที่มีคาอัตราสวนลักษณะเทากับ 2.0 (AR2.0) โดยไดทําการจําลองการ
ไหลที่ Re 2800b =  ซ่ึงจากผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่ไดพบวาคาอัตราสวนลักษณะสงผลใหขนาด
ของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือนของเรยโนลดในแนวแกน y และใน
แนวแกน z มีขนาดที่เปลี่ยนไปจากเดิมเมื่อทอมีคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้น แตคาอัตราสวน
ลักษณะสงผลใหลักษณะการกระจายตัวของความเร็วเฉลี่ย, ความเร็วปนปวน และความเคนเฉือน
ของเรยโนลดมีแนวโนมที่จะมีลักษณะแบนราบมากขึ้นเรื่อย ๆ ในบริเวณตรงกลางทอเฉพาะใน
แนวแกน z เทานั้น สําหรับในแนวแกน y พบวาลักษณะการกระจายตัวของคาเหลานี้มีลักษณะ
คลายกันทั้งสามคาอัตราสวนลักษณะ นอกจากนั้นยังพบวาเมื่อคาอัตราสวนลักษณะเพิ่มขึ้นขนาด
ของการไหลรองแบบที่ 2 ของแพรนดทัลตัวที่อยูติดกับผนังดานบนหรือผนังดานลางของทอมีความ
รุนแรงนอยกวาตัวที่อยูติดกับผนังดานซายหรือผนังดานขวา 
 

6.2 ขอเสนอแนะ 

  จากการที่ไดพัฒนาโปรแกรมคอมพิวเตอรโดยใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนพบวา วิธีโครง
ผลึกโบลตซมันนนั้นมีขอดีคืออัลกอริทึมของวิธีนี้ไมซับซอนมากนักจึงทําใหการพัฒนาโปรแกรม
คอมพิวเตอรทําไดงายทั้งในการคํานวณแบบเครื่องเดียวและในการคํานวณแบบขนาน อยางไรก็
ตามพบวาวิธีโครงผลึกโบลตซมันนนั้นมีขอเสียคือในการคํานวณดวยวิธีนี้มีความจําเปนตองใช
หนวยความจําในการคํานวณคอนขางมากเมื่อเทียบกับวิธีอ่ืน ๆ เนื่องจากจํานวนตัวแปรที่ใชในการ
คํานวณนั้นมีมาก และในการจําลองการไหลในสามมิติดวยวิธีนี้ในปจจุบันสามารถเลือกใชไดแค
ระบบกริดแบบสม่ําเสมอเทานั้นรวมไปถึงระยะหางระหวางจุดตองมีระยะเทากันตลอดทุกทิศทาง
ในการคํานวณ เนื่องจากระบบกริดแบบไมสม่ําเสมอรวมไปถึงระบบกริดแบบไรโครงสรางสําหรับ
วิธีโครงผลึกโบลตซมันนใหผลลัพธที่มีความถูกตองนอยกวาระบบกริดแบบสม่ําเสมอรวมไปถึงมี
เสถียรภาพในการคํานวณคอนขางต่ําอีกดวย และจากขอจํากัดขอนี้จึงจําเปนตองใชจํานวนจุดในการ
คํานวณคอนขางมากซึ่งก็สงผลใหจํานวนหนวยความจําที่ตองการใชนั้นมากขึ้นไปอีก 
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  จากขอจํากัดเกี่ยวกับระบบกริดที่สามารถใชได, จํานวนหนวยความจําที่ตองการใชในการ
คํานวณ รวมไปถึงเครื่องคอมพิวเตอรที่มีนั้นมีจํานวนจํากัด ไดสงผลใหผลลัพธที่ไดจากการจําลอง
เชิงตัวเลขโดยตรงนั้นมีความถูกตองนอยกวาที่ควรจะเปนเนื่องจากจํานวนจุดที่ใชในการคํานวณใน
บางสวนของโดเมนนั้นมีจํานวนนอยเกินไป ดังนั้นควรพัฒนาวิธีโครงผลึกโบลตซมันนใหสามารถ
ใชงานไดกับระบบกริดแบบไมสม่ําเสมอรวมไปถึงระบบกริดแบบไรโครงสรางที่มีความถูกตอง
และเสถียรภาพในการคํานวณเทากับหรือใกลเคียงกับระบบกริดแบบสม่ําเสมอ 
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การเพิ่มความเร็วในการคํานวณสําหรับแบบจําลองการชน MRT 
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  เนื่องจากแบบจําลองการชน MRT นั้นมีรูปสมการอยูในรูปเมตริกซและการคํานวณของ
สมการที่อยูในรูปเมตริกซนั้นจะยุงยากกวาสมการที่อยูในรูปพีชคณิต อยางไรก็ตามเนื่องจาก 
Transformation Matrix และ Diagonal Relaxation Matrix นั้นเปนคาคงที่ตลอดการคํานวณ สามารถ
เปลี่ยนรูปสมการ (3-17) จากสมการที่อยูในรูปเมตริกซเปนสมการพีชคณิตได ดังนี้ 
 
 1. หาคาของเมตริกซ 1−M S  กอนที่จะเขาสูลูปหลักของการคํานวณ ดังนี้ 

  

  

1 2 5

1 3 6 8 9 14

1 3 6 11 12 14

1 3 6 8 9 14
1

1 3 6 11 12 14

1 4 7 8 10 11 13 15

1 4 7 8 10 11 13 15

1 4 7 8 10 11 13 15

1 4 7 8 10 11 13 15

0 0 0 0 0 0
0 0 0

0 0 0
0 0 0

0 0 0
0
0
0
0

c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c
c c c c c c c c
c c c c c c c c
c c c c c c c c
c c c c c c c c

−

−⎡
⎢ − − −⎢
⎢ − − − −
⎢

− − −
= − − − −

− − −
− − − −

− − −⎣

M S

⎤
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥

⎦

 (ก-1) 

 

เมื่อ  3 3 3 51 2 2 2 4
1 2 3 4 5 6 7 8 9; ; ; ; ; ; ; ;

9 9 36 18 9 18 36 6 6
s s s ss s s s sc c c c c c c c c= = = = = = = = =  

 5 6 7 7 8 9
10 11 12 13 14 15; ; ; ; ;

12 6 6 12 4 4
s s s s s sc c c c c c= = = = = =  

 
 2. ทําการหา Collision Operator ที่อยูในรูปพีชคณิต 
  จาก Collision Operator ของแบบจําลองการชน MRT  

 
  ( ) ( )1 , ,eqr x t r x t− ⎡ ⎤Ω = −⎣ ⎦M S  (ก-2) 

 
เมื่อ 0 8,...,⎡ ⎤Ω = Ω Ω⎣ ⎦

T  และสามารถหาคา iΩ  ไดดังนี้ 
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  (1) (1) (1)
0 1 0 2 1 5 2c r c r c rΩ = − +  (ก-3a) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 0 3 1 6 2 8 3 9 4 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − + − +  (ก-3b) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

2 1 0 3 1 6 2 11 5 12 6 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − + − −  (ก-3c) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

3 1 0 3 1 6 2 8 3 9 4 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − − + +  (ก-3d) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1)

4 1 0 3 1 6 2 11 5 12 6 14 7c r c r c r c r c r c rΩ = − − − + −  (ก-3e) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

5 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + + + + + +  (ก-3f) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

6 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + − − + + −  (ก-3g) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

7 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + − − − − +  (ก-3h) 

 
  (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

8 1 0 4 1 7 2 8 3 10 4 11 5 13 6 15 8c r c r c r c r c r c r c r c rΩ = + + + + − − −  (ก-3i) 

 
เมื่อ (1) eq

i i ir r r= −  จากนั้นทําการหาคา ir  จากสมการ (3-21) ดังนี้ 

 
  0 0 1 2 3 4 5 6 7 8r f f f f f f f f f= + + + + + + + +  (ก-4a) 

 
  ( )1 0 1 2 3 4 5 6 7 84 2r f f f f f f f f f= − − − − − + + + +  (ก-4b) 

 
  ( )2 0 1 2 3 4 5 6 7 84 2r f f f f f f f f f= − − − − + + + +  (ก-4c) 

 
  3 1 3 5 6 7 8r f f f f f f= − + − − +  (ก-4d) 
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  4 1 3 5 6 7 82 2r f f f f f f= − + + − − +  (ก-4e) 

 
  5 2 4 5 6 7 8r f f f f f f= − + + − −  (ก-4f) 

 
  6 2 4 5 6 7 82 2r f f f f f f= − + + + − −  (ก-4g) 

 
  7 1 2 3 4r f f f f= − + −  (ก-4h) 

 
  8 5 6 7 8r f f f f= − + −  (ก-4i) 

   
ให   (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)

1 1 0 2 2 1 3 5 2 4 3 1 5 6 2 6 8 3 7 9 4; ; ; ; ; ;a c r a c r a c r a c r a c r a c r a c r= = = = = = =  

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
8 14 7 9 11 5 10 12 6 11 4 1 12 7 2 13 10 4 14 11 5; ; ; ; ; ;a c r a c r a c r a c r a c r a c r a c r= = = = = = =  

 (1) (1)
15 13 6 16 15 8;a c r a c r= =  

 
จะได Collision Operator ในรูปอยางงายสําหรับการเขียนคอมพิวเตอรโปรแกรมดังนี้ 

 
  0 1 2 3a a aΩ = − +  (ก-5a) 

 
  1 1 4 5 6 7 8a a a a a aΩ = − − + − +  (ก-5b) 

 
  2 1 4 5 9 10 8a a a a a aΩ = − − + − −  (ก-5c) 

 
  3 1 4 5 6 7 8a a a a a aΩ = − − − + +  (ก-5d) 

 
  4 1 4 5 9 10 8a a a a a aΩ = − − − + −  (ก-5e) 

 
  5 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + + + + + +  (ก-5f) 
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  6 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + − − + + −  (ก-5g) 

 
  7 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + − − − − +  (ก-5h) 

 
  8 1 11 12 6 13 14 15 16a a a a a a a aΩ = + + + + − − −  (ก-5i) 

 
และสามารถเขียนสมการสําหรับแบบจําลองการชน MRT ใหมไดดังนี้ 

  
  ( ) ( ), , , 0,..., 1i i i if x e t t t f x t i m+ Δ + Δ = −Ω = −  (ก-6) 

 
และสามารถเขียนขั้นตอนการคํานวณของแบบจําลองการชน MRT ใหมไดดังนี้ 

 
  Collision Step:   ( ) ( ), ,i i if x t t f x t+ Δ = −Ω   (ก-7a) 

 
  Streaming Step: ( ) ( ), ,i i if x e t t t f x t t+ Δ + Δ = + Δ  (ก-7b) 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ภาคผนวก ข 
 

สรุปรายละเอียดของการจําลองการไหลเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบ
ปนปวนที่ใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในงานวิจัยนี้ 
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  ในการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงสําหรับการไหลแบบปนปวนโดยใชวิ ธีโครงผลึก     
โบลต ซมั นน นั้ น  ในช ว ง เ ริ่ ม ต นขอ งก า รคํ า น วณในทุ ก ก รณี  ( ยก เ ว นก รณี ทดสอบ
กับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดละเอียด) ไดทําการรบกวนคา Distribution Function เพื่อให
การไหลในการจําลองการไหลเปลี่ยนไปเปนการไหลแบบปนปวนไดเร็วข้ึน สําหรับกรณีทดสอบ
กับ  Gavrilakis (1992) ที่คํ านวณบนกริดละเอียดนั้นไดนําคา  Distribution Function ของกรณี
ทดสอบเดียวกันแตคํานวณบนกริดหยาบมาใชเปนคาเริ่มตน หลังจากการไหลเริ่มเปนการไหลแบบ
ปนปวนแลวจึงเริ่มเก็บคาความเร็วและความดัน ณ เวลานั้น ๆ เพื่อนํามาหาคาเฉลี่ยตาง ๆ โดยการ
เก็บคานั้นไปจนกระทั่งการไหลเขาสูสภาวะคงตัวในเชิงสถิติ และไดทําการเก็บทุก ๆ 100 รอบของ
การคํ านวณ  (ยกเวนกรณีทดสอบกับ  Gavrilakis (1992) ที่ คํ านวณบนกริดละ เอี ยดที่ เ ก็บ   
ทุก ๆ 500 รอบของการคํานวณ) 
  รูปที่  ข .1 และ  ข .2 แสดงตัวอยางของความเร็วที่แปรเปลี่ยนกับเวลา  โดยได เ ลือก
ความเร็ว ux ของกรณีทดสอบกับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดหยาบมาแสดง จะเห็นไดวา
เมื่อคํานวณ  15t+ ≈ ( Ht tu Dτ

+ = ) การไหลได เ ร่ิมเปนการไหลแบบปนปวนจึงได เ ร่ิมเก็บ
คา ณ เวลานี้สําหรับในกรณีนี้ สวนในกรณีอ่ืน ๆ นั้นก็ไดทําแบบเดียวกัน (ยกเวนกรณีทดสอบ
กับ Gavrilakis (1992) ที่คํานวณบนกริดละเอียดเนื่องจากในกรณีนี้คาเริ่มตนที่นํามาใชเปนลักษณะ
ของการไหลแบบปนปวนอยูแลวจึงสามารถเริ่มเก็บคาเพื่อนําไปหาคาเฉลี่ยไดเลย) สําหรับ
รายละเอียดตาง ๆ สําหรับการจําลองเชิงตัวเลขโดยตรงโดยใชวิธีโครงผลึกโบลตซมันนในงานวิจัย
นี้ไดสรุปไวในตารางที่ ข.1 
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รูปที่ ข.1 แสดงตัวอยางของความเร็ว ux ณ จุด ๆ หนึ่งที่ตาํแหนง 2x/H = 6.0, 2y/H = 2z/H = 1.0  

 

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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รูปที่ ข.2 แสดงตัวอยางของความเร็ว ux ณ จุด ๆ หนึ่งที่ตาํแหนง 2x/H = 6.0, 2y/H = 2z/H = 1.0  
   (ขยายจากรูปที่ ข.1) 
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ภาคผนวก ค 
 

บทความที่ไดรับการตีพิมพเผยแพร 
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