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 Generally, the study and analysis of linear viscoelasticity materials is to 

investigate the relationship between input (stress or strain) on such materials and 

output (strain or stress) that occurs from the response of such materials. The control 

theory can be used to find out the dynamic responding behavior of materials. 

In the present study, the transfer function synthesis is proposed to accurately 

describe the properties of the linear viscoelasticity materials, such as, creep, stress 

relaxation and recovery behaviors of materials. The viscosity, elasticity, and input 

frequency from the experimental set-up are measured. To determine the transfer 

function coefficients, the least square method, the weighting least square method with 

input frequency, and the weighting least square method with variance are used. The 

results will be used to develop more efficient experimental set-up. 
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 เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของโพลิเอทิลีนที่ม ี 

 ความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene  

 เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-100 Hz,  = 1 .........................................................159 0a

4.17 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง  และสวนจินตภาพกับความถี ่
 เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของโพลิเอทิลีนที่ม ี

 ความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene  

 เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-100 Hz,  = 1 .........................................................165 0a
 

 
 



 

คําอธิบายสญัลักษณและคํายอ 

 
b     คาคงที่ของตัวหนวง 
E  มอดุลัสของยังตามความยาว 
F แรง 
F(t) แรงกระทําภายนอก ณ เวลา t ใด ๆ 
G  มอดุลัสของการเฉือน 

( )G ω∗  คามอดุลัสเชิงซอน (Complex  modulus)  
( )G ω′  คามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage  modulus) 
( )G ω′′  คามอดุลัสสูญเสีย (Loss  modulus) 

( )J t   ฟงกชันความหยุนของการยนิยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) 
J ∗  คาฟงกชันความหยุนเชิงซอน (Complex compliance  modulus)  
J ′  คาฟงกชันความหยุนพลังงานสะสม (Storage compliance) 
J ′′  คาฟงกชันความหยุนสูญเสีย (Loss compliance) 
k คาคงที่ของสปริง 
M          มวล 
X การขจัด 
ε   ความเครียดตามความยาว 

0ε        ความเครียดคงที่ (Strain) 
ε  ความเร็วของการเปลี่ยนรูปตามยาว 
γ  ความเครียดเฉือน (Shear strain) 

0γ  ความเครียดเฉือนคงที่ (Shear strain) 
γ  ความเร็วของการเปลี่ยนรูปจากการเฉือน 

Eη  ความหนืดตามความยาว 
η  ความหนืดจากการเฉือน 
η∗  ความหนืดเชิงซอน (Complex viscosity) 
η′  Dynamic viscosity 
η′′  Out of phase viscosity 
σ   ความเคน 



บทที่ 1                                                                               
บทนํา 

 

1.1  ความเปนมาและความสําคัญของปญหา 

โดยทั่วไปเมื่อกลาวถึงสมบัติเชิงกลของวัสดุแลว วัสดุในอุดมคติที่เปนที่รูจักกันดี  คือ 
ของแข็งยืดหยุน (Elastic solid)  และของเหลวหนืด (Viscous liquid) โดยของแข็งยืดหยุนนั้น      
เมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูในสมดุลใหม  แตเมื่อแรง
กระทํานั้นถูกลดใหเปนศูนย  วัสดุก็จะคืนสภาพกลับสูรูปรางหรือสมดุลดังเดิมทันที (ยกเวนในกรณี
ที่ผานจุดคราก (Yield)) ตรงกันขามกับของเหลวหนืดที่จะเปลี่ยนแปลงรูปรางอยางไมสามารถคืน
ตัวกลับมาอยูในสภาพเดิม  เมื่อไมมีแรงกระทําแลว ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของฮุค 
(Hook’s law) และกฎของนิวตัน (Newton’s law) ตามลําดับ สําหรับวัสดุบางชนิด เชน พอลิเมอร 
หรือแมแตเลือดและกลามเนื้อของมนุษย  ไมสามารถจะจัดใหอยูในกลุมของของแข็งยืดหยุนหรือ
ของเหลวหนืดได  เนื่องจากขึ้นอยูกับองคประกอบตาง ๆ  เชน  ความถี่  อุณหภูมิ  เวลา อัตราเร็วใน
การทดสอบ  เปนตน  ซ่ึงวัสดุที่มีคุณสมบัติประเภทนี้จะถูกเรียกวา  วัสดุยืดหยุนหนืด (Viscoelastic 
materials)  ซ่ึงการตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดจะแสดงคุณสมบัติที่ผสมกันระหวางของแข็ง
ยืดหยุนและของเหลวหนืด (จินตมัย สุวรรณประทีป, 2539) 

โดยทั่วไปการศึกษาเกี่ยวกับความยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity)  จะศึกษาถึงความสัมพันธ
ระหวางความเคน (Stress) และความเครียด (Strain) ที่ไมเปนสัดสวนคงที่ แตจะขึ้นอยูกับเวลาใน
การตอบสนองของวัสดุ  คือความสัมพันธนี้จะมีลักษณะที่ไมคงที่  แตจะเปลี่ยนไปตามเวลา  ซ่ึงการ
อธิบายพฤติกรรมของไหลที่เปนของเหลวหนืด จะอาศัยแบบจําลองที่ใชกระบอกของเหลวลูกสูบ 
(Dashpot) และในสวนของการอธิบายพฤติกรรมของแข็งยืดหยุนจะอาศัยแบบจําลองที่ใชสปริง 
(Spring) (Geil, 2002)  โดยแบบจําลองทั่วไปที่ใชกับวัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear 
viscoelasticity)  ไดแก แบบจําลองของแมกซเวลล (Maxwell model)  และแบบจําลองของเคลวิน-
โวค (Kelvin-Voigt model) (มนัส แซดาน, 2538) โดยสวนมากการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืด       
เชิงเสนจะพิจารณาที่ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน (Elasticity)  และความถี่ (Frequency)    
ซ่ึงคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดดังกลาวนั้น  สามารถสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได ดังนั้น  
ในการศึกษาวิจัยในครั้งนี้จึงเปนไปเพื่อการนําขอมูลที่มีอยู  อาทิเชน ความหนืด (Viscosity),        
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ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน นํามาใชในการ
เขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร  เพื่อใชในการหาคาฟงกชันการถายโอนของวัสดุนั้น ๆ  และนําไปใช
เปนแนวทางเพื่อนําไปพัฒนาองคความรูใหมเกี่ยวกับการวิจัยในระดับตอไป    
 

1.2  วัตถุประสงคการวิจัย 
1.  นําขอมูลที่มีอยู อาทิเชน ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ 

(Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน นํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนของ
วัสดุ 

 2. ใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรมสําหรับสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอน 
 

1.3  สมมติฐานของการวิจัย 
ดวยคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (ความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน 

(Elasticity)  และความถี่ (Frequency)) สามารถนํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได 
 

1.4  ขอตกลงเบื้องตน 
โปรแกรมการหาฟงกชันการถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  จะวิเคราะหโดยใช

โปรแกรม MATLAB 6.5 และ/หรือ โปรแกรม Microsoft visual studio 6.0 
 

1.5  ขอบเขตของการวิจัย 
งานวิจัยนี้ทําการศึกษาการใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรม เพื่อใชในการ

สังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนของวัสดุ โดยอาศัยคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสนของวัสดุ 
 

1.6  ประโยชนที่คาดวาจะไดรับ 
1.  ภาคการศึกษาและวิจัยที่เกี่ยวของกับวัสดุศาสตรที่มีคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสน 
2.  การออกแบบและพัฒนาอุปกรณสําหรบัการวัดความยืดหยุนหนืดเชิงเสน 



บทที่ 2                                                                               
ปริทัศนวรรณกรรมและงานวิจัยที่เกี่ยวของ 

 

2.1  สมบัติเชิงกลของวัสดุ 

โดยทั่วไปเมื่อกลาวถึงคุณสมบัติเชิงกลในวัสดุอุดมคติ จะประกอบไปดวย 
2.1.1 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน (Elastic solid) 

 คือวัสดุเมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูใน  
สมดุลใหม  เมื่อแรงกระทํานั้นลดลงเปนศูนย  วัสดุก็จะคืนสภาพกลับสูรูปรางหรือสมดุลดั้งเดิม
ทันที (ยกเวนในกรณีที่ผานจุดคราก)  ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของฮุค (Hook’s law) 

2.1.2 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติของเหลวหนืด (Viscous liquid) 
 คือวัสดุเมื่อไดรับแรงกระทําจากภายนอกก็จะมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางไปอยูใน
สมดุลใหม เมื่อแรงกระทํานั้นถูกลดใหเปนศูนย  วัสดุจะเปลี่ยนรูปรางอยางไมสามารถคืนตัว
กลับมาอยูในสภาพเดิม  เมื่อไมมีแรงกระทําแลว  ซ่ึงความสัมพันธจะเปนไปตามกฎของนิวตัน 
(Newton’s law) 

2.1.3 วัสดุท่ีมีคุณสมบัติยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity) 
 คือวัสดุที่ไมสามารถจัดใหอยูในกลุมของของแข็งยืดหยุนหรือของเหลวหนืดได  
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a) 

b) 

c) 

d) 

 

ความเคน 

ความเครียด 

ความเครียด 

ความเครียด 

Load 

Elastic 

Viscous 

Viscoelastic 

t1 t2 

 

รูปที่ 2.1 แสดงการตอบสนองของวัสดุประเภทตาง ๆ เมื่อไดรับแรงกระทํา 
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เนื่องจากเปนวัสดุที่แสดงคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและของเหลวหนืด โดยคุณสมบัติยืดหยุน
หนืดขึ้นอยูกับองคประกอบตาง ๆ เชน อุณหภูมิ เวลา อัตราเร็วในการทดสอบตัวอยาง ความถี่    
เปนตน รูปที่ 2.1 แสดงการตอบสนองของวัสดุที่มีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน, ของเหลวหนืดและ
ยืดหยุนหนืด  เมื่อวัสดุไดรับแรงเคน ณ เวลา และแรงเคนมีคาเปนศูนย ที่เวลา  พบวา สําหรับ

วัสดุที่มีคุณสมบัติของแข็งยืดหยุนจะมีการตอบสนองเปนไปตามกฎของฮุคดังแสดงในรูปที่ 1b  
สําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติของเหลวหนืดจะมีการตอบสนองเปนไปตามกฎของนิวตัน ดังแสดงใน
รูปที่ 1c และสําหรับวัสดุที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืด  จะแสดงคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและ
ของเหลวหนืดดังแสดงในรูปที่ 1d  

1t 2t

 

2.2  วัสดุยืดหยุนหนืด (Viscoelastic materials) 
วัสดุยืดหยุนหนืดเปนวัสดุซ่ึงมีคุณสมบัติทั้งของแข็งยืดหยุนและของเหลวหนืด  โดยทั่วไป

การศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืด  จะศึกษาถึงความสัมพันธระหวางความความเคนและความเครียด ซ่ึงจะ
ขึ้นอยูกับอุณหภูมิและเวลา (Zhang and Pang, 2002)  ซ่ึงสามารถจําแนกวัสดุออกไดเปน 2  ประเภท
ดังตอไปนี้ 

-  วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear viscoelasticity of materials) 
-  วัสดุยืดหยุนหนืดไมเชิงเสน (Non-linear viscoelasticity of materials) 
2.2.1 วัสดุยืดหยุนหนืดเชงิเสน (Linear viscoelasticity of materials) 

 วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน จะแสดงความสัมพันธระหวางความเคน ( ) และ
ความเครียด ( ) ซ่ึงขึ้นอยูกับเวลา หรือ ความถี่  จะมีพฤติกรรมการตอบสนองสัมพันธกัน
ระหวางความเคนและความเครียดคือ 

)(tσ

)(tε

 

Linear Viscoelasticity 
of Materials 

ความเคน )(tσ  
ความเครียด )(tε  

ความเครียด )(tε
ความเคน )(tσ  
 

 
 

รูปที ่2.2 แสดงพฤติกรรมความเปนเชิงเสนระหวางความเคนและความเครียด 

 
 เมื่อมีอินพุท (ความเคน หรือ ความเครียด) เพิ่มขึ้น ก็จะทําใหเอาพุท (ความเครียด 
หรือ ความเคน) เพิ่มขึ้นดวย (David, 1998) ทํานองเดียวกัน ถามีคาอินพุท (ความเคน หรือ
ความเครียดลดลง  ก็จะทําใหเอาพุท (ความเครียด หรือ ความเคน) ลดลงดวย  เมื่อเราพิจารณาถึง
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ทฤษฎีที่เกี่ยวของกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น  จะมีทฤษฎีที่ใชอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ สําหรับ
วัสดุในอุดมคติ  โดยทั่วไปวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะมีเงื่อนไขวา  วัสดุนั้นตองถูกกระทําที่
ความเครียดต่ํา, อุณหภูมิต่ํา และที่ชวงความถี่ต่ําในการทดสอบ  ซ่ึงโดยทั่วไปแลวในการอธิบาย
พฤติกรรมความยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น  จะใชแบบจําลองในการอธิบายพฤติกรรมการตอบสนอง
ตาง ๆ ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  อาทิเชน แบบจําลองแมกเวลส (Maxwell model), แบบจําลอง
เคลวิน-โวค (Kelvin-Voigt model) และแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน (Standard linear model)  ซ่ึง
แบบจําลองตาง ๆ เหลานี้  ชวยในการอธิบายพฤติกรรมการตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  
ซ่ึงจะประกอบไปดวย  ของแข็งยืดหยุนเชิงเสน (Linear elastic solid)  หรือสปริงที่เปนไปตามกฎ
ของฮุค (Hookean spring) ดังแสดงในรูปที่ 2.3 

 
 L 

δ  

σ  P

Eσ ε=  

 

 Eσ ε=  

 

 
รูปที่ 2.3 แสดงของแข็งยืดหยุนเชิงเสน (Linear elastic solid)  หรือสปริง 

 
และของเหลวหนืดเชิงเสน (Linear viscous fluid) หรือกระบอกสูบแบบนิวทอเนียล (Newtonian 
dashpot) (David, 1998) ดังแสดงในรูปที่ 2.4  

   
τ  

d
dt
γτ η=  

 
 
รูปที่ 2.4 แสดงของเหลวหนดืเชิงเสน (Linear viscous fluid) หรือ กระบอกสูบแบบนิวทอเนยีล 

              (Newtonian dashpot) 
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กลับมาสูสมดุลเดิม (พิจารณาที่วัสดุยังไปเกินจากความเคนจุดคราก (Yield stress)) ซ่ึงลักษณะ
ดังกลาวมีความคลายคลึงกับพฤติกรรมของของแข็งยืดหยุนดังรูปที่ 1b  ดังนั้นถาแทนแรงดวย  
ความเคน ซ่ึงมีความสัมพันธเชิงเสนกับความเครียด โดยมีคาคงที่คือ  มอดุลลัสของยัง  ซ่ึง
ความสัมพันธที่ไดกลาวมาขางตน คือ กฎของฮุก จากรูปที่ 2.3 จะไดวา 
 
 Eσ ε=  (2.1)  
  
โดยที่    

σ  =  ความเคน 
ε   =  ความเครียดตามความยาว 
E  =  มอดุลัสของยังตามความยาว 

สวนกรณกีารเปลี่ยนแปลงรปูจากการเฉือน จากรูปที่ 2.4 จะไดวา 
 

Gτ γ=  (2.2) 
 
โดยที่    

τ  =  ความเคนเฉอืน 
γ  =  ความเครียดเฉือน 
G  =  มอดุลัสของการเฉือน 

ซ่ึงคา E และคาG  เปนสมบัติเฉพาะของวัสดุ  แตสําหรับกระบอกสูบนิวทอเนียลนั้น เมื่อใหแรง
กับ กระบอกสูบแลวลดแรงที่กระทําจนเปนศูนยแลวนั้น  กระบอกสูบจะเกิดการสูญเสียพลังงานที่มี
อยูทันที ซ่ึงเมื่อสูญเสียพลังงานไปแลว  กระบอกสูบก็จะไมสามารถกลับคืนสูสมดุลเดิมได               
ซ่ึงพฤติกรรมที่เกิดขึ้นนี้มีความคลายคลึงกับลักษณะของของเหลวหนืดดังรูปที่ 1c  คือ  เมื่อลดแรง
กระทําลงจนเปนศูนยแลว  ของเหลวหนืดจะไมสามารถกลับสูสมดุลเดิมได  สําหรับของเหลวหนืด
อาจกลาวไดวาความสามารถในการไหลของวัสดุหรือความเร็วในการไหลจะแปรผันกับความเคน
ของวัสดุนั้น ๆ  ซ่ึงก็คือกฎของนิวตันสําหรับของไหลนั่นเอง (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  จะไดวา 
 

Eσ η ε=  (2.3) 
  
โดยที ่

σ  =  ความเคน 
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ε  =  ความเร็วของการเปลี่ยนรปูตามยาว 

Eη  =  ความหนืดตามความยาว 
สวนกรณกีารเปลี่ยนแปลงรปูจากการเฉือน จะไดวา 
 

τ ηγ=  (2.4) 
 
โดยที่    

τ  =  ความเคนเฉอืน 
γ   =  ความเร็วของการเปลี่ยนรปูจากการเฉือน 

  η  =  ความหนืดจากการเฉือน 
ซ่ึงถานําสปริงและกระบอกสูบนิวทอเนียลมาประกอบเขาดวยกัน  ก็จะสามารถอธิบายพฤติกรรม
การตอบสนองของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได  โดยพฤติกรรมที่มีความสําคัญสําหรับวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน คือ  การคืบ (Creep),  การพักความเคน (Stress relaxation) และการคืนรูป (Recovery) 
โดยพฤติกรรมเหลานี้มีความสําคัญสําหรับการทํานายคุณสมบัติของผลิตภัณฑของพอลิเมอรได  
เมื่อมีการใชงานที่มีความเคนหรือความเครียดตอเนื่องเปนเวลานาน  เชน  ยางรัดของ, ทอแกสความ
ดันสูง, ยางรองคอสะพาน (มนัส แซดาน, 2537) หรือเปนพฤติกรรมที่ชวยในการทํานายไดวา
กระบวนการผลิตอาหารมีตัวแปรใดบางที่มีผลกระทบกับการบํารุงรักษาผลิตภัณฑอาหารที่ผลิต
ออกมา  เปนตน  

2.2.2 วัสดุยืดหยุนหนืดไมเชิงเสน (Non-linear viscoelasticity of materials) 
 โดยธรรมชาติแลววัสดุจะแสดงคุณสมบัติเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน ดังที่ไดกลาว
มาแลวนั้น  เมื่อคาความเคนและความเครียดมีคาต่ําคาหนึ่ง  แตเมื่อความเคนหรือความเครียดมีคา
สูงเกินระดับนั้นแลว วัสดุจะแสดงคุณสมบัติยืดหยุนหนืดไมเชิงเสนแทน  โดยความสัมพันธของ   
ความเคนและความเครียดนั้นนอกจากจะขึ้นอยูกับเวลาแลว  ยังขึ้นอยูกับระดับของคาความเคน 
และความเครียดอีกดังรูปที่ 2.5 โดย ( ) ( ,t f )tε σ=  หรือ ( ) ( ,t f )tσ ε=  โดยพบวา วัสดุยืดหยุนหนืด      
ไมเชิงเสนจะไมไดขึ้นกับเวลาเพียงอยางเดียว  แตจะขึ้นอยูกับระดับของความเคนและความเครียด  
ซ่ึงอิทธิพลที่มีผลกับความเปนเชิงเสนและไมเปนเชิงเสนของวัสดุยืดหยุนหนืด  คือ  อุณหภูมิ และ 
Anisotropy ซ่ึงถาอุณหภูมิมีคาสูงขึ้น  จะทําใหความไมเปนเชิงเสนมีคามากขึ้น  และสําหรับกรณี
ของ Anisotropy นั้น  ระดับหรือลักษณะของการเกิด Anisotropy  ในวัสดุยืดหยุนหนืดจะมีผลทําให
ระดับความไมเปนเชิงเสนของวัสดุช้ินนั้น ๆ แตกตางกันได  ซ่ึงสําหรับงานวิจัยฉบับนี้จะเนน
การศึกษาเฉพาะวัสดุยืดหยุนหนืดแบบเชิงเสนเทานั้น  
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Linear behavior 

Non-Linear behavior 

ความเคน σ  

ความเครยีด ( )ε

21tt

2t

2t
12 > tt  

 
 

รูปที่ 2.5 แสดงความสัมพันธของความเคนและความเครียดของวัสดุยดืหยุนเชิงเสนและ 
 การยืดหยุนไมเชิงเสนของวสัดุ 
 

2.3  พฤติกรรมของวัสดยุืดหยุนหนืด (Viscoelastic behaviors) 
ตามที่ไดกลาวมาในหัวขอที่ผานมา   พบวาพฤติกรรมที่สําคัญที่ชวยในการทดสอบ        

วัสดุยืดหยุนหนืด คือ การคืบ (Creep),  การพักความเคน (Stress relaxation) และการคืนรูป 
(Recovery)  ในหัวขอนี้จะกลาวถึงพฤติกรรมเหลานี้  เพื่อเพิ่มความเขาใจในการศึกษาคุณสมบตัขิอง
วัสดุยืดหยุนหนืด  

2.3.1 การคืบ (Creep) 
 การคืบเปนการศึกษาการเปลี่ยนแปลงรูปรางของวัสดุที่เปนฟงกชันของเวลา  เมื่อมี
แรงกระทําตอวัสดุดังแสดงในรูปที่ 2.6 การเปลี่ยนแปลงความเคนและความเครียดกับเวลา
สอดคลองกับการคืบ ที่เวลา t  ความเครียดที่ตอบสนองตอความเคนเกิดขึ้นอยางทันทีทันใด  
ซ่ึงเปนการตอบสนองของสวนที่ยืดหยุนสมบูรณ  แตที่เวลา  พบวาความเครียดจะเพิ่มขึ้น  
อยางชา ๆ  และไมเปนเชิงเสน  ซ่ึงเกิดการไหลหนืดและเปนของไหลแบบนอนนิวทอเนียน (Non-
newtonian fluid)  เมื่อเวลา 

0=

0t >

t α→  ความเครียดจะมีคาคงที่  แสดงวาเขาสูสมดุลใหมซ่ึงถือวาเปน
คุณสมบัติของของแข็งยืดหยุน  การคืบเปนการศึกษาคุณสมบัติเฉพาะของวัสดุ  เพื่อบงบอกสภาวะ
การไหลของวัสดุยืดหยุนหนืดใด ๆ  ซ่ึงสิ่งที่ไดจากการวัดคาการเปลี่ยนแปลงรูปหรือความเครียด
กับเวลา  ทําใหเราสามารถนิยามฟงกชันของ  ซ่ึงแสดงการยินยอมใหมีการเปลี่ยนรูปเกิดขึ้น  
หรือเรียกวาฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) ซ่ึงสําหรับวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะไดวา

(J t)
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M 

M 

0ε

1ε
0t =

t t=
 

 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.6 แสดงคุณสมบัติการคืบของวัสดุ

 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปจากการเฉือน 
 

0

( )J t γ
τ

=  (2.5) 

 
โดยที ่

( )J t  =  ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) 
γ     =  ความเครียดเฉือน (Shear strain) 

0τ   =  ความเคนเฉอืนคงที่ 
 

 

(a) (b) 
เวลา เวลา 

ความเคน ความเครียด  
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.7 แสดงการเปลี่ยนแปลงของความเคนและความเครียดกับเวลา (a) ความเคนคงที่

 (b) การตอบสนองของความเครียดที่เกิดขึ้น 
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จากรูปที่ 2.7 แสดงการเปลี่ยนแปลงของความเครียดกับเวลา เมื่อไดรับความเคนคงที่คาหนึ่ง   
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปตามยาว 
 

0

( )J t ε
σ

=  (2.6) 

 
โดยที่    

( )J t  =  ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Creep compliance) 
ε       =  ความเครียด (Strain) 

0σ     =  ความเคนคงที่ 
ซ่ึงคาฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป จะขึ้นอยูกับเวลาเพียงอยางเดียว โดยเมื่อ
คา  มีคามาก แสดงวาวัสดุมีคาความหนืดนอย  ( )J t ซ่ึงการวัดการคืบเปนวิธีการทดสอบวัสดุโดย
วัดการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เพิ่มขึ้นภายใตแรงกระทําคงที่  สามารถทําการทดสอบไดหลายวิธีเชน  
การวัดการคืบแบบยืดตัว (Tension),  ยุบตัว (Compression)  และการเฉือน (Shear) การวัดการคืบ
แบบยุบตัวนิยมใชในการทดสอบงานที่ตองรองรับน้ําหนักอยูตลอดเวลา  เชน  ยางรองฐานของ
อาคาร  ยางรองฐานเครื่องจักรกล  ยางรองคอสะพาน  ถายางมีการคืบมาก  ในกรณีของยางรองฐาน
เครื่องจักรกล  ก็อาจจะทําใหเครื่องจักรเกิดความเสียหายได  เปนตน 

2.3.2 การพักความเคน (Stress relaxation ) 
 การพักความเคนเปนพฤติกรรมของวัสดุยืดหยุนหนืด  เมื่อมีความเครียดที่มีคาคงที่ 
คาหนึ่งกระทําตอวัสดุ  ซ่ึงการตอบสนองของความเคนจะมีคาลดลงดังแสดงในรูปที่ 2.8  การพัก
ความเคนเปนวิธีการทดสอบโดยการวัดความเคนหรือแรงที่ลดลงตามเวลา  สําหรับวัสดุพอลิเมอร       
อาทิเชน ยาง  เมื่อทําใหยางมีการเปลี่ยนแปลงรูปรางคงที่  นิยมใชในการทดสอบปะเก็นยาง 
(Rubber gasket)  แหวนยาง (O–ring)  สําหรับใชในงานเชื่อมอัดรอยตอ  เพื่อปองกันการรั่วไหลของ
ของเหลวขณะใชงาน  เมื่อยางถูกอัดในบริเวณพื้นที่ที่จํากัดของรอยตอจะทําใหเกิดความเคน   
(ความดัน) ขึ้นในยาง    ซ่ึงปองกันไมใหของเหลวไหลผานรอยตอได   เมื่อใชงานเปนระยะเวลา 
นาน ๆ  ความเคน (ความดัน) ของยางจะคอย ๆ ลดลง  ในที่สุดความดันของของเหลวจะสูงกวา
ความเคน (ความดัน) ของยาง  ทําใหของเหลวรั่วไหลออกมาได  ดังนั้นการออกแบบรูปรางและ
สูตรของยางที่ใชสําหรับงานประเภทนี้จึงมีความสําคัญเปนอยางยิ่ง (กาจพันธ  สกุลแกว, 2547)  
จากที่ไดกลาวมาแลวนั้นพบวา  การคืบและการพักความเคนนั้นเปนปรากฏการณที่สําคัญของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด  การพักความเคนบอกถึงความสามารถของวัสดุในเชิงความยืดหยุน (Elastic)  หรือ  
อีกนัยหนึ่งก็คือความสามารถในการตานการเปลี่ยนรูปของวัสดุนั่นเอง  ซ่ึงสําหรับวัสดุบางชนิด  

 



163
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เชน  พอลิเมอร  การพักความเคนจะเกี่ยวของโดยตรงกับการเปลี่ยนแปลงไปของลักษณะโครงรูป
ของโซพอลิเมอร (สมบัติ พุทธจักร, 2547)   ซ่ึงสามารถนิยามคามอดูลัสหรือฟงกชันการพัก     
ความเคนไดทั้งแบบเฉือนและแบบตามยาว  
 
 

 
 
 
 
 
 

 

(b) 
เวลา 

(a) 
เวลา 

ความเคน ความเครียด 

 

รูปที่ 2.8 แสดงการลดลงของความเคนเปนฟงกชันกับเวลา (a) ความเครียดคงที่ 
 (b) การตอบสนองของความเคนที่เกิดขึน้ 
 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปจากการเฉือน 
 

0

( )G t τ
γ

=  (2.7) 

 
โดยที ่

( )G t  =  มอดุลัสของการเฉือน
τ    =  ความเคนเฉอืนคงที่  

0γ    =  ความเครียดเฉือนคงที่ (Shear strain) 
กรณีการเปลี่ยนแปลงรูปตามยาว 

 

0

( )( ) tE t σ
ε

=  (2.8) 
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โดยที่  
( )E t  =  มอดุลัสของยัง (Young's modulus)

σ     =  ความเคน (Stress)  

0ε    =  ความเครียดคงที่ (Strain) 
ฟงกชันการคืบและฟงกชันการพักความเคน  สามารถทํานายพฤติกรรมพื้นฐานของวัสดุประเภท 
นั้น ๆ ได  ซ่ึงมีความสําคัญอยางมากตอการวิเคราะหผลิตภัณฑ  เมื่อมีการใชงานที่มีความเคนหรือ
ความเครียดตอเนื่องเปนเวลานาน 

2.3.3 การคืนรูป (Recover) 
 การคืนรูปเปนปรากฏการณที่ตอเนื่องมาจากการคืบและการพักความเคน หลังจาก เอา
ความเคนหรือความเครียดออก  ซ่ึงวัสดุยืดหยุนหนืดจะมีคุณสมบัติอยูระหวางวัสดุยืดหยุน และวสัดุ
ของเหลวหนืด  ดังนั้นการหดกลับของวัสดุพวกนี้จึงเกิดขึ้นไดบางสวน  หรือบางสวนผิดรูปไป ดัง
รูปที่ 2.9  การวัดการคืนรูปเปนวิธีการทดสอบโดยการวัดการเปลี่ยนแปลงรูปรางที่เกิดขึ้น หลังจาก
ปลอยแรงที่กระทําใหวัสดุยืดหยุนหนืดมีการเปลี่ยนแปลงรูปราง  นิยมใชในการทดสอบ  พอลิเมอร
จําพวกยางสําหรับใชในงานที่ตองรองรับนํ้าหนักหรือแรงอัดอยูตลอดเวลา เชน       ปะเก็นยาง,  
แหวนยาง ,  ยางรองฐานเครื่องจักรกล , ยางรองคอสะพาน , ยางขอบกระจก   เพื่อประเมิน
ความสามารถในการคืนสูรูปรางเดิมของยาง  หลังจากทําใหมีการเปลี่ยนรูปรางหรือถูกอัดภายใต
แรงอัด  ซ่ึงจะสงผลตอประสิทธิภาพของยางในการรักษาระดับความสามารถในการรองรับนํ้าหนัก
หรือแรงอัด  การผิดรูปอยูตัวเกิดขึ้นเมื่อยางขณะอยูภายใตความเคน (Stress)  หรือแรงที่กระทํา 
(ไดแก แรงดึง แรงอัด หรือแรงเฉือน) เปนระยะเวลาหนึ่ง เชน เปนวันหรือสัปดาห ทําใหเกิด
ความเครียด (Strain) ภายในโครงสรางโมเลกุลที่มีการเชื่อมโยง โครงสรางโมเลกุลเหลานั้นจะ
พยายามปรับตัวเพื่อผอนคลายความเครียดที่เกิดขึ้น โดยเกิดการเลื่อนไถลระหวางกันจนกระทั่ง  
ขาดออก จากนั้นเกิดการจัดโครงสรางการเชื่อมโยงใหม โครงสรางที่เกิดจากการเชื่อมโยงใหมนี้มี
เสถียรภาพมากกวาเดิม และตานการกลับคืนสูรูปเดิมของยางหลังจากปลอยจากความเคนหรือแรงที่
กระทํา   อัตราการเกิดการผิดรูปอยูตัวของยางเมื่ออยูภายใตความเคนหรือแรงที่กระทําขึ้นอยูกับ
อุณหภูมิที่สูงขึ้นและปริมาณของออกซิเจน (ซ่ึงเปนตัวเรงปฏิกิริยาการขาดของโครงสรางที่มี      
การเชื่อมโยงระหวางโมเลกุล (Devulcanisation)  การทดสอบการผิดรูปอยูตัวของยางนอกจากเปน
การทดสอบเพื่อประเมินประสิทธิภาพของยางในการคืนสูรูปเดิม  ซ่ึงสงผลตอคุณภาพของยาง    
เมื่อใชงานภายใตแรงอัดหรือน้ําหนักกดคงที่แลว  ยังเปนการตรวจสอบเพื่อควบคุมคุณภาพ 
(Quality control check) ผลที่ไดบอกใหทราบถึงสถานะการคงรูป (State of cure) ของชิ้นทดสอบ
ยางนั้น  ช้ินทดสอบยางที่ใชเวลาในการคงรูป (Cure) ตํ่ากวาจุดที่เหมาะสม (Undercured test piece)  
จะใหคาการผิดรูปอยูตัวคอนขางสูง  การทดสอบการผิดรูปอยูตัวของยางอาจทดสอบในลักษณะ
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ของการยืดตัวหรือการยุบตัวภายใตความเคนคงที่ (Constant stress) หรือความเครียดคงที่ (Constant 
strain) ก็ได (กาจพันธ สกุลแกว, 2547) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

viscoelasticviscous 

t

viscoelastic

elastic 

elastic viscous 

σ  effect 

relaxation recover 

σ  

 

รูปที่ 2.9 แสดงระหวางการพักความเคนและการคืนรูปของวัสดุยืดหยุนหนดื
 

2.4 คุณสมบัติเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด (Dynamic properties of viscoelastic) 
การศึกษาทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืดนั้นมีหลายรูปแบบ  เชน  การดึง  การกด หรือ

การเฉือน  ทั้งที่มีคุณสมบัติเชิงเสนและไมเปนเชิงเสน  โดยการกระตุนและการวัดการตอบสนอง
ของวัสดุ  การกระตุนอาจเปนแบบฉับพลัน  หรือแบบตอเนื่อง  หรือแบบฮารมอนิก  ซ่ึงจากขอมูล  
ที่วัดไดนําไปสูการวิเคราะหและคํานวณหาคาคงที่  ซ่ึงแสดงสมบัติเฉพาะ  ตลอดจนชี้ใหเห็นถึง
ความสัมพันธตาง ๆ ระหวางฟงกชันทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืด  นอกจากนี้การกระตุนเปน
จังหวะของรอบความถี่  ที่เรียกวาการทดลองเชิงพลวัต  ยังสามารถกระทําไดใหหองปฏิบัติการ     
ซ่ึงมีขอดีคือ  ผลจากน้ําหนักของตัวอยางที่นํามาทดลอง  จะไมมีผลกระทบกับคาตาง ๆ ที่วัดได   
เมื่อการกระตุนเปนจังหวะเชิงพลวัตโดยการเฉือน  เนื่องจากทิศทางแรงเฉือนตั้งฉากกับทิศทางของ
น้ําหนัก (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  

2.4.1 ฟงกชนัการพกัเชิงพลวัต (Dynamic relaxation functions) 
 การศึกษาทางรีโอโลยีอีกรูปแบบหนึ่ง  คือ  การศึกษาการตอบสนองเชิงพลวัต
โดยเฉพาะการทดลองแบบเฉือน  เชนการใหความเคนแลววัดความเครียด  หรือการใหความเครียด
แกระบบแลววัดความเคนที่เกิดขึ้น  ซ่ึงวิธีการดังกลาวนําไปสูการหาฟงกชันสมบัติยืดหยุนหนืด
เชิงซอนของวัสดุนั้น ๆ ได  ซ่ึงฟงกชันการพักเปนการทดลองโดยการสมมติความเคนเฉือน  การทํา
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กับวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยมีคาเทากับ 0 sin tγ γ ω=   โดยคา 0γ   คือ  คาแอมพลิจูดของความเครียด
หรือความเครียดสูงสุด  และ  ω  คือความถี่ที่ ใชกระตุนระบบ    ซ่ึงจากการทดลองพบวา                
การตอบสนองของคาความเคนเฉือนมีมุมเฟสที่แตกตางจากคาความเครียดเทากับคา ๆ หนึ่ง       
โดยมุมเฟสมีคาตางกัน  ซ่ึงสามารถเขียนสมการการตอบสนองของความเคนไดดังสมการ (2.9) 
 

0( ) sin( )t tτ τ ω δ= +     (2.9) 
 
โดยที่

δ   คือ  มุมของเฟสตาง  
ดังนั้นจึงสามารถนิยามสองฟงกชันมอดุลัสเชิงพลวัต  ซ่ึงกราฟที่ไดจะแสดงคุณสมบัติเฉพาะ      
ของวัสดุยืดหยุนหนืดที่อุณหภูมิคาหนึ่ง  ซ่ึงเกี่ยวของกับพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ 

( )G ω′  และพลังงานที่สูญเสียเปนความรอนในระหวางการเปลี่ยนรูป (Loss modulus)  คือ  
( )G ω′′  ซ่ึงก็คือมอดุลัสเชิงซอนนั่นเอง  ซ่ึงฟงกชันมอดุลัส (G )ω′  และ (G )ω′′  จะแสดง

คุณสมบัติเฉพาะและสามารถแสดงในรูปมุมของเฟสตาง δ  ระหวางความเคนและความเครียดที่
เกิดขึ้นพรอมกับความเคนสูงสุด 0τ   และความเครียดสูงสุด 0γ  สําหรับความถี่ ω  คือ 

 

( ) 0

0

cosG τω δ
γ

′ =  (2.10) 

 

( ) 0

0

sinG τω δ
γ

′′ =  (2.11) 

 
และจากสมการ (2.10) และ (2.11) มุม  δ  ยังแสดงมุมซ่ึงเกี่ยวของกับการเสียพลังงานคือ  

 
( )
( )

tan
G
G

ω
δ

ω
′′

=
′

 (2.12) 

 
ซ่ึงสามารถแสดงอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนคือ 

 
( )( ) ( )G j G jGω ω ω∗ ′ ′′= +  (2.13) 
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( )( ) ( )( )( )
1

2 2( )G j G Gω ω ω∗ ′ ′′= +
2  (2.14) 

  
2.4.2 ฟงกชันความหยุนเชิงพลวัต (Dynamic creep compliance function) 

 นอกจากนี้ยังสามารถแสดงฟงกชันความหยุนที่แสดงการยินยอมแกการเปลี่ยนรูป 
เชิงพลวัต  ไดในรูปของจํานวนเชิงซอนพรอมทั้งแสดงความสัมพันธกับ ( )J ( ) ( ),  G Gω ω′ ′′  
และ (G j )ω∗  คือ 

 

( ) ( ) ( ) 0

0

(cos sin )J j J jJ jεω ω ω δ
σ

∗ ′ ′′= − = − δ  (2.15) 

 
( )
( )2

0
2

0

1( ) cos
( ) 1 tan ( )

G
J

GG j
ω εω δ

σ ω δ ωω∗

′
′ = = =

′ ⎡ ⎤−⎣ ⎦
 (2.16) 

 
( )
( )

0
2 2

0

1( ) sin
( ) 1 cotan ( )

G
J

GG j
ω εω δ

σ ω δ ωω∗

′′
′′ = = =

′′ ⎡ ⎤−⎣ ⎦
 (2.17) 

 
[ ] ( ) ( )

( ) ( )tan ( ) G J
G J

ω ωδ ω
ω ω

′′ ′′
= =

′ ′
 (2.16) 

 
ซ่ึงจากสมการที่ (2.16) และสมการที่ (2.17) พบวา 

เมื่อ  จะไดวา 0δ ≅ o ( ) ( )
1J

G
ω

ω
′ =

′
 และที่  จะไดวา 90δ ≅ o ( ) ( )

1J
G

ω
ω

′ =
′′

  ซ่ึงพบวา

ความถี่ที่ใชกระตุนมีคา เทากบั 0 ω< < ∞  พบวา 

 
1 1( )      ( )
( ) ( )

J and J
G G

ω ω
ω ω

′ ′′≤ ≤
′ ′′

 (2.17) 

 
2.4.3 ความหนืดเชงิพลวัต (Dynamic viscosity ) 

 สวนความหนดืเชิงซอนที่เปนฟงกชันกับความถี่คือ 
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( )( ) ( ) ( ) ( )d jj j i j
dt

ε ω jτ ω η ω ωε ω η ω
∗

∗ ∗ ∗ ∗= =  (2.18) 

 
จะได 

 
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )G j G Gj j
i

jω ωη ω η ω η ω ω
ω ω

∗
∗

ω
′′ ′

′ ′′= = − = −  (2.19) 

 
จะไดสวนจริงและสวนจินตภาพคือ 

 

( ) ( )G ωη ω
ω
′′

′ =  (2.20) 

 
และ 

 

( ) ( )G ωη ω
ω
′

′′ =  (2.21) 

 
( )η ω′  คือ  ส่ิงที่แสดงคุณสมบัติของความหนืดเชิงพลวัต  สําหรับความถี่ต่ํา ๆ แลวคา ( ),η ω′  
( )jη ω∗  จะไมขึ้นกับความถี่และแสดงใหเห็นเปนระนาบ  จึงเรียกวาระนาบความหนืดนิวโตเนียน

( )0η จากสมการ (2.20) พบวาสําหรับความหนืดของของเหลวที่อัตราการเฉือน (Shear rate) มีคา
เทากับศูนย  จะไดวา 

 
( )

0 0
lim
G

ω

ω
η

ω→

′′
=  (2.22) 

 
2.4.4 การวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวตัของวัสดยุืดหยุนหนืด 

 เครื่องมือที่ใชสําหรับวัดหรือศึกษาคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืด  ซ่ึงการศึกษา    
หาคุณสมบัติเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด เปนการศึกษาเพื่อหาคามอดุลัสพลังงานสะสม,         
มอดุลัสพลังงานสูญเสีย, คา tanδ  ซ่ึงวิธีการตาง ๆ ที่จะกลาวตอไปนี้  เปนวิธีการที่ไดรับ        
ความนิยมเพื่อใชในการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยการทดสอบเชิงพลวัตของวัสดุยืดหยุนหนืด
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สามารถจําแนกไดเปน 3 แบบคือ การสั่นแบบอิสระแบบมีความหนวง (Damped free vibration), 
การสั่นแบบอิสระแบบมีการสั่นพอง (Resonance free vibration) และการสั่นเนื่องจากแรงแบบ    
ไมมีการสั่นพอง (Nonresonance force vibration)  ซ่ึงวิธีการเหลานี้เปนไปตามมาตรฐาน ISO 6721   
ซ่ึงเปนมาตรฐานเพื่อใชในการทดสอบหาคุณสมบัติเชิงกลเชิงพลวัตของวัสดุ  
 

2.4.4.1 วิธีการลูกตุมแบบบิด (Torsion Pendulum Method)  
 เปนวิธีการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืดที่ตัวอยางที่ใชทดสอบเปนของแข็ง 
โดยใชวิธีการสั่นแบบอิสระแบบมีความหนวง (Damped free vibration) โดยวิธีการนี้สามารถ
จําแนกไดเปน  2  วิธีการดังรูปที่ 2.10  ซ่ึงในการทดสอบวัสดุยืดหยุนหนืด  โดยใชวิธีการนี้คือ       
การสรางแรงบิดใหกับชิ้นทดสอบ โดยคาอินพุทที่กระทํากับชิ้นทดสอบเปนไปดังรูปที่ 2.11 ซ่ึง
คาที่วัดไดจากการใชวิธีการนี้คือ คาพลังงานสะสม (Storage modulus) คือ (G )ω′  และพลังงานที่
สูญเสียเปนความรอนในระหวางการเปลี่ยนรูป (Loss modulus) คือ ( )G ω′′  
 

 

 

Upper clamp  
(fixed) 

Temperature-controlled Chamber 

Specimen 

Lower clamp  

Rod 

Inertia member 

Method A 

Wire 
Inertia member

Rod 

Lower clamp  

Specimen 

Upper clamp 
(fixed) 

Counter weight

Temperature-controlled Chamber 

Method B

รูปที่ 2.10 เครื่องมือสําหรับวิธีการลูกตุมแบบบิด แบบ A และ แบบ B 
 

 

 



 18 

1/ fd

Xa 1Xa +

( )0 expX tβ= −

t

X  

0
 

 
 

รูปที่ 2.11 แสดงกราฟการสัน่แบบอิสระแบบมีความหนวง 
 

2.4.4.2 การสั่นเนื่องจากแรงแบบมีการสั่นพอง (Resonance forced vibration    
method) 
การสั่นเนื่องจากแรงแบบมีการสั่นพอง  เปนการทดสอบชิ้นทดสอบโดย

การใหแรงกระทํากับชิ้นทดสอบ  จนเกิดการสั่นพองหรือเกิดเรโซแนนซนั่นเอง  ซ่ึงผลที่ไดจาก  
การทดสอบจะสามารถหาคามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ (G )ω′  และคามอดุลัส
การสูญเสีย (Loss modulus)  คือ ( )G ω′′  ของวัสดุยืดหยุนหนืดได  ซ่ึงเครื่องมือที่ใชทดสอบ
เปนไปตามรูปที่ 2.12  
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Clamp

Detector 

Specimen

Exciter 

Temperature-controlled 
chamber

From frequency 
generator 

To amplifier 

 
 

รูปที่ 2.12 เครื่องมือสําหรับการสั่นเนื่องจากแรงแบบมกีารสั่นพอง (Resonance forced 
              vibration method) 
 

2.4.4.3 การสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง (Nonresonance forced                
              vibration method) 

 วิธีการสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง  เปนการทดสอบวัสดุ 
ยืดหยุนหนืดโดยการกระตุนระบบดวยการเปลี่ยนรูปแบบ Sinusoidal  ซ่ึงคาที่วัดไดจากวิธีการนี้คือ
คามอดุลัสพลังงานสะสม (Storage modulus)  คือ ( ) ,G ω′   คามอดุลัสการสูญเสีย (Loss modulus)  
คือ ( )G ω′′ และคามุม δ  ของวัสดุยืดหยุนหนืด โดยความถี่ที่ใชในการทดสอบอยูระหวาง        
0.01 Hz ถึง 100 Hz โดยในการเลือกใชความถี่  ควรจะเลือกใหมีคาต่ํากวาความถี่ธรรมชาติของวัสดุ
นั้น ๆ  ซ่ึงที่ความถี่สูง ๆ นั้น  ในการหาคุณสมบัติเชิงกลของวัสดุยืดหยุนหนืดตองใชวิธีการการ
กระจายของคลื่น (Wave propagation)  ซ่ึงจะไมขอกลาวในหัวขอนี้  เนื่องจากงานวิจัยนี้ศึกษาวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น  เครื่องมือที่ใชทดสอบเปนไปตามรูปที่ 2.13 
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Driver 
(Frequency generator) 

Strain transducer Stress transducer 

Temperature-controlled 
chamber 

Speciment 

  
 

รูปที่ 2.13 เครื่องมือสําหรับการสั่นเนื่องจากแรงแบบไมมีการสั่นพอง (Nonresonance forced 
 vibration method) 
 

2.4.4.4 การวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวตัจากการเฉือน 
 การวัดทางรีโอโลยีจากการเฉือนนั้นมี 2 ระบบ กลาวคือ  การใหความเคน
แลววัดความเครียด  หรือการใหความเครียดแลววัดความเคน  ซ่ึงการวัดทางรีโอโลยีเชิงพลวัต    
จากการเฉือนเปนการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืดที่มีลักษณะเปนของไหล (Fluid) โดยเครื่องมือท่ีใชวัด
การเฉือน อาทิเชน เครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric cylinder), 
เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate rheometer) และเครื่องมือวัดการเฉือนแบบ
ระนาบ-ระนาบ (Parallel-plate rheometer) ดังรูปที่ 2.14  
 
  

Outer 
cylinder 

Sample 

1R  

2R  

Inner 
cylinder 

ω  

W  

A 

L

B

Sample 

W

ω

Cone

Plate β
α

C

W

ω

Plate
Sample 

Plate

R
h  

 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.14 เครื่องมือวัดทางรโีอโลยีเชิงพลวัตจากการเฉือน 

 A: เครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric cylinder) 
 B: เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate rheometer) 
 C: เครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาน-ระนาบ (Parallel-plate rheometer) 
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 จากรูปที่ 2.14A แสดงเครื่องมือทดลองโดยการเฉือนระหวางทรงกระบอก
ที่มีแกนรวมกัน ซ่ึงการเฉือนจะเกิดขึ้นในระหวางชองวางแคบ ๆ ของทรงกระบอกทั้งสอง          
การทดลองใชปริมาณตัวอยางเพียงเล็กนอย  และการเปลี่ยนรูปเกิดขึ้นอยางสม่ําเสมอตลอด          
ของผิวสัมผัสที่มีความสูงเปน L ทรงกระบอกทั้งสองมีรัศมีเทากับ R1 และ R2 ดังรูปที่ 2.14A  ซ่ึง
ในการทําการทดลอง อินพุทของระบบคือคาเปลี่ยนแปลงเชิงมุมแบบ Sinusoidal โดยมีความถี่
เทากับ ω  แกระบบ ซ่ึงเครื่องมือวัดการเฉือนระหวางทรงกระบอกที่มีแกนรวม (Concentric 
cylinder) คือคาความหนืดเชิงซอน (Complex viscosity) ( ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ = − ) ของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด  จากรูปที่  2.14B แสดงเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย  (Cone-plate 
rheometer) การทดลองโดยการเฉือนแบบระนาบ-กรวย  มีขอดีหลายประการ เชน ความเร็วของ 
การเปลี่ยนรูปจะไมขึ้นกับรัศมีของจาน  นั่นคือความเร็วของการเฉือนจะมีความสม่ําเสมอโดยกรวย
ทํามุมกับระนาบเทากับ α  เรเดียนกับแนวระดับ β  คือรัศมีของกรวย ω  คือความเร็วของการหมุน
เรเดียน/วินาที) ซ่ึงคาที่วัดไดจากการใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-กรวย (Cone-plate 
rheometer) คือคาความหนืดเชิงซอน (Complex viscosity) ( ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ = − ) ของวัสดุ
ยืดหยุนหนืด จากรูปที่ 2.14C แสดงการใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-ระนาบ (Parallel-plate 
rheometer) โดยเครื่องมือวัดการเฉือนแบบระนาบ-ระนาบ เปนการวัดคาตาง ๆ โดยวัดผานโมเมนต
คูควบที่เกิดขึ้น ซ่ึงในการใชงานเครื่องมือชนิดนี้ตองเลือกขนาดของจานระนาบใหเหมาะสมกับ
ความหนืดของวัสดุยืดหยุนหนืดนั้น ๆ นอกจากนั้นยังตองระวังการลื่นไถลที่จะเกิดขึ้น โดยเฉพาะ
เมื่อมีการทดลองที่อุณหภูมิต่ํา ๆ แลวจะไดผลการทดลองที่คลาดเคลื่อนไป เงื่อนไขของการทดลอง
เปนส่ิงสําคัญยิ่ง ซ่ึงจะตองสอดคลองกับธรรมชาติของชนิดวัสดุยืดหยุนหนืดนั้น ๆ เชน ขนาดของ
แรงตั้งฉาก  ขนาดสูงสุดของการเปลี่ยนรูปที่จะทําใหผลการทดลองยังอยูในชวงยืดหยุนหนืด      
เชิงเสน เปนตน จากรูปที่ 2.14C คา R คือ รัศมีของจานระนาบ, h คือ ความสูงของวัสดุทดสอบ โดย
คาที่วัดไดจากเครื่องมือชนิดนี้คือ คา ( ) ( ),  G Gω ω′ ′′  ยังสามารถใชเครื่องมือวัดการเฉือนแบบ
ระนาบ-ระนาบ  ทดลองการคืบของวัสดุยืดหยุนหนืดไดอีกดวย โดยกําหนดใหคาความเคนมคีาคงที่
คาหนึ่ง ซ่ึงตองเปนคาที่เหมาะสมคือ จะตองเปนคาที่มีคานอยแลวทําใหความเร็วในการเฉือนต่ํา             
เพื่อสามารถวัดคาความหนืดนิวโตเนียนได ซ่ึงคาที่วัดไดจากการทดลองนี้คือ คาความหยุน (J(t))  
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2.5  แบบจําลองสําหรับวสัดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Models of linear viscoelasticity) 
แบบจําลองที่จะกลาวถึงในหัวขอนี้ จะกลาวถึงแบบจําลองพื้นฐานที่เกี่ยวของกับวัสดุ

ยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น  
2.5.1 แบบจําลองแมกซเวลล  

แบบจําลองแมกซเวลล  เปนแบบจําลองที่ประกอบดวยสปริงและกระบอกสูบ        
ซ่ึงนํามาตออนุกรมกัน  แบบจําลองแมกซเวลลเปนแบบจําลองพฤติกรรมของของไหลยืดหยุนหนืด 
โดยกําหนดใหความเคนมีคาคงที่ทําใหการขจัดที่เกิดขึ้นมีคาตอเนื่องทําใหไดวา  ความเครียดรวม  
มีคาเทากับ  ผลรวมของความเครียดของสปริงและกระบอกสูบ

 
 

τ  
G

η

τ  

1γ 2γ
 

 
 
 

 
 

 

รูปที่ 2.15 แบบจําลองแมกซเวลลสําหรับความเคนเฉือน
 
โดยกําหนดให 
 

τ  =  คาความเคนเฉือน  

γ   =  คาความเครียดเฉือน  
γ   =  ความเร็วของการเปลี่ยนตามแรงเฉือน 
G  =  มอดุลัสเฉือน 
η  =  ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสบู 
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จากรูปจะไดวา 

 

1
1
G

γ τ=  (2.21) 

 

2
1γ τ
η

=&  (2.22) 

 
   1 2

1 2
d dd

dt dt dt
γ γγγ γ γ= + → = + (2.23) 

 
จากสมการที่ 2.21 และ 2.23 จะได 
 

 
G
ητ τ ηγ+ = && (2.24) 

 
เขียนอยูในรูป Laplace transform โดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตน มีคาเทากับ ศูนย จะไดวา 

 
 ( ) ( ) ( )s s s s

G
sητ τ η γ+ = (2.25) 

 
( ) 1 ( )s s s

G
η sτ η γ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (2.26) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ (s)σ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 

1
( )
( )

s
s G
s s

η
γ
τ η

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝= ⎠  (2.27) 
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หรือ 
( ) ( ) ( ) ( )
( ) (1 )

s s G j G jG
s s

G

τ η ω ωηγ
∗ ω′ ′′= = = +

+
 (2.28) 

 
สําหรับกรณีการเฉือนจะไดวา 

 
2 2

2 2( ) ( )
1

jG jG G λ ω λωω ω
λ ω

⎛ ⎞+′ ′′+ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠
  โดยคา λ =

G
η  (2.29) 

 
 

2 2

2 2( )
1

G G λ ωω
λ ω

⎛ ⎞
′ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

   (2.30) 

 
โดยคา ( )G ω′ = คามอดุลัสเฉือนจริง หรือ คามอดุลัสยืดหยุน  
 
 2 2( )

1
G G λωω

λ ω
⎛ ⎞′′ = ⎜ ⎟+⎝ ⎠

  (2.31) 

 
โดยคา ( )G ω′′ = คามอดุลัสเฉือนจินตภาพ หรือ คามอดุลัสหนืด  
จากสมการที่ (2.15), (2.16), (2.25) และ (2.26) นํามาสรางแผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.16 
จากสมการ (2.24) นํามาอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอร เชน การคืบ  
โดยกําหนดใหความเคนที่กระทําแกระบบมีคาคงที่ 0τ  คือ 
 

0τ τ=  (2.32) 

 
0d

dt
τ
=  (2.33) 

 
ดังนั้นความเรว็การเปลี่ยนรูปของระบบและจัดไดใหมจะไดวา 
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 0τγ
η

=& (2.34) 

จากสมการ (2.34) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  

โดยที่ t = 0 จะได 0
0t E

τγ = =   จากสมการ (2.34) จะได 

 
0 0t

G
τ τγ
η

= +  (2.35) 

 
  

1

s

s
G

η
η⎛ ⎞+⎜ ⎟

⎝ ⎠

 ( )sτ ( )sγ

1 s
G
s

η

η

⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠  

( )sγ ( )sτ

 
 
 
 
 
 
 

รูปที่ 2.16 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองแมกซเวลส 

 
ซ่ึงจากรูปที่ 2.16 พบวาที่ เวลา t = 0 วัสดุมีการคืบเกิดขึ้นมีคาเทากับ 0 / Eσ  ซ่ึงผลการทดลอง
พบวา ที่เวลา t = 0 ไมมีการคืบเกิดขึ้น และจากรูปที่ 2.16 ยังพบวาเมื่อเวลาเพิ่มขึ้น คาความเครียด
หรือคาการเปลี่ยนแปลงความยาวมีคาเพิ่มขึ้นแบบเสนตรง ซ่ึงพฤติกรรมดังกลาวมีลักษณะ         
การเคลื่อนที่แบบของไหลนิวทอเนียน  จึงสรุปไดวา แบบจําลองแมกซเวลล ไมสามารถอธิบาย  
การคืบไดเลย   แตสามารถจะแสดงคุณสมบัติของการคืบในรูปของของไหลนิวทอเนียน            
สวนสมการแมกซเวลล เมื่อนํามาใชอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอรของการพักความเคน  

0γ γ=  คือ โดยกําหนดใหความเครียดกระทําดวยคาคงที่ มีคาเทากับ 

 
0d

dt
γ
=  (2.36) 

 
จากสมการ (2.24) จะไดวา 
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10
G t

τ τ
η

∂
= +

∂
 (2.37) 

จัดรูปสมการใหมจะได 

 
d G
dt
τ τ

η
= −  (2.38) 

 

( )Time s

0
G

τ
 

0τ
η

 
 

รูปที่ 2.17 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของ 
                แบบจําลองแมกซเวลส  

 
จากสมการ (2.38) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  
โดยที่  t = 0 จะได 0τ τ=   จากสมการ (2.38) จะได 

 

0 exp( )G tτ τ
η

= −     (2.39) 

 
จากรูปที่ 2.17  พบวาลักษณะของเสนกราฟที่ไดจะใกลเคียงกับผลการทดลองแตตองจัดระบบ     
ใหเหมาะสมยิ่งขึ้นโดย 0τ  คือความเคนกระทําเมื่อเวลาที่ t = 0 (สมบัติ พุทธจักร, 2547)  ซ่ึงสรุปวา
แบบจําลองแมกซเวลลจะแสดงคุณสมบัติการพักความเคน แตแบบจําลองแมกซเวลลจะไมมี
คุณสมบัติของการคืนรูป 
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 ( ) Shear strain γ

( )Time s  

0

G
τ  

 
 
 

รูปที่ 2.18 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของ 
               แบบจําลองแมกซเวลส 

 
2.5.2 แบบจําลองเคลวิน – โวค   

แบบจําลองทั่วไปของเคลวิน-โวค เปนแบบจําลองที่นําสปริงและกระบอกสูบมาตอ
ขนานกัน ซ่ึงแบบจําลองชนิดนี้จะแสดงพฤติกรรมของของแข็งยืดหยุนหนืด โดยถาพิจารณาวา    
ใหความเคนเฉือนมีคาคงที่  และการขจัดมีคาตอเนื่อง  ซ่ึงเปนผลมาจากสปริงเปนหลัก ดังรูปภาพที่ 
2.19 

 
 G

1τ

τ  τ  

2τ

η

 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.19 แบบจําลองเคลวิน-โวค 

 
โดยกําหนดให 

τ  =  คาความเคนเฉือน  
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γ   = คาความเครียดเฉือน  
γ  = ความเร็วของการเปลี่ยนตามแรงเฉือน 
G  = มอดุลัสเฉือน 
η  = ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสูบ 

จากรูปจะไดวา 

 

1
1
G

γ τ=  (2.40) 

 

2
1γ τ
η

=&  (2.41) 

 
   1

1 2
d dd

dt dt dt
2τ τττ τ τ= + → = +  (2.42) 

 
จะได 

 
 Gτ γ ηγ= + & (2.43) 

 
เขียนอยูในรูป Laplace transform โดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตน มีคาเทากับ ศูนย จะไดวา 

 
 ( ) ( ) ( )s G s s sτ τ η τ= + (2.44) 

 
( )( ) ( )s G s sτ η γ= +  (2.45) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ ( )sσ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 

( ) ( ) ( )( ) 1 ( )
( )
s J j J jJ
s G s

γ ω ω
τ η

∗ ω′ ′′= = = −
+

 (2.46) 
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โดย (J j )ω∗  คือ ฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Complex compliance) 
แทนคา s jω=  ในสมการ 2.46 จะได 

 

( )2 2

1 1( ) ( )
1

jJ jJ
G

λωω ω
λ ω

+′ ′′− =
+

 โดยคา 
G
ηλ =  (2.47) 

 
2 2

1 1( )
1

J
G

ω
λ ω

⎛ ⎞′ = ⎜ ⎟ +⎝ ⎠
   (2.48) 

 
โดยคา ( )J ω′  คือฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลีย่นรูปจริง   

 

2 2

1( )
1

J
G

λωω
λ ω

⎛ ⎞′′ = −⎜ ⎟ +⎝ ⎠
 (2.49) 

 
โดยคา ( )J ω′′  คือฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลีย่นรูปจินตภาพ  โดยกําหนดให   

G  = ยังมอดุลัสเฉือนของสปริง 
η  = ความหนืดของกระบอกของเหลวลูกสูบ 

จากสมการที่ 2.46 นํามาเขียนแผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.20 

 
 ( )sτ

( )
1

G sη+
 ( )sγ

 
 

รูปที่ 2.20 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองเคลวิน–โวค 
 
จากสมการ (2.43) นํามาอธิบายสมบัติเชิงกลของพอลิเมอร เชนการคืบ โดยกําหนดใหความเคน     
ที่กระทําแกระบบมีคาคงที่ 0τ  คือ 
 

0τ τ=  (2.50) 
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0d
dt
τ
=  (2.51) 

 
ดังนั้นความเรว็การเปลี่ยนรูปของระบบและจัดไดใหมจะไดวา 

 

 0G τγ γ
η η

+ =& (2.52) 

 
จากสมการ (2.52) นั้น เมื่ออินทิเกรต จะไดสมการการเปลี่ยนรูปกับเวลา  

โดยที่ t = 0 จะได 0
0t G

τγ = =   จากสมการ (2.52) จะได 

 
0 1 exp( )Gt
G
τγ

η
⎡ ⎤

= −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.53) 

 
ซ่ึงจากรูปที่ 2.21 พบวาที่ เวลา t = 0 วัสดุมีการคืบเกิดขึ้นมีคาเทากับ ศูนย ซ่ึงพบวาสอดคลองกับ 
ผลการทดลอง  จึงสรุปไดวา แบบจําลองเคลวิน-โวคอธิบายการคืบได 

 
( ) shear strain γ  

( )time s  

0
G

σ
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รูปที่ 2.21 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของแบบ 
                  จําลองเคลวิน-โวค 
 
สวนสมการเคลวิน-โวค เมื่อนํามาใชอธิบายสมบัติเชิงกลของการพักความเคน โดยกําหนดให
ความเครียดกระทําดวยคาคงที่ มีคาเทากับ 0γ γ=  คือ 

 
0d

dt
γ
=  (2.54) 

 
จากสมการ (2.43) จะไดวา 

 

0d G
dt
γ τ γ

η η
= − =  (2.55) 

 
จัดรูปสมการใหมจะได 

 
0Gγτ

η η
=  (2.56) 

 
หรือ 
 

0Gτ γ=  (2.57) 

 
จากรูปที่ 2.22 และสมการที่ (2.57) พบแบบจําลองเคลวิน-โวค จะไมสามารถอธิบายคุณสมบัติ   
การพักความเคน  แตจะแสดงคุณสมบัติของการคืนรูป 
 

2.5.3 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน (Standard linear model)   
 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานเปนแบบจําลองที่นําแบบจําลองเคลวิน–โวคมารวมเขากับ
ของแข็งยืดหยุนหนืดเชิงเสน (สปริง)  เพื่อทําใหแบบจําลองเคลวิน–โวคมีความสมบูรณมากขึ้น   
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ซ่ึงทําใหแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานนี้มีคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนทั้งสามประการ   
จากรูปที่ 2.23 จะได 
 
 
 

 ( ) shear stress γ

( )time s  

0Gγ  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.22 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของแบบ 
                  จําลองเคลวิน-โวค 
 

  

1τ  
τ  τ  

2τ  

η

2G

1G  

2γ 1γ
γ
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รูปที่ 2.23 แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน 
 

1 2τ τ τ= +  (2.58) 
 

1 2γ γ γ= +  (2.59) 
 

1 1Gτ γ=  (2.60) 

 
1 2G 2τ γ=  (2.61) 

 
2 2τ ηγ= &  (2.62) 

 
จะไดวา 

 
2 2

1 1

1 (1 )G G
G G

τγ γ τ
η η

+ = + +
&

&  (2.63) 

 
จากสมการ (2.63) พบใช Laplace transform ในการแกปญหาโดยกําหนดเงื่อนไขคาเริ่มตนมีคา
เทากับศูนย จะไดวา 

 
1 2 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )G G s s s GG s G s sτ η τ γ η γ+ + = +  (2.64) 

 
[ ] [ ]1 2 1 2 1( )  ( )  G G s s GG G s s( )η τ η+ + = + γ  (2.65) 

 
ซ่ึงเราจะไดความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ (s)σ  ในรูปของฟงกชันถายโอนคือ 

 
[ ]
[ ]

1 2 1

1 2

 ( )
( ) ( )

GG G ss
s G G s

ητ
γ

+
=

+ +η
 (2.66) 
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หรือ 

 
[ ]
[ ]

1 2

1 2 1

( )( ) 
( )

G G ss
s GG G s

ηγ
τ

+ +
=

+ η
 (2.67) 

 
จากสมการที่ 2.66 และสมการ 2.67  สามารถนํามาความสัมพันธระหวาง ( )sε กับ ( )sσ ในรูปของ
แผนภาพบลอกจะไดดังรูปที่ 2.24 
 

 
[ ]
( )

1 2 1

1 2

GG G s
G G s

η
η

+
+ +⎡ ⎤⎣ ⎦

 ( )sγ  ( )sτ  

( )
[ ]

1 2

1 2 1

G G s
GG G s

η
η

+ +⎡ ⎤⎣ ⎦
+

 
( )sτ  ( )sγ  

 
 
 
 
 

 
 

รูปที่ 2.24 แสดงแผนภาพบลอกของแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน 
 
จากสมการ (2.67)  ทําการหาอินเวอรสลาปลาซ  เพื่อหาการตอบสนองของความเครียดจะไดวา   
โดยกําหนดใหอินพุทมีคาเทากับ 0τ τ=  โดยสมการที่ไดจะใชในการศึกษาพฤติกรรมการคืบของ
วัสดุยืดหยุนหนืด  

 
0 0 2

1 2

( ) exp 1 G tt
G G
τ τγ

η
⎡ ⎤

= + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (2.68) 

 
จากสมการ (2.68) นํามาเขียนกราฟความสัมพันธระหวางความเครียดกับเวลาจะไดดังรูปที่ 2.25   
ซ่ึงสามารถเขียนอยูในรูปของฟงกชันความหยุนของการยินยอมในการเปลี่ยนรูป (Complex 
compliance, )  จะได (Evaristo, Ricardo, et al. (2000)) J ∗

 

1 2

1 1( ) 1 exp( )GtJ t
G G η

⎡
= + − −⎢

⎣

⎤
⎥
⎦

 (2.69)  
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หรือเขียนอยูในรูปจํานวนเชงิซอนจะได   

1
2

2

1 1( )
1

J s
G G sG

η
∗ = +

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

0γ γ=  จากสมการ (2.63) จะไดวา สําหรับการศึกษาพฤติกรรม การพักความเคนกําหนดใหคา 
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0 0 1 2
0 2

1 2 1 2 1

1( ) exp 1
1 1

G Gt G
G G G G G
γ ττ τ

η

⎡ ⎤
t

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛
= + − +⎢ ⎥

⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜+ +⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝

⎟
⎠⎣ ⎦⎣ ⎦

 (2.70) 

 
โดยที่ 0 0G1τ γ=  โดยที่เวลา t = 0 คาความเคนมีคาเทากับ 0τ  จะไดสมการมอดุลัสการพักความเคน 
มีคาเทากับ 

 
2 1 1 2

0 2 1 2 1 1

( )( ) exp 1
1 1
G G G GtG t t
G G G G G

τ
γ η

⎡ ⎤⎛ ⎞
= = + − +⎢ ⎥⎜ ⎟+ + ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (2.71) 

 
เขียนอยูในรูปลาปลาซจะไดวา 

 
( )

( )
2

1
2 1 2

1
( )

1
G s

G s G
G s G G
η

η
∗ ⎛ ⎞+

= ⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠
 (2.72) 

 
จากสมการ (2.71) นํามาเขียนกราฟความสัมพันธระหวางความเคน กับ เวลาจะไดดังรูปที่ 2.25 

 
 ( )Strain γ

( )Time s  

0 0

1 2

2.1783
G G
τ τ

+

0

1G
τ  

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
รูปที่ 2.25 แสดงการตอบสนองของ Shear rate ( )γ ที่มี Shear stress ( )τ  เปนอินพุทของ 

                แบบจําลองเชงิเสนพื้นฐาน 
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 ซ่ึงพบวา แบบจําลองเชิงเสนพื้นฐาน จะแสดงคุณสมบัติของการคืบ  คุณสมบัติของ
การหดกลับ  การหดตัวกลับ  หรือการคืนรูป  และคุณสมบัติของการพักความเคน จากรูปที่ 2.26         
ยังพบวาแบบจําลองเชิงเสนพื้นฐานนี้  ใชอธิบายไดดีสําหรับของแข็งที่สามารถคืนตัวได 100% 
เทานั้น  แตไมเหมาะสมสําหรับวัสดุยืดหยุนหนืดที่คืนตัวไดไม 100%  อาทิเชน พอลิเมอร  เปนตน  
ซ่ึงองคความรูเบื้องตนชวยในการศึกษาคุณสมบัติวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  เมื่อกลาวถึงวัสดุ
ยืดหยุนหนืดนั้นมีความสําคัญกับอุตสาหกรรมมากมาย  อาทิ เชน  พอลิเมอร  (Polymers),  
อุตสาหกรรมอาหาร หรือวงการแพทย  เปนตน  ดังตัวอยางที่จะกลาวโดยสังเขปดังตอไปนี้ 
 

  ( ) shear stress τ

( )Time s  

0 0
2

1 2 1 2

/ 1
1 / 1 /

G
G G G G
γ τ⎡ ⎤⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎣ ⎦

0

2G
τ  

0 0
2

1 2

/
1 /

G
G G
γ τ⎛ ⎞

⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

รูปที่ 2.26 แสดงการตอบสนองของ Shear stress ( )τ  ที่มี Shear rate ( )γ เปนอินพุทของ 
                แบบจําลองเชงิเสนพื้นฐาน 
 

2.6  ตัวอยางวัสดุยืดหยุนหนืด 
2.6.1 วัสดุพอลิเมอร (Polymer) 

 กระบวนการทําผลิตภัณฑจากวัสดุพอลิเมอรทุกชนิด จําเปนตองผานกระบวนการที่
สําคัญคือ  กระบวนการขึ้นรูปและการผสม  ในกระบวนการทั้งสองนี้เกี่ยวของโดยตรงกับการไหล
ของพอลิเมอรในขณะนั้น   การศึกษาคุณสมบัติการไหลแบบยืดดึงของพอลิ เมอรหลอม               
เปนการศึกษาที่มีผลโดยตรงถึงการหาคุณสมบัติทางกายภาพของพอลิเมอรหลอม  ขณะขึ้นรูป ณ 
ขั้นตอนสุดทายกอนถูกทําใหแข็งตัวเพื่อที่จะนําไปใชงาน  ซ่ึงคุณสมบัติความความยืดหยุนหนืด
ของพอลิเมอรหลอม  เปนคุณสมบัติที่เปนตัวกําหนดความแข็งแรงของพอลิเมอรขณะหลอมเหลว
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โดยธรรมชาติของการไหลของวัสดุพอลิเมอรมีสมบัติเปนการไหลแบบยืดหยุนหนืด และจะแสดง
พฤติกรรมอยูในรูปของจํานวนเชิงซอน  ซ่ึงงานวิจัยที่เกี่ยวของระหวางคุณสมบัติยืดหยุนหนืด     
กับวัสดุจําพวกพอลิเมอรมีมากมาย เชน  
 Luc, Rik and Leo (1992) ไดศึกษาวิจัยหาเอกลักษณของสมการคอนสติติวทีฟ 
(Constitutive equations) สําหรับวัสดุเชิงประกอบ (Composite materials) ที่มีคุณสมบัติยืดหยุน
หนืดเชิงเสน ซ่ึงโดยทั่วไปแลวสําหรับสมการคอนสติติวทีฟ (Constitutive equations) สําหรับ
อธิบายวัสดุเชิงเสนแบบไอโซโทปก และเปนวัสดุยืดหยุนหนืดที่อยูภายใตแรงในแนวแกนเดียว 
(Uniaxial load) จะสามารถเขียนอยูในรูปของความเคน ( ( )tσ ) และความเครียด ( ( )tε ) จากกฎ 
ของฮุก  สามารถเขียนไดดังสมการ 2.1 ซ่ึงแบบจําลองที่ใชสําหรับบทความฉบับนี้คือ 

 

( )
( )

( )
( ) ( )0

0

. ( )  

m
k

k
k
n

k
k

k

b j
j j G

a j

ω
jGσ ω ε ω ω

ω

=

=

′ ′′= = +
∑

∑
ω  (2.73) 

  
โดยคา  คือ สัมประสิทธิ์พหุนามของเศษ,  คือ สัมประสิทธิ์พหุนามของสวน kb ka

  วัสดุที่ใชในบทความนี้คือ พีวีซี (PVC) และวัสดุเชิงประกอบ ซ่ึงเปนวัสดุพอลิเมอร
โดยทําการกระตุนระบบดวยฟงกชันขั้นบันไดแบบฮารโมนิก ซ่ึงพบวาแบบจําลองดังกลาวสามารถ
อธิบายพฤติกรรมของวัสดุยืดหยุนหนืดไดดี  
 Ping and Haddad (1994) ไดศึกษาวิจัยวิธีการหาเอกลักษณของระบบพลวัตของ    
การตอบสนองทางรีโอโลยีของวัสดุยืดหยุนหนืด โดยวัสดุยืดหยุนหนืดจะถูกพิจารณาอยูในรูปของ
ระบบพลวัต ซ่ึงวิธีการนี้เพื่อหาคาฟงกชันการพักความเคนและการคืบของวัสดุ โดยพิจารณา       
ในโดเมนของความถี่ โดยการสมมติแบบจําลองในรูปแบบของฟงกชันถายโอนดวยวิธีการ
วิเคราะหระบบแบบไมตอเนื่องทางเวลา (Discrete-time system analysis method) ซ่ึงจากตัวอยาง
พบวา วิธีการนี้ใหคาที่มีความถูกตองและมีประสิทธิภาพอีกวิธีการหนึ่ง  
 Baltussen and Northolt (2003) ไดศึกษาวิจัยการตอบสนองของเสนใยพอลิเมอร
ในชวงของการปรับตัวโดยภาระกรรมเชิงซอน ซ่ึงเสนใยพอลิเมอรดังกลาวจะแสดงพฤติกรรม   
การคืบและการพักความเคนในรูปแบบไมเชิงเสน เมื่อมีการใหความเคนกับพอลิเมอรดังกลาว     
ซ่ึงอัตราสวนระหวางอัตราการคืบ (Creep rate) และอัตราการพักความเคน (Stress relaxation rate) 
อยูในชวงความชันของการทดสอบแบบแรงดึง และยังไมสามารถทํานายหาคามอดุลัสความยืดหยุน 
(Elastic modulus) โดยใชทฤษฎีของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได ซ่ึงจากการสังเกตนี้ ทําใหทราบวา
พอลิเมอรดังกลาวนั้นคาใดเปนผลเนื่องมาจากการเกี่ยวพันกันของวัสดุยืดหยุนหนืดกับการ
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เปล่ียนแปลงของจุดครากของวัสดุ  ซ่ึงในการวิเคราะหผลของการคืบแบบขั้นบันได และทําการ
ทดลองแบบการพักความเครียด (Strain relaxations strain)  กับเสนใยพอลิเมอรผสมระหวาง        
โพลิสไตรีนและโพลิ เฟนิลออกไซด  ซ่ึงเสนใยชนิดนี้จะแสดงวา  หลักการการเขากันได 
(Superposition principle) จะไมสามารถนํามาใชไดกับการเปลี่ยนแปลง  เนื่องจากการดึงของเสนใย
พอลิเมอรในจุดที่เลยจุดครากไปแลว  ซ่ึ

)

งสรุปวาในสวนประกอบตาง ๆ ของการเปลี่ยนแปลงรูปราง
ดวยแรงดึงนั้น  ควรจะใชสมการคอนสติติวทีฟ (Constitutive equations) สําหรับเสนใยพอลิเมอร
ในการอธิบายพฤติกรรมของพอลิเมอร  
 Chenyang, Chaoxu, Peng, Jiasong and Qinrong (2004) ไดทําการศึกษาวิจัยอิทธิพล
ของสายโซกิ่งกานขนาดยาว (Long chain branch)  บนคุณสมบัติการไหลแบบยืดหยุนหนืดเชิงเสน
และการพักไดอิเล็กตริกของพอลิคารบอเนต พบวา พอลิคารบอเนตเชิงเสน (Linear polycarbonate) 
นั้น จะประกอบไปดวยสายโซกิ่งกานขนาดยาว 3 ชนิด  ซ่ึงจะมีน้ําหนักโมเลกุลใกลเคียงกัน พบวา 
สายโซกิ่งกานขนาดยาวจะไปเพิ่มความยืดหยุนของการหลอมเหลว ซ่ึงเปนคุณลักษณะของการ   
คืนรูปความหยุน (Recoverable compliance) และคามอดุลัสพลังงานสะสม ( (G ω′ ) พบวา        
พอลิเมอรแบบสายโซกิ่งกานขนาดยาว จะอธิบายความแข็งแรงของพอลิเมอรที่อุณหภูมิ ในการ
หลอมเหลวสูง ๆ และความไวตอการกระตุนที่คาแรงเฉือนสูง ๆ ซ่ึงจะมีประโยชนตอกระบวนการ
การขึ้นรูปดวยแมพิมพของพอลิเมอรชนิดนี้   
 Kwang, Woo, Dong-ho, Lee, Kyung, Kwan, Inn-kyu, Soo-young and Young 
(2002) ไดทําการศึกษาหาแบบจําลองที่ไดจากการสังเกตวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนของพอลิเมอร
แบบไมกระจายตัว  ซ่ึงเปนแบบจําลองที่ปรับปรุงแกไขมาจากแบบจําลองของ Doi และ Edward  
ซ่ึงเปนแบบจําลองที่เกิดจากทํานายปรากฏการณที่ไดจากการสังเกต  ซ่ึงมีชวงในการพิจารณาที่
กวางกวาของแบบจําลองของ Doi และ Edward  ซ่ึงแบบจําลองนี้กระทําโดยการพิจารณาเฉพาะ
ผลกระทบของน้ําหนักโมเลกุลของพอลิเมอรและเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น ซ่ึงสรุปไดวา
แบบจําลองที่ไดสามารถทํานายคามอดุลัสพลังงานสะสม  ( ( )G ω′ )  และมอดุลัสพลังงานสูญเสีย  
( ( )G ω′′ ) ไดดีคาหนึ่ง  
 ซ่ึงจากงานวิจัยที่ไดกลาวมาขางตน เปนการศึกษาคุณสมบัติของวัสดุยืดหยุนหนืด  
เชิงเสนสําหรับวัสดุพอลิเมอร  ซ่ึงงานวิจัยที่ไดกลาวมานี้เปนงานวิจัยเพียงสวนหนึ่งเทานั้นที่
ทําการศึกษาหาแบบจําลองทางคณิตศาสตร เพื่ออธิบายถึงพฤติกรรมตาง ๆ ที่เกิดขึ้นกับวัสดุ        
พอลิเมอร  ซ่ึงตัวแปรที่สําคัญในการศึกษาพฤติกรรมของวัสดุพอลิเมอร อาทิเชน ความถี่ในการ
ตอบสนองสําหรับการวิเคราะหเชิงพลวัตหรือคาพลังงานสะสมของวัสดุยืดหยุนหนืด (Storage 
modulus) หรือคาพลังงานสูญเสีย (Loss modulus) เปนตัวแปรที่สามารถวัดคาออกมาไดจากการ 
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ทดลองตาง ๆ นอกจากนั้นการทําความเขาใจและรูถึงพฤติกรรมการไหลของวัสดุพอลิเมอรในการ
ผลิตผลิตภัณฑจากพอลิเมอรนั้น จะชวยในการปรับปรุงผลิตภัณฑจากพอลิเมอรได ซ่ึงงานวิจัยที่ได
ศึกษาพฤติกรรมการไหลของวัสดุพอลิเมอรที่มีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน ซ่ึงตัวแปรที่ใช
วิเคราะหวัสดุพอลิเมอร อาทิเชน มอดุลลัสเชิงซอน, ความหนืดเชิงซอน, ความเคน, ความเครียด   
ซ่ึงวัสดุพอลิเมอรจะแสดงสมบัติการยืดหยุนหนืดเชิงเสน (Linear viscoelasticity) ในขอบเขตที่มี
ความเครียดต่ํา ๆ (Small strains) แตเมื่อมีความเครียดเพิ่มขึ้นเกินคาจํากัดหนึ่ง ความสัมพันธเชิง
เสนระหวางความเคนกับความเครียดจะหมดไป ความสัมพันธระหวางความเคนกับความเครียดที่
เปนฟงกชันของอัตราการผิดรูป (Rate of deformation) ซ่ึงแสดงใหเห็นดังรูปที่ 2.27 
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รูปที่ 2.27 แสดงสมบัติการยดืหยุนเชิงเสนและการยดืหยุนไมเชิงเสนของวัสด ุ

 
2.6.2 เลือด (Blood)   

 เลือดในรางกายของมนุษยก็จัดไดวามีคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชนเดียวกัน ซ่ึงเลือดจะ
ประกอบไปดวยเซลลเม็ดเลือดแดง (Red blood cells) และน้ําเลือด (Plasma) โดยเซลลเม็ดเลือด
แดงจะแสดงคุณสมบัติของแข็งยืดหยุน และน้ําเลือดจะแสดงคุณสมบัติของเหลวหนืด (Isogai et 
al., 1973)  ซ่ึงอัตราการไหลเวียนของเลือดภายในรางกายมนุษยสามารถที่จะบงชี้ไดวามนุษยจะมี
รางกายที่เปนปกติหรือเกิดโรค  เนื่องจากเลือดที่วัดไดจากรางกายมนุษยมีอัตราเฉือน (Shear rate)  
ที่มีความแตกตางกัน (Chen et al., 1988) ซ่ึงความยืดหยุน (Elasticity) และความหนืด (Viscosity)   
ที่วัดไดจากเลือดของรางกายมนุษยที่เปนปกติจะแสดงใหเห็นดังรูปที่  2.28  และอัตราเฉือนที่วัดได
จากเลือดของรางกายมนุษยที่เกิดโรคจะแสดงใหเห็นดังรูปที่ 2.29 
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 ( ) ( ) ( )j jη ω η ω η ω∗ ′ ′′= −  (2.74) 

 
 ( )η ω′   = Dynamic viscosity โดย  

( )η ω′′  = Out of phase viscosity,    

( )jη ω∗  = Complex viscosity 
 จากรูปที่ 2.28 และ 2.29 จะเห็นไดวาความยืดหยุน  (Elasticity) และความหนืด 
(Viscosity) ที่วิเคราะหไดจากเลือดมนุษยที่เปนปกติและเกิดโรคนั้นจะแตกตางกัน ซ่ึงคุณสมบัติ
ดังกลาวสามารถใชในการวิเคราะหการเกิดโรคบางชนิดของมนุษยได และสมการที่ใชสําหรับหาคา
ความหนืดเชิงซอน ( ( )jη ω∗ )  สามารถเขียนอยูในรูปของจํานวนเชิงซอนไดดังสมการ (2.74) 
 

2.6.3 อาหาร (Food) 
 สําหรับอุตสาหกรรมอาหาร การวิเคราะหโครงสรางและพฤติกรรมการไหลของ
ผลิตภัณฑอาหารทําใหทราบวาผลิตภัณฑอาหารนั้น ๆ จะสามารถเก็บรักษาไดนานเพียงใด         
โดยพบวาคุณสมบัติยืดหยุนหนืดของผักและผลไม สามารถชวยในการเก็บรักษาผักและผลไม    นัน้ 
ๆ ใหไดนาน และยังชวยใหการขนสงผักและผลไมใหมีประสิทธิภาพมากขึ้น (Rao, 1992)  
การศึกษาคุณสมบัติของวัตถุดิบที่ใชในอุตสาหกรรมอาหาร ก็จะชวยใหประสิทธิภาพในการผลิต   
มีมากขึ้นดวยเชนกัน  อาทิเชน  การศึกษาคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดของแปงสาลี  ซ่ึงจะทําใหการ
ทําแปงสาลีไปผานกระบวนการผลิตทําไดมีประสิทธิภาพมากขึ้น เปนตน  การศึกษาแบบจําลอง
ความยืดหยุนหนืดของมะมวงกวนเปนการวัดคาการคืบ (Creep)  เพื่อวิเคราะหเนื้อสัมผัสของ
มะมวงกวนที่มีปริมาณของแข็งที่ละลายน้ําไดทั้งหมด รอยละ 65 โดยน้ําหนัก และมีการผันแปร
ความหนืดโดยใชเพกติน 4 ระดับคือ รอยละ 1 2 3 และ 4 โดยน้ําหนัก จากการศึกษาพบวา
แบบจําลองที่เหมาะสมกับมะมวงกวนเปนแบบจําลอง 6 องคประกอบคือ มีแบบจําลองแมกซเวลส 
1 หนวย และแบบจําลองเคลวิน 2 หนวย และคา Creep compliance : J (μPa-1) มีคาลดลงเมื่อ
ปริมาณเพกตินเพิ่มขึ้น และจากการศึกษาความสัมพันธระหวางปริมาณเพกตินที่เพิ่มขึ้นกับคา      
ตัวแปรตาง ๆ  พบวาการเพิ่มเพกตินทําใหมะมวงกวนมีคุณสมบัติยืดหยุนเพิ่มขึ้น สมบัติของ      การ
ไหลของของเหลวลดลง (อุทัยวรรณ ฉัตรธง และอรุณี อภิชาตสรางกูร, 2548)   
 จากตัวอยางขางตนนั้น  คือประโยชนในการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืด ซ่ึงในที่นี้จะเห็น
ไดวาปญหาของการหาแบบจําลองทางคณิตศาสตรของวัสดุยืดหยุนหนืดยังคงไมมีคําอธิบาย          
ที่ถูกตอง  สําหรับงานวิจัยช้ินนี้จะนําคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดมาเปนสวนหนึ่งในการศึกษา   
โดยมีสมมติฐานวาวัสดุยืดหยุนหนืดที่นํามาศึกษาจะตองเปนวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น และ
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จะศึกษาถึงวิธีหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ  โดยพิจารณาความสัมพันธระหวางความเคนกับ
ความเครียดขึ้นอยูกับความถี่ของวัสดุนั้น ๆ 

 

 
 

รูปที่ 2.28 แสดงคาความยดืหยุนและความหนืดของเลือดที่วิเคราะหไดจากมนุษยที่เปนปกต ิ
                       ที่มา: Chen, H.Q., G.H. Zhong, L. Li, Z.Y. Chen and Z.N. Xue. (1988) 
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รูปที่ 2.29 แสดงคาความยดืหยุนและความหนืดของเลือดที่วิเคราะหไดจากมนุษยที่เกิดโรค 
                        ที่มา: Chen, H.Q., G.H. Zhong, L. Li, Z.Y. Chen and Z.N. Xue. (1988)  
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2.7  ระบบพลวัตในระบบควบคุมอัตโนมัติ (Dynamic control system) 
การดําเนินงานวิเคราะหและออกแบบเพื่อควบคุมระบบจําตองอาศัยแบบจําลอง ซ่ึงถือเปน

ส่ิงที่มนุษยสมมุติขึ้น  เพื่ อแทนหรืออธิบายระบบพลวัตที่ ใหความสนใจอยู ในขณะนั้น                   
ซ่ึงแบบจําลองที่กลาวถึงในที่นี้คือแบบจําลองทางคณิตศาสตร (Mathematical models) โดย
แบบจําลองที่เขียนขี้นมานี้เปนแบบจําลองที่ตองอาศัยความรูทางวิทยาศาสตรแขนงตาง ๆ ที่อาจจะ
เกี่ยวของกับระบบพลวัตนั้น (สราวุฒิ สุจิตจร, 2546) เชนความรูทางดานฟสิกส ความรูทางดาน
ระบบเชิงกลตาง ๆ ความรูทางดานไฟฟา เปนตน ซ่ึงในการเลือกใชแบบจําลองตองคํานึงวา  
แบบจําลองนั้นสามารถวิเคราะห และสามารถชวยในการออกแบบระบบนั้น ๆ ไดหรือไม ซ่ึงกรณี
โดยสวนใหญนั้น เมื่อระบบเปนเชิงเสน สมการเชิงอนุพันธสามัญจึงเปนลักษณะของแบบจําลอง
ทางคณิตศาสตรที่ไดรับความนิยมมากที่สุด ซ่ึงถาระบบที่เราสนใจอยูในโดเมนของเวลา เมื่อจัด   
รูปสมการอยางเหมาะสม ก็จะไดแบบจําลองที่เรียกวา แบบจําลองตัวแปรสเตด (State–variable 
models) หรือถาสนใจในโดเมนของความถี่ ก็อาจประยุกตการแปลงลาปลาซ (Laplace transform) 
เขากับสมการเชิงอนุพันธ ผลจากการแปลงสมการเชิงอนุพันธไปอยูในโดเมนความถี่ เมื่อจัด        
รูปสมการใหเหมาะสมก็จะไดแบบจําลองที่เรียกวา ฟงกชันถายโอน (Transfer function) ซ่ึงจะ
นําไปสูการเขียนแผนภาพบลอก (Block diagram) ของระบบ และกราฟการไหลของสัญญาณ 
(Signal–flow graph) แตในความเปนจริงแลวระบบจะมีความสลับซับซอนมาก และไมเปนเชิงเสน 
(Non linear) สูง ซ่ึงการที่จะนําสมการเชิงอนุพันธสามัญแทนระบบในลักษณะของแบบจําลอง    
ทางคณิตศาสตรโดยเกิดความผิดพลาดนอยที่สุด หรืออยูภายในขอบเขตที่พึงยอมรับได ผูออกแบบ
จึงตองตั้งสมมุติฐาน และอาศัยการประมาณบางประการเพื่อปรับระบบใหอยูในขอบเขตเชิงเสน  
 สําหรับงานวิจัยนี้จะศึกษาโดยตั้งสมมุติฐานวา ระบบเปนระบบเชิงเสน และมีความเสถียร 
(Stability) โดยจะแสดงเฉพาะระบบทางกลเทานั้น เพื่ออธิบายความสัมพันธระหวางฟงกชัน      
ถายโอนกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  

2.7.1 ระบบพลวัตทางกล 
เมื่อกลาวถึงระบบทางกลแบบจําลองทางคณิตศาสตรอาศัยกฎของนิวตัน (Newton’s 

law) โดยอาศัยการเขียนแผนภาพวัตถุอิสระ (Free body diagram) อธิบายลักษณะการทํางาน        ซ่ึง
แสดงดวยระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง (Mass–spring–damper) และอาศัยกฎของนิวตันในการ หา
สมการเชิงอนุพันธของระบบทางกล 
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รูปที่ 2.30 แสดงระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง และแผนภาพอิสระ 
 
 การสรางแบบจําลอง  อาศัยความเขาใจเรื่องสมดุลของแรง โดยกําหนดให X           
คือการขจัดที่เกิดขึ้นเมื่อมีแรงกระทํา โดยแรงที่กระทําคือ F โดยแรงที่เกิดขึ้นเกิดจากแรงกระทําจาก
ภายนอก (F(t)) โดย  k คือคาคงที่ของสปริง และ  b คือคาคงที่ของตัวหนวงตามลําดับ ซ่ึงจาก
แผนภาพอิสระจะได 
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m  (2.75) 

 
2.7.2 ฟงกชันถายโอน (Transfer function) 

โดยทั่วไปฟงกชันการถายโอน (Transfer function) สําหรับระบบเวลาคงตัวเชิงเสน  
(Linear time-invariant system)  ถูกอธิบายโดยอัตราสวนระหวางสมการ Laplace transform  
ระหวางสัญญาณเอาพุทและสัญญาณอินพุท  ภายใตขอกําหนดที่วาสภาวะเริ่มตนเปนศูนย  ฟงกชัน
การถายโอนจะถูกนํามาใชบอยคร้ังสําหรับงานวิศวกรรม  เนื่องจากฟงกชันการถายโอนเปน
คุณลักษณะของความสัมพันธระหวางสัญญาณเขาและออกของระบบเวลาคงตัวเชิงเสน (Linear 
time-invariant system)  ซ่ึงมีบทบาทสําคัญในการวิเคราะหและออกแบบระบบ  พิจารณาสมการ 
(2.75) ซ่ึงเปนสมการเชิงอนุพันธของระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง และเมื่อทําการแปลงลาปลาส  
ภายใตเงื่อนไขสภาวะเริ่มตนเปนศูนย  จะไดดังสมการที่ 2.76  
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รูปที่ 2.31 แสดงแผนภาพบล็อกของระบบมวล–สปริง–ตัวหนวง 
 
 ในการวิเคราะหหรือออกแบบระบบ เมื่อเราใหอินพุทกับระบบแลว สังเกตพฤติกรรม
การตอบสนองของเอาพุทที่เกิดขึ้น ซ่ึงเอาพุทในที่นี้คือ การขจัดของระบบนั้นเอง  ในทํานอง
เดียวกัน  ถาพิจารณาสมการโดยทั่วไป  สมการเชิงอนุพันธดังสมการที่ (2.77) 
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และเมื่อทําการแปลงลาปลาซ  (James et al., 1993)  จะไดดังสมการที่ 2.78 
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โดย   ,s jω= R  คือ  สวนจํานวนจริง,  Im  คือ สวนจํานวนจินตภาพ,  X (S) คือ เอาพุท และ U (s) 
คือ อินพุท  จากสมการ (2.78) เปนสมการที่ใชอธิบายระบบโดยทั่วไป (General form) ในโดเมน
ของความถี่หรือฟงกชันถายโอน  
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รูปที่ 2.32 แสดงบลอกไดอะแกรมของสมการ 2.78 
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 ซ่ึงพบวาเมื่อทําการศึกษาจากตัวอยางที่ผานมาพบวา แบบจําลองของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน  ก็มีความคลายคลึงกับแบบจําลองทางกล โดยแบบจําลองของวัสดุยืดหยุนหนืด       
เชิงเสนไมวาจะเปนแบบจําลองแมกซเวลส, แบบจําลองเคลวิน–โวค และแบบจําลองเชิงเสน
พื้นฐาน จะมีสวนประกอบเปนสปริงและตัวหนวง  ซ่ึงใชในการอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ ที่เกี่ยวของ
กับคุณสมบัติยืดหยุนหนืดเชิงเสน โดยมีอินพุทที่กระทํากับวัสดุยืดหยุนหนืด คือ ความเคน และ
ความเครียด โดยขึ้นอยูกับวาเราตองการศึกษาพฤติกรรมใด อาทิพฤติกรรมการคืบ โดยการคืบ      
จะใหอินพุทเปนความเคน โดยความเคนที่ใหมีคาคงที่คาหนึ่งจะไดเอาพุทเปนความเครียดที่เกิดขึ้น  
สวนถาตองการศึกษาการพักความเคน อินพุทคือคาความเครียด โดยความเครียดจะมีคาคงที่คาหนึ่ง 
จะไดเอาพุทเปนความเคนที่เกิดขึ้น   ดังนั้นวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน สามารถเขียนอยูในรูปของ
ฟงกชันถายโอนได  เพราะถาวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนมีฟงกชันถายโอนหรือแบบจําลองทาง
คณิตศาสตรที่ถูกตอง จะสามารถอธิบายพฤติกรรมตาง ๆ ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได 
 

2.8  งานวิจัยท่ีเก่ียวของ 
งานวิจัยที่มีความเกี่ยวของกับการเขียนโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนจาก

คุณสมบัติความยืดหยุนหนืดเชิงเสนของวัสดุ  คือ 
Levy (1959) ไดนําเสนอวิธีการทํา Curve fitting สําหรับจํานวนเชิงซอน ซ่ึงเปนวิธีการ

ทางดานการวิเคราะหเชิงคณิตศาสตร  เพื่อหาคาสัมประสิทธิ์ของโพลิโนเมียนของฟงกชันถายโอน 
โดยการใชวิธีการกําลังสองนอยสุด (Least square method) ชวยในการหาคา โดยกําหนดใหอินพุท  
คือ  คาความถี่ (Frequency), จํานวนจริง และจํานวนจินตภาพ  ซ่ึงเปนฟงกชันกับความถี่ ซ่ึงในการ
ทําแบบจําลองจะกําหนดใหระบบมีความเสถียร  

Sanathanan and Koerner (1962)  ไดนําวิธีการของ Levy มาทําการเพิ่มการถวงน้ําหนักดวย
การนําสัมประสิทธิ์ของตัวสวนยกกําลังสอง แลวคูณเขาไปในสมการของ Levy  และนํามาเขียน
โปรแกรมคอมพิวเตอร โดยใชภาษา FORTRAN เพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ของโพลิโนเมียน
เชิงซอน  พบวาคาที่ไดจากการทําการถวงน้ําหนักไดคาที่มีคาความผิดพลาดมากกวาคาที่ไดจากการ
คํานวณแบบไมถวงน้ําหนัก  ซ่ึงจากบทความนี้พบวาวิธีการของ Levy สามารถทํา Curve fitting    
ไดดีกวาการถวงน้ําหนักดวยการนําสัมประสิทธิ์ของตัวสวนยกกําลังสอง 

Whitfield (1986)  ไดทําการศึกษาวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนจากขอมูลท่ีไดจาก
การตอบสนองเชิงความถี่  ซ่ึงในการศึกษาไดนําวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนจากขอมูลที่ได
จากการตอบสนองเชิงความถี่ของนักวิจัยหลาย ๆ ทาน มานําเสนอพอวา วิธีการของ Stahl (1984) 
ผลเฉลยที่ไดจะเบนออก (Divergent) และวิธีการของ Lawrence และ Rogers (1979) ผลเฉลยที่     
ไดจะลูเขา (Convergent) สวนวิธีการของ Sanathanan และ Koerner (1963) เปนวิธีการที่ไมนิยม
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เนื่องจากมีความยุงยาก ซ่ึงจากบทความฉบับนี้พบวาผลเฉลยที่ไดจากวิธีกําลังสองนอยสุดเชิงเสน 
จะมีประสิทธิภาพที่ดีก็ตอเมื่อระบบตอบสนองที่ความถี่ต่ํา และไมมีสัญญาณรบกวนกับระบบ 

Kumaresan (1990) ไดทําการศึกษาการบงเอกลักษณของฟงกชันถายโอน จากตัวอยางการ
ตอนสนองเชิงความถี่ ซ่ึงบทความฉบับนี้พิจารณาที่โดเมน   z  (Discrete-time) ซ่ึงไดตั้งขอสมมุติ   
ไววาระบบเปนสมการเชิงเสนและไมมีสัญญาณรบกวน และยังกําหนดใหคาสัมประสิทธิ์โพลิ     
โนเมียนของตัวสวนที่มีลําดับขึ้นศูนย มีคาเทากับหนึ่ง ( 0 1a = ) ซ่ึงคาที่ตองการหาคือคาลําดับขั้น
ของสมการโพลิโนเมียน  และสัมประสิทธิ์โพลิโนเมียนของฟงกชันถายโอน ซ่ึงวิธีการในบทความ
นี้เปนวิธีการที่มีตนกําเนิดมาจากวิธีการของ Cauchy และ Jacoby โดยวิธีการในการแกปญหาใชวิธี  
Sigular-value decomposition (SVD)  ซ่ึงวิธีการที่นําเสนอนั้นไมรับประกันความมีเสถียรภาพของ
ระบบ ซ่ึงตองใชเทคนิควิเคราะหความมีเสถียรภาพเขามาเกี่ยวของดวย  

Hassul and Shahian (1992) ไดเสนอวิธีการที่จะใชในการสังเคราะหหาฟงกชันการ        
ถายโอน โดยมีเงื่อนไขวาไมพิจารณาสัญญาณรบกวนของระบบ (Noise-free) จากการทดลองโดยมี
ขอมูลของ Magnitude และ Phase โดยใชเทคนิค Least square ซ่ึงจะไดคา Pole และ Zero ที่มี  
ความแมนยําในการคํานวณ   

Choe (1999)  ไดทําการศึกษาวิธีการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของระบบอยางงายจาก
การทราบคาขอมูลขนาด (Magnitude) และเฟส (Phase) โดยวิธีการใชวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) โดยการลดรูปใหสมการเปนสมการเชิงเสน  เพื่อสะดวกในการคํานวณ และ
ทําการเพิ่มการถวงน้ําหนัก  เพื่อทําใหการประมาณคาตัวแปรมีความถูกตองมากขึ้น โดยพิจารณา
ระบบที่อยูในชวงความถี่ต่ําโดยการถวงน้ําหนัก บทความฉบับนี้ไดใช การถวงน้ําหนักดวย             
1/ความถี่ ซ่ึงผลที่ไดพบวาการถวงน้ําหนักดวย 1/ความถี่ สามารถทําใหการทํา Curve fitting นั้นมี
ประสิทธิภาพมากขึ้น  

โดยการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนจะแยกวิเคราะหออกเปน   3 สวนหลัก ๆ คือ  
ความหนืด, ความยืดหยุน และความถี่ ซ่ึงดวยคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดนั้น สามารถสังเคราะห
หาฟงกชันการถายโอนได ดังนั้นการศึกษาวิจัยในครั้งนี้จึงเปนไปเพื่อการนําขอมูลที่มีอยูจริง     
อาทิเชน ความหนืด (Viscosity) ความยืดหยุน (Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวสัดยุดืหยุน
หนืดเชิงเสน นํามาใชในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอร เพื่อใชในการหาคาฟงกชันการถายโอน
ของวัสดุนั้น ๆ  และนําไปใชเปนแนวทางเพื่อนําไปพัฒนาองคความรูใหมเกี่ยวกับการวิจัยในระดับ
ตอไป 

 



 

 

บทที่ 3                                                                 

วิธีดําเนินงานวิจัย 
 

3.1  บทนํา 

สําหรับบทนี้เปนการนําเสนอระเบียบวิธีที่ใชในการดําเนินงานวิจัย โดยใชระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข และทฤษฎีควบคุมการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงขั้นตอนที่นํามาใชประกอบไปดวย
การใชวิธีกําลังสองนอยสุด (Least square method), วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight 
least square method) วิธีในการสรางสมการเชิงเสนโดยคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนเปน   
ตัวแปรตน และคาที่ไดจากการทดลองในที่นี้คือ คาความหนืด (Viscous), คายืดหยุน (Elastic)     
และความถี่ เปนตัวแปรตาม โดยใชวิธีการ Pseudo inverse ในการแกปญหาสมการเชิงเสนเพื่อหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน ใชวิธีหาคารากของโพล เพื่อวิเคราะหความเสถียรภาพของวัสดุ     
และไดทําการหาคาความผิดพลาดจากนอรมรากกําลังสอง (Root-square norm : L2-norm) 
 

3.2  การประมาณคาฟงกชันจากชุดขอมูล (Estimation function) 
เทคนิคที่ใชในการประมาณคาฟงกชันจากชุดขอมูลที่มีอยู โดยใชวิธีหาเอกลักษณของ 

ระบบ หรือชุดขอมูลที่ตองการหาฟงกชัน ซ่ึงมีอยูหลายวิธี อาทิเชน การวิเคราะหสมการกําลังสอง
นอยที่สุด (Least square method = LSM)  เปนตน โดยวิธีการเหลานี้เปนวิธีการประมาณคาจากคา
ความผิดพลาดที่เกิดจากการทํา Curve fitting โดยมีหลักการดังนี้ 

3.2.1 วิธีสมการกําลังสองนอยท่ีสุด (Least square method) 
 วิธีการประมาณคาฟงกชันโดยใชวิธีกําลังสองนอยสุด เปนวิธีที่มีความสําคัญมาก
ในทางวิทยาศาสตรและทางวิศวกรรมศาสตร เชน การฟตฟงกชันเพื่อสรางเสนโคงเทียบมาตรฐาน 
(Calibration curve) การเลือกรูปฟงกชันที่นํามาฟตกับขอมูลมีขอพิจารณาที่สําคัญคือ เราจะเลือก
ฟงกชันที่ทําใหคาความคลาดเคลื่อนมีคานอยที่สุด (กฤษณะ สาคริก, 2545) ในการฟตฟงกชัน       
กับขอมูลใชวิธีทางคณิตศาสตรทําใหฟงกชันคาคลาดเคลื่อน (Error function) มีคานอยที่สุด ซ่ึงก็คือ 
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รูปที่ 3.1 วิธีกาํลังสองนอยสุด 

 
 ฟงกชันคาคลาดเคลื่อนในสมการ (3.1) เปนฟงกชันที่เหมาะสมที่สุดเนื่องจาก ไมมี
การหักลางกันของคาความคลาดเคลื่อนที่มีเครื่องหมายตรงขามกัน เนื่องจาก เทอมของ )-( iyy  

เมื่อยกกําลังสองแลวเปนบวกเสมอ ดังนั้นเมื่อนําคาความคลาดเคลื่อนมารวมกัน จะไมเกิดการ
หักลางกันขึ้น และเปนฟงกชันที่ใหน้ําหนักกับคาความเคลื่อนเคลื่อนที่มีขนาดใหญมากกวาขนาด
เล็ก เนื่องจากเทอม 2)-( iyy  เมื่อคาที่ไดจากการ )-( iyy  มีคานอย ถานําไปยกกําลังสองยิ่งมีคา
นอยลงไปอีก จึงมีความสําคัญนอยมากเมื่อเทียบกับคาที่มีขนาดใหญกวานั้นเอง ซ่ึงฟงกชันที่ไดรับ
ความนิยมในการประมาณคาฟงกชันโดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดซ่ึงวิธีการประมาณคาฟงกชันโดย
ใชวิธีกําลังสองนอยสุด เปนวิธีการที่สามารถยืดหยุนโดยสามารถนําฟงกชันที่ใชในการประมาณคา 
ที่นอกเหนือจาก สมการเสนตรงไดซ่ึงขึ้นอยูกับความเหมาะสมของฟงกชันนั้น ๆ  สําหรับงานวิจัย
ช้ินนี้ ฟงกชันที่เปนฟงกชันสําหรับการประมาณคา โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดคือ ฟงกชันถายโอน 
จากวิธีการกําลังสองนอยสุดนํามาประยุกตใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดโดยการใช
ฟงกชันถายโอนเปนฟงกชันในการประมาณคาชุดขอมูลที่ไดดังสมการที่ (3.2)  
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โดย  และ  0,1,= Kn 1, 2,= Km
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โดยกําหนดให  และ  เสมอ 0 1=a ≥m n )(ωiR  เปนสวนจริง (Real part) ซ่ึงในการทดลองนี้คือ
เทอมของคายืดหยุน (Elastic), ( )ωiX  เปนสวนจินตภาพ (Imaginary part) ซ่ึงในการทดลองนี้คือ
เทอมของคาความหนืด (Viscous), ωi  คือคาความถี่ที่ใชในการกระตุนระบบ ซ่ึงในการหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนคือ  และ  สําหรับวิธีการกําลังสอง
นอยสุด พบวา  

0 1,  ,  ,  nb b bK 1 2,  ,  ,  ma a aK

 
2

( )( )
( )
ωε ω
ω

= −∑ i
i i

i i

B jG j
A j

        โดย ε  คือคาความผิดพลาด  (3.3) 

 
จากสมการ (3.3) พบวา  การนําวิธีการกําลังสองนอยสุดมาใชกับสมการ (3.3) จะทําใหสมการที่ไดมี
ความสลับซับซอน  เนื่องจากสมการที่ไดจะเปนสมการไมเชิงเสน ซ่ึงจากปญหาดังกลาวไดมีผูเสนอ
วิธีการเพื่อลดความยุงยากของสมการขางตน  ซ่ึงจากงานวิจัยฉบับนี้ศึกษาเฉพาะชวงที่เปนเชิงเสน
เทานั้น  ซ่ึงจะพบวาการทํา Minimization ของสมการ (3.3) จะไดวา 

 
( )min ( ) 0
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 (3.4) 

 
แทนคาสมการ (3.2) ลงในสมการ (3.4) จะไดวา  
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จากสมการที่ (3.5)  ทําการแยกพจนใหอยูในรูปของ สวนจํานวนจริง และ สวนจินตภาพจะไดวา 
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กําหนดให  
 

[ ] ( ) [ ] ( )/ 2 , 1 / 2 , / 2 , 1 / 2p n q n r m s m= = − = = −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

 
ทําการจัดรูปใหอยูในรูปเมตริก จะไดวา 
 

( )1 2 3

4 5 6

0
, , ,

0
T

even odd even odd

R
b b a a

X
Ω Ω Ω⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟Ω Ω Ω ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (3.8) 

 
กําหนดให 

2 4 2, ,...,=even pb b b b , 1 3 2 1, ,..., +=odd qb b b b , 0 2, ,...,=even ra a a a และ 1 3 2 1, ,..., +=odd sa a a a  
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โดย  N = จํานวนชุดขอมูลของชุดจํานวนจริงหรือจํานวนจินตภาพ จากสมการที่ (3.6)  เขียนใหมจะ
ไดวา 
 

Ω =P V  (3.15) 
 
โดย  เรียกวาเมตริกซสัมประสิทธิ์, P เรียกวาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และ V เรียกวาเวกเตอรที่ได
จากการวัด 

Ω

3.2.2  กระบวนการถวงน้ําหนัก 
 โดยทั่วไปแลวนั้น กระบวนการการถวงน้ําหนักสําหรับงานวิจัยที่เกี่ยวของกับการ
ประมาณคาโดยการใชวิธีกําลังสองนอยสุดนั้นจะใหเมตริกซถวงน้ําหนัก ที่เปนเมตริกซทะแยงมุม 
ที่อยูกึ่งกลางเมตริก  
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โดยคา  คือคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก,  คือ จํานวนชุดขอมูล และ k = 2 เทาของจํานวนชุด
ขอมูล ( ) ซ่ึงในงานวิจัยนี้ไดใชคาในการถวงน้ําหนัก 4 แบบคือ  

kw i

2 i×

แบบที่ 1 กําหนดให 1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 2 กําหนดให 
( )2

1
k

k

w
ω

=  

โดย kω   =  ความถี่ในการตอบสนองระบบ  [ ]1 2 1 2 1
 i iω ω ω ω ω ω

k×
= K K  

สําหรับการถวงน้ําหนักในแบบที่ 3 และแบบที่ 4  จะใชคาจากความแปรปรวน (Variance) ของชุด
ขอมูล  ซ่ึงเปนคาที่บงบอกถึงการกระจายตัวของชุดขอมูลนั้น ๆ  
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โดย 2σ  คือ ความแปรปรวน, x  คือ สมาชิกภายในชุดขอมูลนั้น ๆ, x  คือ คาเฉลี่ยของชุดขอมูล 
และ  คือ จํานวนชุดขอมูล  N

กําหนด 
แบบที่ 3 กําหนดให 2
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แบบที่ 4 กําหนดให 2
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โดย 2
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ซ่ึงจากกระบวนการถวงน้ําหนักจากสมการ (3.15) สามารถเขียนใหมไดดังสมการ (3.18) 
 

w P wVΩ =  (3.18) 
 
3.2.3 เมตริกซผกผันเทียม (Pseudo inverse) 

 วิธีการเมตริกซผกผันเทียมนั้นเปนวิธีการหาเมตริกซผกผัน โดยทั่วไปนั้นการหา
เมตริกซผกผันของเมตริก  ใด ๆ นั้น เมตริกซ 1−Ω Ω  นั้น ตองเปนเมตริกซที่เปนเมตริกซจัตุรัส  
และตองมีลักษณะเปน Full rank คือ ที่ทุกคอลัมนหรือแถวภายในเมตริก Ω  ตองมีความเปนอิสระ
ตอกัน (Linearly independent) แตในการหาเมตริกซผกผันเทียมนั้น จะเปนวิธีการทั่วไปที่ใชในการ
หาเมตริกผกผัน (Generalization of inverse) ซ่ึงใชในการหาเมตริกซ Ω  ที่เปนเมตริกจัตุรัส หรือ
เมตริกที่มีจํานวนแถวมากกวาจํานวนคอลัมน  แตมีเงื่อนไขวาเมตริกซนั้นตองเปนเมตริกซที่มี
ลักษณะเปน Full rank เพื่อใหผลเฉลยที่ได Unique นั้นเอง ซ่ึงขอดีอีกประการของวิธีการนี้ก็คือ เปน
วิธีการที่สามารถหาเมตริกซผกผันไดไมวาเมตริกซ Ω  จะเปน Singular matrix หรือ Non-singular 
matrix  คือ เมตริกที่คา det(  หรือ ) 0Ω = det( ) 0Ω ≠

T

Tw

 ตามลําดับ   

 
1( )T −Ω = Ω Ω Ω  (3.19) 

 
สําหรับ เมตริกที่มีการถวงน้ําหนักดวยเมตริก  w

 
1( )T T Tw ww −Ω = Ω Ω Ω  (3.20)  

 
 ซ่ึงวิธีการเมตริกผกผันเทียมจะตองมีเงื่อนไขวาเมตริก Ω   ตองเปน Full rank ซ่ึง
สําหรับเมตริกที่เปน No full rank จะไมสามารถใชวิธีการนี้ได เนื่องจากผลเฉลยที่ไดนั้นจะมีคาไม 
Unique แตสําหรับงานวิจัยนี้พบวาเมตริกซ Ω  เปน Full rank  โดยจํานวนแถวมากกวาหรือเทากับ
จํานวนคอลัมนเสมอ  ซ่ึงในการพิจารณาเลือกใชวิธีการนี้  พิจารณาจาก Rank ( ) = จํานวน
คอลัมนหรือไม  ถาเทากันแสดงวาเมตริกช 

Ω

Ω  เปนเมตริกช Full rank 
3.2.4 กระบวนการหาคาความผิดพลาด 

 ถึงแมวาวิธีการหาผลเฉลยที่ไดกลาวมาในหัวขอขางตน เปนวิธีการที่สามารถหา     
ผลเฉลยที่ใหคาที่มีความถูกตองคาหนึ่งแลวนั้น แตสําหรับงานวิจัยนี้คาผลเฉลยที่ไดก็ไมสามารถ  
การันตีผลเฉลยที่ถูกตองที่สุดได  เนื่องจากงานวิจัยนี้ไดนําคาความผิดพลาดมารวมพิจารณา           
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ในการหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุด แตคาความผิดพลาดนั้นสามารถกําหนดได
หลายรูปแบบ  เนื่องจากคาความผิดพลาดของระบบสมการอยูในรูปเวกเตอร [ ]iε ε=  ดังนั้น     
การหาขนาดของคาความผิดพลาดเพื่อใชเปนตัวแทนของคาความผิดพลาดของระบบสมการ  จึงมัก
หาในรูปของนอรมของเวกเตอร (Vector norm)  ซ่ึงมีหลายรูปแบบ เชน นอรมรากกําลังสอง (Root-
square norm : L -norm) นอรมสัมบูรณ (Absolute-norm : L -norm) และนอรมคามากที่สุด           

(L -norm)  ซ่ึงแตละชนิดมีรูปแบบเปนดังนี้ (สะอาด, 2544) 
2 1

α

 
L -norm :            1 1 21 kε ε ε ε= + + +K  (3.21) 

 
L -norm :            2

2 2
1 22 k

2ε ε ε ε= + + +K  (3.22) 

 
L -norm :            α max jjα

ε ε=  (3.23) 
  
 สําหรับงานวิจัยนี้ไดทําการหาคาความผิดพลาดโดยใชสมการ (3.22) ในการหา        
คาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่มีคานอรมรากกําลังสองนอยที่สุด  

3.2.5 กระบวนการการหาคาความเสถียร 
 ส่ิงสําคัญที่สุดในสรางแบบจําลองทางคณิตศาสตรของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น 
คือคาความเสถียรของวัสดุ  กลาวคือฟงกชันถายโอนที่ไดจากการคํานวณ จะตองมีคาความเสถียร 
ซ่ึงหมายความวา เมื่อมีอินพุทที่มีคาแนนอนคาหนึ่ง เอาพุทของระบบจะตองมีคาอยูในชวงที่
แนนอน ซ่ึงก็คือ คาเอาพุทที่ไดตองไมมีคาเขาสูคาอนันต หรือไมมีขีดจํากัดนั่นเอง (กนตธร       ชํานิ
ประศาสน และจิระพล ศรีเสริฐผล, 2548) สําหรับระบบเชิงเสนความตองการที่จะใหระบบเสถียร
จะขึ้นอยูกับโพล (Poles) ของฟงกชันถายโอน โพล หมายถึง รากของเทอมสวนของฟงกชันถาย
โอนในขณะที่ศูนย (Zeros) หมายถึง รากของเทอมเศษของฟงกชันถายโอน 
 3.2.5.1  ความเสถียร และโพล (Stability and poles) 
 ความเสถียรของระบบสามารถพิจารณาไดจากการตอบสนองของระบบ
หลังจากไดรับอินพุทแบบการดลเปนระยะเวลาหนึ่งวาระบบกลับสูสภาพเดิมหรือไม หากระบบ    มี
ความเสถียรการตอบสนองก็จะกลับคืนสูสภาพเดิมหลังจากไดรับการกระตุน สวนระบบที่ไมมี
ความเสถียร  การตอบสนองของระบบจะมีคาเพิ่มขึ้นเรื่อย ๆ ตามเวลาที่เปลี่ยนแปลงไป ซ่ึงเรา
สามารถที่จะพิจารณาวาระบบจะเสถียรหรือไมนั้นไดจากฟงกชันถายโอนของระบบ โดยความ
เสถียรของระบบจะขึ้นอยูกับตําแหนงของโพลของฟงกชันถายโอนของระบบนั้น กลาวไดวาการที่
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ระบบจะเสถียร  ตําแหนงของโพลควรจะอยูดานซายมือของระนาบเชิงซอน  ถาหากวามีโพลใด 
โพลหนึ่งของระบบเพียงโพลเดียวอยูทางดานขวามือของระนาบเชิงซอน  ก็จะทําใหระบบ             
ไมเสถียรภาพดังรูปที่ 3.2  
 

 
รูปที่ 3.2 โพลที่ตําแหนงตาง ๆ 

 
 จากรูปที่ 3.2 พบวารูปที่ 3.2(a) เปนตําแหนงโพลที่มีความเสถียร รูปที่ 3.2(b) 
แสดงตําแหนงโพลที่ทําใหระบบไมเสถียร และรูปที่ 3.2(c) แสดงตําแหนงโพลที่ทําใหระบบ         มี
เสถียรภาพ  สําหรับระบบที่มีโพลซึ่งอยูบนแกนจินตภาพนั้น การตอบสนองจะมีลักษณะการ แกวง
รอบ ๆ สมดุลโดยขนาดไมลดลง ดังนั้นระบบจึงเปนระบบเสถียรภาพวิกฤติ (Critically stable) สวน
ระบบที่โพลที่จุดกําเนิด (Origin) ก็จะเปนระบบเสถียรวิกฤติเชนเดียวกัน 
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รูปที่ 3.3 ตําแหนงโพล และการตอบสนองของระบบในโดเมนเวลา 

  
 จากรูปที่ 3.3 แสดงตําแหนงโพลและการตอบสนองของระบบในโดเมนเวลา
หลาย ๆ แบบทั้งระบบที่มีความเสถียรและไมมีความเสถียร ในการพิจารณาฟงกชันถายโอน เพื่อ
วิเคราะหหาความเสถียรของระบบนั้นซึ่งตําแหนงโพลจะเปนสวนที่สําคัญ  
 3.2.5.2 The Routh – Hurwitz stability criterion 
 ในป ค.ศ. 1877 อี เจ เราช  ไดคิดคนวิธีการหารากของสมการวามีรากใดที่มีคา
สวนจํานวนจริงเปนบวกบาง โดยไมตองทําการแกสมการ เมื่อวิธีการนี้ถูกนํามาใชกับสมการเฉพาะ 
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(Characteristic equation)  ของระบบควบคุมอัตโนมัติ  จึงเปนวิธีการวิเคราะหความเสถียรของ
ระบบได  อยางไรก็ตามวิธีการของเราธ ก็ไมสามารถบอกไดวา ถาระบบมีเสถียรภาพแลว สถานะ
ของเสถียรภาพดีเพียงใด หรือถาตองการที่จะปรับปรุงการทํางานของระบบใหดีขึ้นไปอีกจะกระทํา
ไดอยางไร (วริทธิ์ อ้ึงภากรณ และรัชทิน จันทรเจริญ, 2542) พิจารณาสมการเฉพาะ ( )q s  ซ่ึง
สามารถเขียนทั่วไปไดในรูป 

 
1

1 0( ) 0n n
n nq s a s a s a−

−= + + + =K  (3.24) 

 
เพื่อจะหาความเสถียรของระบบเราจะตองพิจารณาวารากของสมการนี้ มีคาอยูในดานขวามือของ
ระบบเชิงซอนหรือไม  ซ่ึงวิธีการของเราชจะมีพื้นฐานจากการจัดลําดับสัมประสิทธ์ิของสมการ
เฉพาะ จากสมการ (3.25) สามารถเขียนอยูในรูป 
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 (3.25) 

 

เมื่อ  2
1

1 31

1 n n
n

n nn

a a
b

a aa
−

−
− −−

⎡−
= ⎢

⎣ ⎦

⎤
⎥  (3.26) 

 
4

3
1 53

1 n n
n

n nn

a a
b

a aa
−

−
− −−

⎡−
= ⎢

⎣ ⎦

⎤
⎥  (3.27) 

 

และ 3
1

1 31

1 n n
n

n nn

a a
c

b bb
−

−
− −−

⎡−
= ⎢

⎣ ⎦

⎤
⎥

)

   เชนนี้ไปเรื่อย ๆ  (3.28) 

 
 วิธีการของเราชกําหนดไววาจํานวนรากของ  ที่มีสวนจริงเปนบวกนั้น
จะเทากับจํานวนการเปลี่ยนแปลงเครื่องหมายในแถวตั้งแถวแรกในลําดับใน Routh array ซ่ึง

(q s
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ขอกําหนดที่จําเปนและเพียงพอที่จะกําหนดสภาวะความเสถียรของระบบในการพิจารณาแถวตั้ง
แถวแรกนี้  เราจะตองพิจารณากรณียอยออกเปน 4 กรณีดวย และจําเปนตองใชวิธีการพิจารณา      
แตละกรณีแตกตางกันออกไป ทั้งนี้ตองมีการปรับปรุงวิธีการพิจารณาใหเหมาะสมกับแตละ      
กรณีดวย โดยกรณีทั้ง 4 นี้คือ 
 1. ไมมีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยเลย 
 2. มีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยหนึ่งคา แตคาในแถวนอนมีคาในแถวแรก
เปนศูนยนั้นไมมีคาอ่ืนเปนศูนย 
 3. มีคาในแนวตั้งแถวแรกเปนศูนยหนึ่งคา และคาในแถวนอนที่มีคาใน    แถว
แรกเปนศูนยนั้นมีคาอ่ืนเปนศูนยดวย 
 4. เหมือนกับในกรณี 3 แตมีรากซ้ําในแกนจินตภาพ 
 ซ่ึงจากวิธีการพิจารณาดังที่ไดกลาวมานี้ เมื่อนํามาเขียนโปรแกรมเพื่อ
วิเคราะหหาความเสถียรภาพของฟงกชันถายโอน  พบวาจะมีความยุงยากเปนอยางมาก  แตเราทราบ
กันดีอยูแลววา ความเสถียรของระบบนั้นขึ้นอยูกับโพลของระบบ โดยถาโพลของระบบอยูทางดาน
ขวามือของระนาบเชิงซอนแสดงวาระบบไมมีความเสถียรดังที่ไดกลาวมาแลวขางตน เนื่องจาก   ใน
ปจจุบันคอมพิวเตอรไดมีบทบาทสําคัญในการออกแบบและวิเคราะหปญหาเกี่ยวกับระบบควบคุม 
และวิเคราะหความเสถียรของระบบ ดังนั้นงานวิจัยนี้จะใชวิธีการหาคารากของ  โดย        แยก
สมการใหอยูในรูป 

(q s)

0

n

 
( ) 1 2( )( ) ( )nq s s r s r s r= − − − =K  (3.29) 

 
โดยคา  คือ โพลของระบบที่มีลําดับขั้นเทากับ  แลวพิจารณาคาโพลที่ไดวาทําให
ฟงกชันถายโอนของวัสดุมีความเสถียรหรือไม 

1 2,  ,  ,  nr r rK

 

3.3  วิธีการทาํวิจัย  
3.3.1 วิธีกําลังสองนอยสุดแบบไมถวงน้ําหนัก (Non weight least squares method) 

 ขั้นตอนที่ 1  ทําการ สรางเมตริก Ω  โดยใชสมการ 3.16 ถึงสมการ 3.21 และทําการ
สรางเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และเวกเตอรที่ไดจากการวัด  
 ขั้นตอนที่ 2   จากสมการที่ (3.22) วิธีการแกปญหาเพื่อหาคาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ (P) 
ใชวิธี Pseudo-inverse แกปญหาจะไดดังสมการที่ (3.30)  
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( ) 1TP
−

= Ω Ω ΩTV  (3.30)  

 
ซ่ึงผลที่ไดจากการแกสมการ (3.30) คือคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนนั้นคือ   
และ  นั่นเอง  เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนแลวนั้น  

0 1,  ,  ,  nb b bK

1 2,  ,  ,  ma a aK

 ขั้นตอนที่ 3   ทําการวิเคราะหหาความเสถียรของฟงกชันถายโอนที่ไดจากการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  ซ่ึงถาระบบมีความเสถียรใหทําขั้นตอนที่ 4 แตถาระบบไมมีความเสถียรใหทาํ
ขั้นตอนที่ 6 
 ขั้นตอนที่ 4  ทําการหาคาความผิดพลาดจาก  

 

( ) ( )
2 2 2
1 22

2

( ) ...i
i

i

B j
kE G j e e e

A j
ωω
ω

= − = + + +  (3.31) 

 
โดย 

2
E  =  นอรมรากกําลังสอง (Root-square norm: L2-norm) 

 ขั้นตอนที่ 5   ทําการเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ โดยคาที่นํามาเก็บคือคาสัมประสิทธ์ิ 
ของฟงกชันถายโอนและคาความผิดพลาด ซ่ึงคาที่ไดเปนคาที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยท่ีสุด
ในแตละรอบของการคํานวณ 
 ขั้นตอนที่ 6  ทําการหาคาระดับของสมการพหุนาม (Degree of polynomial)  คือ คา   
n และ m ตามเงื่อนไขที่กําหนด  แลวทําการกระทําซ้ําตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 จนกวา         
คา m = 10 
 ซ่ึงคาผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณจะถูกกําหนดดวยคาความเสถียร และคาความ
ผิดพลาดที่นอยที่สุดนั่นเอง ดังแสดงในรูปที่ 3.4 แสดง Flow chart ของการเขียนโปรแกรมการ
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  
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รูปที่ 3.4 แผนภาพแสดง Flow chart ของวธีิกําลังสองนอยสุดแบบไมถวงน้ําหนัก 
 

3.3.2 วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight-least squares method) 
 ขั้นตอนที่ 1 จากวิธีการกําลังสองนอยสุด  ทํามาประยุกตใชในการสังเคราะหหา
ฟงกชันถายโอนไดโดยการใชฟงกชันถายโอนในการประมาณคาชุดขอมูลที่ไดจากการทดลองดัง
สมการที่ (3.2) โดยกําหนดให 0 =a  และ  เสมอ ≥m n )(ωiR  เปนสวนจริงซ่ึงในการทดลองนี้
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คือเทอมของคายืดหยุน (Elastic), ( )ωiX  เปนสวนจินตภาพ ซ่ึงในการทดลองนี้คือเทอมของ        
คาความหนืด (Viscous), ωi

b

 คือคาความถี่ที่ใชในการกระตุนระบบ ซ่ึงในการหาคาสัมประสิทธ์ิ
ฟงกชันถายโอนคือ  และ  สําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุดแบบ 
ถวงน้ําหนักจากสมการ (3.13) เทคนิคตอไปที่จะนําเสนอเปนเทคนิคกําลังสองนอยสุดแบบ        ถวง
น้ําหนักโดยฟงกชันที่จะนํามาใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือคาความถี่ของระบบ                 โดย
คาความถี่ที่ใชในการถวงน้ําหนัก จะอยูในแนวเสนทแยงมุมที่อยูกึ่งกลางเมตริก 

0 1,  ,  ,  nb b K 1 2,  ,  ,  ma a aK
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โดยคา  คือคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก และ k = 2 เทาของจํานวนชุดขอมูล  kw

ซ่ึงในงานวิจัยนี้ไดใชคาในการถวงน้ําหนัก 4 แบบคือ  

 แบบที่ 1 กําหนดให 1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 2 กําหนดให 
( )2

1
k

k

w
ω

=  

 แบบที่ 3 กําหนดให 2
k kw σ=  

 แบบที่ 4 กําหนดให 2

1
k

k

w
σ

=  

โดย kω  = ความถี่ และ 2
kσ  = ความแปรปรวน เมื่อมีการถวงน้ําหนักจะไดสมการ (3.32)  

ซ่ึงเขียนใหมไดเปน 
 

w P wVΩ =  (3.32)   
 
โดย P เรียกวาเวกเตอรสัมประสิทธิ์ และ V เรียกวาเวกเตอรที่ไดจากการวัด 
 ขั้นตอนที่ 2  จากสมการที่ (3.32) วิธีการแกปญหาเพื่อหาคาเวกเตอรสัมประสิทธ (P) 
ใชวิธี Pseudo-inverse แกปญหา จะไดดังสมการที่ (3.33)  
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( ) 1T T T TP W W W W
−

= Ω Ω Ω V  (3.33) 

 
ซ่ึงผลที่ไดจากการแกสมการ (3.33)  คือคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนนั้นคือ   
และ  นั่นเอง  เมื่อไดคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนแลวนั้น  

0 1,  ,  ,  nb b bK

1 2,  ,  ,  ma a aK

 ขั้นตอนที่ 3  ทําการวิเคราะหหาความเสถียรของฟงกชันถายโอนที่ไดจากการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  ซ่ึงถาระบบมีความเสถียร ใหทําขั้นตอนที่ 4 แตถาระบบไมมีความเสถียรให
ทําขั้นตอนที่ 6 
 ขั้นตอนที่ 4  ทําการหาคาความผิดพลาดจาก  

 

( ) ( )
2 2 2
1 22

2

( ) ...i
i

i

B j
kE G j e e e

A j
ωω
ω

= − = + + +  (3.33) 

 
โดย 2E  = นอรมรากกําลังสอง (Root-square norm: L2-norm) 
 ขั้นตอนที่ 5 ทําการเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ โดยคาที่นํามาเก็บคือคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอน  และคาความผิดพลาดซึ่งคาที่ไดเปนคาที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด
ในการคํานวณแตละรอบ 
 ขั้นตอนที่ 6  ทําการหาคาระดับของสมการพหุนาม (Degree of polynomial)  คือ คา  
n และ m ตามเงื่อนไขที่กําหนด แลวทําการกระทําซํ้าตามขั้นตอนที่ 1 ถึงขั้นตอนที่ 6 จนกวาคา      
m = 10  ซ่ึงคาผลเฉลยที่ไดจากการคํานวณจะถูกกําหนดดวยคาความมีเสถียร และคาความผิดพลาด
ที่นอยที่สุดนั่นเอง  ดังแสดงในรูปที่ 3.5 แสดง Flow chart ของการเขียนโปรแกรมสําหรับการ
วิเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน  โดยใชวิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวง
น้ําหนัก 
 
 
 
 
 
 
 

 

n<m 
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รูปที่ 3.5 แผนภาพแสดง Flow chart ของวธีิกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนกั 
 

3.4  ปญหาทดสอบมาตรฐาน 
โปรแกรมคอมพิวเตอรที่สรางขึ้นเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืด

เชิงเสน มีความจําเปนอยางยิ่งตองไดรับการทดสอบความถูกตองในการคํานวณการทดสอบ
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โปรแกรมดังกลาวทําไดโดยนําโปรแกรมไปประยุกตเขากับปญหาที่ทราบฟงกชันถายโอน 
จากนั้นจึงนําผลเฉลยเชิงตัวเลขนั้นไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้น ๆโดย
กําหนดให 
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แบบจําลอง : 
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โดยทําการสรางขอมูลคาสวนจริง สวนจินตภาพและความถี่ของระบบ โดยการกําหนด

ฟงกชันถายโอน แลวทําการแทนคาความถี่ลงในสมการ (3.35) แลวนําคาสวนจริงและสวนจินต
ภาพ พรอมทั้งคาความถี่ของระบบเปนคาอินพุทของโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแลวนํา
ผลเฉลยที่ไดจากโปรแกรมมาทําการเปรียบเทียบกับคาจากสมการที่ (3.35)  
 
  
 
 



 

 

บทที่ 4                                                                                
ผลการคํานวณและอภปิรายผลการคํานวณ 

 

4.1  บทนํา 

สําหรับบทนี้เปนการนําเสนอผลการประเมินสัมประสิทธ์ิของฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน โดยพิจารณาจากชุดขอมูลที่ไดกับคาที่ไดจากการประเมินดวยโปรแกรม  นํามาเขียนกราฟ
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และกราฟความสัมพันธระหวางสวนจินตภาพกับความถี่  
เพื่อวิเคราะหผลที่เกิดขึ้น ตลอดจนวิเคราะหผลที่ไดจากการใชโปรแกรมโดยวิธีการถวงน้ําหนักที่แตกตาง
กัน  ซ่ึงสําหรับบทนี้แบงออกเปน 3 สวนดวยกัน ประกอบดวย       สวนของโปรแกรมวิเคราะหหาฟงกชัน
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน, สวนที่สองเปนสวนของปญหาทดสอบโปรแกรม  สวนสุดทายเปน
สวนของผลการทดลองและการอภิปรายผลการทดลอง 
 

4.2  โปรแกรมวิเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืด 
รูปแบบของสมการและขั้นตอนวิธีแกสมการเพื่อหาผลเฉลย ในบทที่ 3 ไดถูกนํามาประดิษฐเปน

โปรแกรมคอมพิวเตอรสําหรับใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงจะเสนอรายละเอียดในหัวขอนี้ 
โดยทั่วไปแลวในการเขียนโปรแกรมคอมพิวเตอรมักจะประกอบไปดวย     สามสวนหลักดังตอไปนี้  

1) พรีโปรเซสเซอร (Pre-processor) 
 เปนขั้นตอนการกําหนดคาปอนเขา (Input) ใหกับโปรแกรม ซ่ึงอาจทําไดโดยปอนคาใหกับ
โปรแกรมหลักโดยตรงหรือสรางเปนไฟลขอมูลดังกลาวไวแลวจึงสั่งใหโปรแกรมอานคาขอมูลจากไฟลอีก
คร้ังหนึ่ง ขั้นตอนนี้ถือวาเปนขั้นตอนพรีโปรเซสเซอร สําหรับโปรแกรมนี้คาปอนเขา คือ  ความถี่, คาที่เปน
จํานวนจริง และคาที่เปนจํานวนจินตภาพ ซ่ึงในการวิเคราะหหา     ผลเฉลยจะไดคาสัมประสิทธของ
ฟงกชันถายโอน ความแมนยําของโปรแกรมจะขึ้นอยูกับจํานวนชุดขอมูลที่ปอนเขา จํานวนทศนิยมที่ใช
สําหรับชุดขอมูลที่ปอนเขา ซ่ึงพบวาจํานวนทศนิยมที่เหมาะสมที่ใช ตองมีนัยสําคัญตั้งแต 4 ตําแหนงขึ้นไป 
และผลของชวงของความถี่ที่ปอนเขาก็มีผลกับความแมนยําของโปรแกรมเชนกัน  เนื่องจากโปรแกรมนี้มี
ความเหมาะสมกับวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนเทานั้น ดังนั้นความถี่ในการทดสอบ จึงควรอยูในชวงที่เปนเชิง
เสนเทานั้น ซ่ึงความถี่ในการ 
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ทดสอบควรอยูระหวาง 0.1-100 Hz ดังนั้นการกําหนดขอมูลปอนเขาใหกับโปรแกรมในขั้นตอน                     
พรีโปรเซสเซอร  จึงควรคํานึงถึงจํานวนทศนิยมที่ปอนเขา จํานวนชุดขอมูล และชวงของความถี่    
ที่ใชทดสอบใหเหมาะสม เพื่อใหผลเฉลยที่จะไดรับมีความถูกตองในชวงที่ยอมรับได และเวลาใน
การคํานวณที่เหมาะสม 

2) การคํานวณหาผลเฉลย (Solver) 
 ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่นิยมนํามาประยุกตใชแกหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนที่มี
เมตริกซ Ω  ไมใชเมตริกซจัตุรัสมีดวยกันหลายวิธี  ซ่ึงวิธีที่นํามาใชในงานวิจัยนี้ คือ  วิธีเมตริกซ
ผกผัน (Pseudo inverse) ซ่ึงวิธีการนี้ไดนําเสนอรายละเอียดไวในบทที่ 3  โดยผลเฉลยที่ไดจากการ
คํานวณ  คือ  คาสัมประสิทธของฟงกชันถายโอน 

3) โพสโปรเซสเซอร (Post-processor) 
 ขั้นตอนสุดทายของโปรแกรมคอมพิวเตอร  คือการนําเอาผลเฉลยที่ไดในขั้นตอนที่ 2 
ไปแสดงผลใหอยูในรูปแบบกราฟความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวน
จํานวนจินตภาพกับความถี่  
 สําหรับโปรแกรมคอมพิวเตอรที่สรางขึ้นในที่นี้เขียนขึ้นโดยใชโปรแกรม MATLAB 
7.0 มีนามสกุลเปน .m โปรแกรมดังกลาวสามารถทํางานไดอยางมีประสิทธิภาพบนเครื่อง
คอมพิวเตอร Pentium 4 3.00 MHz, Ram 1 GB ระบบปฏิบัติการวินโดวเอ็กซพี (Windows XP) 
รายละเอียดรวมถึงขั้นตอนการทํางานของโปรแกรมไดอธิบายในหัวขอลําดับถัดไปดังนี้ 

4.2.1 รายละเอียดของโปรแกรมสงัเคราะหหาฟงกชันถายโอน 
 โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนประกอบไปดวย 2 ชุดใหญ คือ ชุดที่หนึ่ง 
เปนโปรแกรมที่ ถูกเขียนอยูในรูปของฟงกชัน  โดยเปนชุดที่ใช สําหรับสรางพารามิ เตอร                   
ที่โปรแกรมหลักตองการ เชน โปรแกรม ComputePQRS, โปรแกรม AVG.m, โปรแกรม ramda1.m 
ถึง ramda6.m, โปรแกรม ramda12.m และ ramda21.m, โปรแกรม STAT.m ซ่ึงโปรแกรมเหลานี้
เขียนอยูในรูปของฟงกชัน และถูกนําไปประกอบใชในโปรแกรมหลัก โดยโปรแกรมหลักประกอบ
ไปดวยโปรแกรม leastupdate.m, โปรแกรม leastweigh.m, โปรแกรม leastweigh2.m, โปรแกรม 
leastweighSTAT.m, โปรแกรม leastweighSTAT1.m โดยโปรแกรมหลักเปนโปรแกรมที่สามารถ
หาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนได รายละเอียดของโปรแกรมเหลานี้เปนดังตอไปนี้ 

4.2.2 ชุดโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอร 
 1) โปรแกรม ComputePQRS เปนโปรแกรมที่เขียนอยูในรูปของฟงกชันโดยรับคา
ลําดับขั้นของตัวเศษ (Order of nominator, n) และลําดับข้ันของตัวสวน (Order of denominator, m) 
แลวโปรแกรมจะคํานวณหาคาดัชนี p, q, r และ s  ดังที่ไดกลาวในบทที่ 3   
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 2) โปรแกรม ramda1.m ถึง ramda6.m, โปรแกรม ramda12.m และ ramda21.m เปน
โปรแกรมที่เขียนอยูในรูปของฟงกชัน  เพื่อใชในการสรางเมตริกซ Ω  ดังสมการที่ 3.8 โดย  
 -  ramda1.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.9 โดยรับคาความถี่, คาดัชนี p, จํานวน
ตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 -  ramda2.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการ ที่ 3.10 โดยรับคาสวนจํานวนจริง, ความถี่, 
คาดัชนี  r, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจาํนวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 -  ramda3.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.11 โดยรับคาสวนจํานวนจินตภาพ, 
ความถี่, คาดัชนี  s, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda4.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.12 โดยรับคาความถ่ี, คาดัชนี q, จํานวน
ตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 - ramda5.m  คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.13 โดยรับคาสวนจํานวนจินตภาพ, 
ความถี่ , คาดัชนี  r, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda6.m   คือเมตริกซที่ไดจากสมการที่ 3.14 โดยรับคาสวนจํานวนจริง, ความถี่, 
คาดัชนี s, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  และสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 - ramda12.m  คือเมตริกซศูนย  โดยรับคาความถี่, คาดัชนี q, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  
และสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด  
 - ramda21.m   คือเมตริกซศูนย โดยรับคาความถี่, คาดัชนี p, จํานวนตัวแปรทั้งหมด  
และจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
 3) โปรแกรม AVG.m   เปนโปรแกรมที่เขียนแบบฟงกชันเพื่อหาคาเฉลี่ยของชุด
ขอมูล  โดยรับคาตัวแปรภายในชุดขอมูลนั้น ๆ  กับคาจํานวนตัวแปรที่อยูในชุดขอมูลนั้น ๆ โดย
โปรแกรมจะหาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลนั้น ๆ ออกมา  โดยโปรแกรมนี้จะใชรวมกับโปรแกรม 
STAT.m  
 4) โปรแกรม STAT.m   เปนโปรแกรมที่เขียนแบบฟงกชันที่สามารถหาคาเฉลี่ยของ
ชุดขอมูล   และคาความแปรปรวน (Variance) ของชุดขอมูลนั้นได  โดยรับคาตัวแปรภายในชุด
ขอมูลนั้น ๆ มา  โดยโปรแกรมจะหาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลนั้น ๆ และคาความแปรปรวนของชุด
ขอมูลนั้นออกมา  

4.2.3 ชุดโปรแกรมหลัก 
 เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับสังเคราะหหาฟงกชนัถายโอน  ซ่ึงประกอบไปดวย 
 1) โปรแกรม leastupdate.m   เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่ไมมีการถวงน้ําหนัก  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่, คาสวน
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จํานวนจริง  และคาสวนจินตภาพ  และทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาวมาใน
หัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา  โดยมีตัวแปรที่สําคัญดังนี้ 
สวนที1่    คาปอนเขา 
 omega  =  load('C:\……….\w.txt') ;       หรือ  omega  =  [ปอนคา] ;         

R          =  load('C:\………..\U.txt') ;      หรือ  R          =  [ปอนคา] ;            
X          =  load('C:\………..\V.txt') ;      หรือ  X          =  [ปอนคา] ;               
-  omega    คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาความถี่ที่ปอนเขามา  
-   R             คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาจํานวนจริงของชุดขอมูลที่ปอนเขามา 
-   X             คือ  ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาจํานวนจินตภาพของชุดขอมูลที่ปอนเขามา 

ซ่ึงเปนสวนที่ใชในการดึงขอมูลมาจากสวนที่ตองการโดยใชฟงกชัน load ของโปรแกรม MATLAB 
7.0  ชวยในการดึงขอมูล โดยไฟล w.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของความถี่  ซ่ึงมีขนาด
เทากับ 1k × , U.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของจํานวนจริง  ซ่ึงมีขนาดเทากับ 1k ×  และ 
V.txt เปน text ไฟลทําหนาที่เก็บขอมูลของสวนจินตภาพ  ซ่ึงมีขนาดเทากับ 1k ×   หรือใชวิธีการ
ปอนคาใหกับ R, X และ omega ไดโดยตรงเลยก็ได  โดยตัวแปร k คือ จํานวนชุดขอมูล 
สวนที่ 2   การเตรียมคาพารามิเตอรตาง ๆ  
 -  การเตรียมคาดัชนี (Index)  p, q, r และ s   
 [p ,q ,r ,s] = ComputePQRS (n, m); 
โดยการเรียกใชฟงกชัน ComputePQRS.m  

A11  =  ramda1 (omega, k, M, p); 
A12  =  ramda12 (omega, k, M, q); 
A13  =  ramda2 (R, omega, k, M, r); 
A14  =  ramda3 (X,omega, k, M, s);          
A21  =  ramda21(omega, k, M, p); 
A22  =  ramda4 (omega, k, M, q); 
A23  =  ramda5 (X, omega, k, M, r); 
A24  =  ramda6 (R, omega, k, M, s); 

 -  การสรางเมตริกซ A  ซ่ึงเปนเมตริกซสัมประสิทธิ์ที่มีขนาดเทากับ k M×  โดย M  คือ 
จํานวนตัวแปรทั้งหมด  ซ่ึงในการสรางเมตริกซสัมประสิทธิ์นั้นตองเรียกใชฟงกชัน ramda1 ถึง 
ramda6  และ  ramda12 กับ ramda21 โดยเมตริกซ  A  คือ 

11 12 13 14
21 22 23 24

A A A A
A

A A A A
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦
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 - การสรางเวกเตอรที่ไดจากการวัด ตัวแทนดวยตัวแปร B  
 

B = [R';X']; 
 

โดยการสรางเวกเตอรโดยการนําตัวแปร R มาทําการทรานโพส และตัวแปร X  มาทําการทรานโพส  
เราจะไดเวกเตอร B ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลวนั้น จะไดตัวแปรซึ่งมีความสําคัญสําหรับนําไปใช   ใน
การหาผลเฉลยคือ เมตริกซสัมประสิทธิ์ A และเวกเตอรที่ไดจากการวัด B จะไดดังสมการ 3.15 
สวนที่ 3   การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน 
งานวิจัยฉบับนี้หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสน สําหรับเมตริกซสัมประสิทธ์ิไมใชเมตริกซ
จัตุรัส และเมตริกซสัมประสิทธิ์เปนเมตริกซแบบ Full rank โดยใชวิธีการเมตริกซผกผันดังสมการที่ 
3.30 โดยมี Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*A)*A')*B 
 

 -  ตัวแปร Sol  ทําหนาที่เก็บคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน  
ซ่ึง เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน ซ่ึงงานวิจัยฉบับนี้ตองการ
ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุด  เพราะฉะนั้นตองไปหาคาความผิดพลาด หรือคาความผิดพลาด  
สวนที่ 4  การหาคาความผิดพลาด 
ถึงแมวาวิธีการหาผลเฉลยที่ไดกลาวมาในหัวขอขางตนเปนวิธีการที่สามารถหาผลเฉลยที่ใหคาที่    
มีความถูกตองคาหนึ่งเทานั้น  แตสําหรับงานวิจัยนี้คาผลเฉลยที่ได  ก็ไมสามารถยืนยันผลเฉลยที่
ถูกตองที่สุดได  เนื่องจากงานวิจัยนี้จะพิจารณาคาความผิดพลาดของผลเฉลยที่มีคานอยที่สุด 
 

G = [ R X]'; 
Gm = [REstimated parameter XEstimated parameter]'; 
abs_error  =  (G-Gm); 
error  =  norm (abs_error) 

โดยที่ 
G   คือ  ตัวแปรที่ไวเก็บเวกเตอรที่ไดจากการวัด โดยมีขนาดเทากับ [ 1]k ×  โดย k ขนาด

เปนสองเทาของจํานวนชุดขอมูลทั้งหมด 
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 Gm คือ ตัวแปรที่ไวเก็บเวกเตอรที่ไดจากการจําลอง โดยมีขนาดเทากับ [ 1]k ×  
 REstimated parameter คือ ตัวแปรที่เก็บคาจํานวนจริงที่ไดจากโปรแกรม 
 XEstimated parameter คือ ตัวแปรที่เก็บคาจํานวนจินตภาพที่ไดจากโปรแกรม 
 abs_error  คือ ตัวแปรเก็บคาความผิดพลาด 
 error คือ คาความผิดพลาดที่คํานวณไดจากฟงกชันนอรมรากกําลังสอง โดยใชคําสั่ง norm 
ที่มีอยูในโปรแกรม MATLAB 7.0 เอง  
ซ่ึงเมื่อไดคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด โดยตัว
แปรที่ใชเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน คือ 
 num_final  คือ ตัวแปรที่ใชสําหรับเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดของเศษ 
 den_final   คือ ตวัแปรที่ใชสําหรับเก็บคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ดีที่สุดของสวน 
สวนที่ 5  สวนเก็บขอมูลและแสดงผล 
เปนสวนที่มี Code ที่ใชสําหรับเก็บคาที่ไดจากการคํานวณ และแสดงผลโดยการเขียนกราฟ
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่  
 2) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 1/ω  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่,     
คาสวนจํานวนจริง และคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ได  
กลาวมาในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความ
คลายคลึงกับโปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอยในสวนของการสราง
เมตริกซทแยงมุม ในสวนที่ 2  การเตรียมคาพารามิเตอรจะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุม 
เพิ่มขึ้นอีกชุดหนึ่ง 
 

W = 1./(omega); 
                W = [W' ; W'] 

for i=1:2*k 
      for j=1:2*k 
        if i == j 
                 WK(i,j) = W(i,1); 
        else 
                WK(i,j) = 0.0; 
       end 
    end 
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โดย  -   ตัวแปร  W  แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 1/ω  
         -   ตัวแปร  WK  แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลว  เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน   โดยใน
สวนที่ 4 และ 5 Code ที่เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m  ทุกประการ 
 3)  โปรแกรม leastweight2.m   เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอยสุด 
(Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 21/ω  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่,   
คาสวนจํานวนจริงและคาสวนจินตภาพ  แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาว
มาในหัวขอกอนหนานี้  เขามาชวยในการแกปญหา  ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความคลายคลงึ
กับโปรแกรม  leastupdate.m   แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย ในสวนของการสรางเมตริกซ
ทแยงมุม ในสวนที่ 2  การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุม เพิ่มขึ้นอีก
หนึ่งชุด 
 

W = 1./(omega.*omega); 
               W = [W' ; W'] 

for i=1:2*k 
              for j=1:2*k 
               if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
              else 
               WK(i,j) = 0.0; 
             end 
           end 
         end 
โดย  -  ตัวแปร  W  แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 21/ω  
         -  ตัวแปร  WK  แทนเมตริกซทแยงมุม  
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ซ่ึงเมื่อผานกระบวนการนี้แลวจะไดเมตริกซทแยงมุม ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่ง คือสวนที่ 3 
การหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 
 
 Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 
ซ่ึงเราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยในสวนที่ 4 และ 5 Code ที่
เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม leastupdate.m ทุกประการ 
 4) โปรแกรม leastweightSTAT.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสองนอย
สุด (Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 2σ  โดยกําหนดคาปอนเขาเปนคาความถี่, คา
สวนจํานวนจริงและคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสรางพารามิเตอรที่ไดกลาวมา
ในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหา ซ่ึง Code ที่มีอยูในโปรแกรมนี้มีความคลายคลึงกับ
โปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย ในสวนของการสรางเมตริกซทแยงมุม 
ในสวนที่ 2 การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code การสรางเมตริกซทแยงมุมอีกชุดหนึ่ง 
 

[meanR,stdevR]=stat(R); 
[meanX,stdevX]=stat(X); 
W1 = diag(ones(k,1),0) 
W1 = stdevR.*W1 
W1 = diag(W1) 
W2 = diag(ones(k,1),0) 
W2 = stdevX.*W2 
W2 = diag(W2) 
W = [W1 ; W2] 
for i=1:2*k 

               for j=1:2*k 
                 if i == j 
                     WK(i,j) = W(i,1); 
                else 
                    WK(i,j) = 0.0; 
          end 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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โดยที่  
-  ตัวแปร  stdevR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร  stdevX เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร  meanR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร  mean) เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร  W1 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 2σ  ของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร W2 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักในที่นี้คือ 2σ  ของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร WK แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสนจะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเมื่อผานสวนนี้ไปแลว  เราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยใน
สวนที่ 4 และ 5 Code ที่เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m ทุกประการ 
 5) โปรแกรม leastweightSTAT1.m เปนโปรแกรมที่ใชสําหรับวิธีการกําลังสอง  นอย
สุด (Least square method) ที่มีการถวงน้ําหนักดวย 21/σ  โดยการกําหนดคาปอนเขาเปน  
คาความถี่, คาสวนจํานวนจริง และคาสวนจินตภาพ แลวทําการใชโปรแกรมสําหรับสราง
พารามิเตอรที่ไดกลาวมาในหัวขอกอนหนานี้เขามาชวยในการแกปญหาซึ่ง Code ที่มีอยู               ใน
โปรแกรมนี้มีความคลายคลึงกับโปรแกรม leastupdate.m แตจะมีความแตกตางเพียงเล็กนอย  ใน
สวนของการสรางเมตริกซทแยงมุม ในสวนที่ 2 การเตรียมคาพารามิเตอร จะเพิ่ม Code          การ
สรางเมตริกซทแยงมุมเพิ่มขึ้นอีกหนึ่งชุด 
 

[meanR,stdevR]=stat(R); 
[meanX,stdevX]=stat(X); 
W1 = diag(ones(k,1),0) 
W1 = stdevR.*W1 
W1 = 1./diag(W1) 
W2 = diag(ones(k,1),0) 

 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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W2 = stdevX.*W2 
W2 = 1./diag(W2) 
W = [W1 ; W2] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 

           if i == j 
                 WK(i,j) = W(i,1); 
           else 
               WK(i,j) = 0.0; 
     end 
                end 
              end 
โดยที่ 
-  ตัวแปร stdevR  เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง  
-  ตัวแปร stdevX  เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาความแปรปรวนของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร meanR เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร mean) เปนตัวแปรที่ใชเก็บคาเฉลี่ยของชุดขอมูลในสวนของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร W1 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือ 21/σ  ของจํานวนจริง 
-  ตัวแปร W2 แทนคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก ในที่นี้คือ 21/σ  ของจํานวนจินตภาพ 
-  ตัวแปร WK แทนเมตริกซทแยงมุม  
ซ่ึงเราจะไดเมตริกซทแยงมุม  ซ่ึงสวนที่แตกตางอีกสวนหนึ่งคือ สวนที่ 3 การหาผลเฉลยของระบบ
สมการเชิงเสน จะได Code ดังนี้ 

 
Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
 

ซ่ึงเราจะไดสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนและฟงกชันถายโอน โดยในสวนที่ 4 และ 5 Code ที่
เขียนขึ้นเหมือนกับโปรแกรม  leastupdate.m  ทุกประการ 
 
 
 
 

- หาคาความแปรปรวน ( 2σ ) เก็บอยูที่ตัวแปร stdevR, stdevX 

- หาคาเฉลี่ยของชุดขอมูลเก็บอยูที่ตัวแปร meanR, meanX 
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4.3  ปญหาทดสอบมาตรฐาน 
ในการนําโปรแกรมที่ทําการเขียนขึ้นมาทําการใชงานนั้น  ตองมีการทดสอบความถูกตอง 

ความแมนยํา  และความเสถียรของโปรแกรมนั้น ๆ กอน เพื่อเปนการตรวจสอบวาโปรแกรมที่      
ทําการเขียนขึ้นนั้นมีความนาเชื่อถือเพียงใด  สําหรับหัวขอนี้เปนการนําเสนอผลการทดสอบ
โปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน โดยการนําโปรแกรมไปประยุกตเขากับปญหาที่ทราบ
ฟงกชันถายโอน จากนั้นจึงนําการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนจากโปรแกรม
เปรียบเทียบกับผลเฉลยแมนตรงของปญหานั้น ๆ   ซ่ึงในการนําเสนอนั้นจะนําเสนอผลการคํานวณ
ออกมาในรูปแบบของคาสัมประสิทธิ์เปรียบเทียบกันระหวางสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่
ทราบคากับคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนที่ไดจากโปรแกรม  และนํามาเขียนกราฟเปรียบเทียบ  
ชุดขอมูลที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่ทราบคากับเสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่ไดจาก
โปรแกรม โดยใชแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวน    
จินตภาพกับความถี่  โดยในการนําเสนอนั้นจะอยูบนเงื่อนไขที่วาฟงกชันถายโอนจะตองมีความ
เสถียร  คาลําดับขั้นของโพลิโนเมียนของตัวเศษจะตองมีคานอยกวาหรือเทากับคาลําดับขั้นของ   
โพลิโนเมียนของตัวสวนและคา  0 1a =   เสมอ   

4.3.1 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 1 

 
1( )

0.2 1
G j

j
ω

ω
=

+
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับศูนย  และโพล (Pole) มีคาเทากับ –5  จํานวนชุดขอมูลมี
ทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ  
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.1 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.1 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
ตารางที่ 4.1 แสดงผลการคํานวณที่โพลมีคาเทากับ -5 

Program Plant Estimated 
parameter 

Transfer function 2
E  

(a) 0

1

1
0.2

b
a
=
=

 1

0

2

1

-6.218e-009
1
1.244e-009 
0.2

b
b
a
a

=
=
=
=

 

9

9 2

6.218 10 ( ) 1( )
1.244 10 ( ) 0.2( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

− × +
=

× + +
 0.003291  

 

(b) 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 1( )

0.2( ) 1
G j

j
ω

ω
=

+
 0.003310  

(c) 0

1

1
0.2

b
a
=

=
 0

1

1
0.2001

b
a
=

=
 1( )

0.2001( ) 1
G j

j
ω

ω
=

+
 0.003530  
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 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงก ชันถายโอน            
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 1 จากตาราง 4.1 ซ่ึงผล
การคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวาโปรแกรม (a) มีคาความผิดพลาด
นอยที่สุดคือ 0.003291 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ 1 -6.218e-009,b =  0 1,b =  

2 1.244e-009,a =  1 00.2,  1a a= =  และจากรูปที่ 4.1 พบวา ฟงกชันถายโอนที่คํานวณได เมื่อนํามา
เขียนกราฟแลว พบวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน  
แสดงวาฟงกชันถายโอนท่ีไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถประมาณคา
ชุดขอมลู เมื่อสังเกตจากตาราง 4.1 พบวา คาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรม
การสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคาใกลเคียงกัน   ดังนี้คือ 
0.003291, 0.003310 และ 0.003530 ตามลําดับ  

4.3.2 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 2 

 

( )2
1( )

0.2 0.8( ) 1
G j

j j
ω

ω ω
=

+ +
 

 
 โดยไมมีคาศูนย (Zero) และโพล (Pole) มีคาเทากับ 2+j, 2-j จํานวนชุดขอมูลมี
ทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(a) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(b) 

 



80
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(c) 

 
รูปที่ 4.2 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.2 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 2 จากตาราง 4.2 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ไดวาโปรแกรม (b) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.011360 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b5 = 1.82x10-7,        
b4 = 9.394x10-3, b3 = 1.532x10-3, b2 = 0.5880, b1 = 2.657x10-3, b0 = 1.0000 และ a6 = 0.001879,  
a5 = 0.00782, a4 = 0.1282, a3 = 0.4725, a2 = 0.7902, a1 = 0.8027, a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.2 พบวา ฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.2 
พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของ
โปรแกรม(a), (b) และ (c) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.011506, 0.011360 และ 0.011514  
ตามลําดับ  
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ตารางที่ 4.2 แสดงผลการคํานวณที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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4.3.3 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 2, m = 3 

 

( ) ( )

2

3 2
1( ) 11( ) 30( )

0.1667 1.833 1
j jG j

j j j
ω ωω
ω ω ω

+ +
=

+ + +
 

 
 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ –5, -6 และโพล (Pole) มีคาเทากับ –1, –2  และ –3  จํานวน
ชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



83
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.3 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.3 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 2, m = 3 จากตาราง 4.3 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวา โปรแกรม (c) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.491948โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b8 = 0.0191,              
b7 = 0.2104, b6 = 2.1360, b5 = 17.1900, b4 =63.1200, b3 = 180.1000, b2 = 483.0000,                   b1 
= 11.2000, b0 = 30.0000 และ a9 = 0.0032, a8 = 0.0191, a7 = 0.2957, a6 = 1.5790, a5 = 5.6000, a4 
= 17.8000, a3 = 29.7400, a2 = 17.0800, a1 = 1.8400, a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.3 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณได  เมื่อนํามาเขียนกราฟแลวพบวา
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อพิจารณาจาก      
ตาราง 4.3 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคา
ใกลเคียงกัน  ดังนี้คือ 0.502841, 0.503030 และ 0.491948 ตามลําดับ 
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ตารางที่ 4.3 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, -2, -3 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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4.3.4 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 4, m = 4 
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 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ -2, –5, 3+j  และ 3-j  และโพล (Pole) มีคาเทากับ –5, -3,     
-2+2j และ –2-2j จํานวนชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 
Hz, 0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิ โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
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(c) 

 
รูปที่ 4.4 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.4 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ω , (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนโดย
กําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 4, m = 4 จากตาราง 4.4 พบวา 
จากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวาโปรแกรม (a) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ  2.167463  โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b6 = 0.0224,         
b5 = 0.0324, b4 = 0.0205, b3 = 1.1440, b2 = -7.7560, b1 = -39.8500, b0 = 99.9300 และ                  
a6 = 1.8780x10-5, a5 = 5.1130x10-4, a4 = 5.5391x10-4, a3 = 0.0454, a2 = 0.2644, a1 = 0.7324,       
a0 = 1.0000 
 และจากรูปที่ 4.4 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณ กับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.4 
พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
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ตารางที่ 4.4 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคาเทากับ -5, -3, 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer  function 2
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โปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 2.167463, 2.176900 และ 2.529059 
ตามลําดับ  

4.3.5 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 3, m = 5 
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 โดยคาศูนย (Zero) เทากับ 2, 5 และ 8  และโพล (Pole) มีคาเทากับ -1.5, -2, -3+j,        
-3-j  และ -8  จํานวนชุดขอมูลมีทั้งหมด 50 ชุด, ความถี่ในการกระตุนระบบอยูในชวง 0.1 - 10 Hz,   

0 1a =  
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุน 
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(b) 
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(c) 

 
รูปที่ 4.5 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.5  โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ   
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ω  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรม มีคา n = 3, m = 5  จากตาราง 4.5  
พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไดวา โปรแกรม (c) มีคาความ
ผิดพลาดนอยที่สุดคือ 1.127855 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b8 = -4.7520x10-5,    
b7 = 9.2860x10-4, b6 = 1.1490x10-3, b5 = 3.7020, b4 = -37.5700, b3 = 118.0000, b2 = -123.0000,  
b1 = 30.9100, b0 = -30.0000 และ a8 = 9.0060x10-5, a7 = 736270, a6 = 0.2819,    a5 = 1.7530,      
a4 = 5.2240, a3 = 7.6270, a2 = 5.1470, a1 = 1.8960, a0 = 1.0000  
 จากรูปที่ 4.5 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน แสดงวาฟงกชันถายโอนท่ี
คํานวณไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถประมาณคาชุดขอมูลที่ได  
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ตารางที่ 4.5 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 3
3 5

2 4

1 3

0 2
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5
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ตารางที่ 4.5 แสดงผลการคํานวณที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  
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=
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จากสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ไดถูกตอง  ซ่ึงเมื่อสังเกตจาก
ตาราง 4.5 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน      
ถายโอนของโปรแกรม (a), (b) และ (c) นั้นมีคาใกลเคียงกันดังนี้คือ 1.133333, 1.133020 และ 
1.127855  ตามลําดับ 

4.3.6 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่  n = 0, m = 1 จากหัวขอท่ี 4.3.1 โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   

 เนื่องจากผลที่ไดจากการทดลองพบวา ชุดขอมูลที่ไดจะมีคาความแปรปรวน
(Variance) ของชุดขอมูลคาหนึ่ง  จึงมีแนวความคิดวาถานําคาความแปรปรวน (Variance) ของชุด
ขอมูลน้ัน ๆ  มาเปนคาที่ใชในการถวงน้ําหนักจะทําใหโปรแกรมมีความแมนยํามากขึ้นหรือไม     
ซ่ึงในหัวขอนี้จะใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาทําการถวงน้ําหนักใหกับสมการที่ไดจาก
กระบวนการกําลังสองนอยสุด โดยกําหนดให 
 a) โปรแกรม leastupdate.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Least-square method 
 b) โปรแกรม leastweight.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 1/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 c) โปรแกรม leastweight2.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์โดยใชวิธี 
Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/ω  โดย ω  คือ ความถี่ที่ใหการ
กระตุนระบบ 
 d) โปรแกรม leastweightSTAT.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิโดย
ใชวิธี Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 2σ  โดย 2σ  คือ ความ
แปรปรวน (Variance) 
 e) โปรแกรม leastweightSTAT1.m เปนโปรแกรมเพื่อคํานวณหาคาสัมประสิทธ์ิโดย
ใชวิธี Weight least-square method โดยให Weighting function คือ 21/σ  โดย 2σ  คือ ความ
แปรปรวน (Variance) 
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(c) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.6 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง  และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.1 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรม มีคา n = 0, m = 1 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10% และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ       
ถวงน้ําหนักจากตาราง 4.6 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน   
ไดวาโปรแกรม (e) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.487166 โดยมีคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอน
เทากับ b2 = 3.9560x10-4, b1 = 9.8520x10-4, b0 = 1.0020 และ a2 = 3.8010x10-4, a1 = 0.1996,          
a0 = 1.0000  และจากรูปที่ 4.6 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลวพบวา 
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน ซ่ึงเมื่อสังเกตจากตาราง 4.6   
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ตารางที่ 4.6 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ -5 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
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พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของ
โปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้น มีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.487453, 0.489563, 0.495653, 
0.487414 และ 0.487166 ตามลําดับ 

4.3.7 พิจารณาฟงกชันถายโอนที่ n = 0, m = 2 จากหัวขอท่ี 4.3.2  โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.7 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.2 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ     
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน            
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 0, m = 2 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใชคาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ      
ถวงน้ําหนัก จากตาราง 4.7 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
ไดวา โปรแกรม (e) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 0.432772 โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชัน         
ถายโอนเทากับ b2 = 8.704x10-4, b1 = -1.241x10-4, b0 = 1.0010 และ a2 = 0.1999, a1 = 0.7994,            
a0 = 1.0000 และจากรูปที่ 4.7 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว  พบวา
เสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน  จากการสังเกตพบวา  
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ตารางที่ 4.7 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
6 6

5 5

5 3
4 4

4 2
3 3

2
2 2

1 1

0 0

1.6560 10  3.3420 10    

  1.6530 10  3.6590 10  

2.3120 10  1.5560 10

  1.9980 10  0.2141
4.9410            0.7917

  0.9988            1.0000              

b a

b a

b a

b a
b a
b a

− −

− −

− −

−

= − × = ×

= × = ×

= − × = ×

= × =
= − =
= =

 

6 5 5 4 4 3

2 2

6 5 3 4 2 3

2

1.656 10 ( ) 1.653 10 ( ) 2.312 10 ( )
1.998 10 ( ) 4.941( ) 0.9988( )

3.342 10 ( ) 3.659 10 ( ) 1.556 10 ( )
0.2141( ) 0.7917( ) 1

j j j
j jG j
j j j

j j

ω ω ω

ω ωω
ω ω ω

ω ω

− − −

−

− − −

− × + × − ×

+ × − +
=

× + × + ×

+ + +

 
0.433324  

(b) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
7 7

7 7
6 4

6 6
5 3

5 5
3 2

4 4
3

3 3

2

   -4.757 10        7.8170 10

      6.2660 10    8.9550 10

  8.3420 10    3.9640 10

     5.2890 10    6.8240 10

 3.0050 10    0.2693
    0.3399             

b a

b a

b a

b a

b a
b a

− −

− −

− −

− −

−

= × = ×

= × = ×

= − × = ×

= × = ×

= − × =

= 2
3

1 1

0 0

0.5269

    5.869 10      0.7951
    1.0070             1.0000   

b a
b a

−

=

= × =
= =

 

7 7 6 6 5 5

3 4 3 3 2

3

7 7 4 6 3 5

2 4 3

4.757 10 ( ) 6.266 10 ( ) 8.342 10 ( )
5.289 10 ( ) 3.005 10 ( ) 0.3399( )
5.869 10 ( ) 1.007( )

7.817 10 ( ) 8.955 10 ( ) 3.964 10 ( )
6.824 10 ( ) 0.2693( ) 0.526

j j j
j j j
jG j
j j j
j j

ω ω ω

ω ω ω

ωω
ω ω ω

ω ω

− − −

− −

−

− − −

−

− × + × − ×

+ × − × +

+ × +
=

× + × + ×

+ × + + 29( )
0.7951( ) 1

j
j

ω
ω+ +

 

0.432890  
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ตารางที่ 4.7 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่โพลมีคาเทากับ 2+j, 2-j (ตอ) 
Program Plant Estimated parameter Transfer function 2

E  

(c) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
3

1 1

0 0

  4.5270 10      0.1578
  1.0150               1.0000

                          

b a
b a

−= × =
= =  

34.527 10 ( ) 1.015( )
0.1578( ) 1

jG j
j
ωω
ω

−× +
=

+
 0.504411  

(d) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
5 4

3 3

4
2 2

3
1 1

0 0

7.0570 10    7.0710 10

  6.0500 10    0.1946

3.1740 10    0.7895
  0.9947            1.0000                   

b a

b a

b a
b a

− −

−

−

= − × = ×

= × =

= − × =
= =

 

5 3 4 2

3

4 3 2

7.057 10 ( ) 6.05 10 ( )
3.174 10 ( ) 0.9947( )
7.071 10 ( ) 0.1946( )

0.7895( ) 1

j j
jG j
j j

j

ω ω

ωω
ω ω

ω

− −

−

−

− × + ×

− × +
=

× +
+ +

 
0.434986  

(e) 0

1

2

1
0.8
0.2

b
a
a

=

=
=

 
5

2 2
3

1 1

0 0

  8.7040 10     0.1999

1.2410 10     0.7994
  1.001                 1.0000                

b a

b a
b a

−

−

= × =

= − × =
= =

 
5 2 5

2

8.704 10 ( ) 1.241 10 ( ) 1.001( )
0.1999( ) 0.7994( ) 1

j jG j
j j
ω ωω
ω ω

− −× − × +
=

+ +
 0.432772  
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สําหรับโปรแกรม (b) นั้น เสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน
ถายโอนนั้น จะเกิดการแกวงที่ความถี่ประมาณ 1.0 - 2.0 Hz ที่กราฟแสดงความสัมพันธระหวาง
สวนจํานวนจริงกับความถี่ สวนกราฟแสดงความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่  
กราฟมีความสอดคลองกันระหวางเสนกราฟที่ไดจากโปรแกรม (b) กับชุดขอมลู และเมื่อสังเกตจาก
ตาราง 4.7 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน     ถาย
โอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 0.433324, 0.432890, 
0.504411, 0.434986 และ 0.432772 ตามลําดับ 

4.3.8 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 2, m = 3 จากหัวขอท่ี 4.3.3 โดยกําหนดใหชุดขอมูล 
  มีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10%   
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(c) 
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(d)
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(e) 

 
รูปที่ 4.8 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน 

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.3 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ    
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน             
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 2, m = 3 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10% และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ     
ถวงน้ําหนัก จากตาราง 4.8 พบวาจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  
ไดวาโปรแกรม (c) มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 11.18367 โดยมีคาสัมประสิทธ์ิฟงกชันถายโอน
เทากับ b9 = -4.617x10-6, b8 = 6.277x10-4, b7 = 3.075x10-2, b6 = 0.3837, b5 = 3.157, b4 = 32.12,     
b3 = 52.63, b1 = 496.2, b0 = 3.208, b0 = 30.3 และ a9 = 1.59x10-6, a8 = 5.851x10-3, a7 = 1.78x10-2, 
a6 = 0.5945, a5 = 1.464, a4 = 10.62, a3 = 25.57, a2 = 9.7560x10-2, a1 = 0.4590, a0 = 1.0000   
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ตารางที่ 4.8 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, 
           -2, -3 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  

(a) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

5 5
5 5

3 2
4 4

2 2
3 3

2 2

1 1

0 0

3.4760 10    1.1730 10

 1.0110 10   1.0410 10

 5.2730 10   3.1230 10
  0.6155            0.6080
  3.1920            1.5480
29.8700           1.0000

b a

b a

b a
b a
b a
b a

− −

− −

− −

= − × = ×

= × = ×

= × = ×

= =
= =
= =

 

( )

( )

45 5 3

2 3 2

45 5 2

2 3 2

3.476 10 ( ) 1.011 10

5.273 10 ( ) 06155( )
3.192( ) 29.87( )

1.173 10 ( ) 1.041 10

3.123 10 ( ) 0.608( )
1.548( ) 1

j j

j j
jG j

j j

j j
j

ω ω

ω ω
ωω

ω ω

ω ω
ω

− −

−

− −

−

− × + ×

+ × +
+ +

=
× + ×

+ × +
+ +

 

11.29538  

(b) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000    0.1667
11.0000  1.0000
30.0000 1.8330

                    1.0000

b a
b a
b a

a

= =

= =
= =

=

 

2 3
2 3

1 2

0 1

0

7.9270 10 8.7670 10
3.5850          0.6288
29.9900        1.5680

                           1.0000

b a
b a
b a

a

− −= × = ×
= =
= =

=

 ( )

2 2

23 3

7.927 10 ( ) 3.585( ) 29.99( )
8.767 10 ( ) 0.6288 1.568( ) 1

j jG j
j j j

ω ωω
ω ω ω

−

−

× + +
=

× + + +
 11.27139  

(c) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

6 6
9 9

4 3
8 8

2 2
7 7

6 6

5 5

4 4

3

4.1670 10     1.5900 10

 6.2770 10    5.8510 10

 3.0750 10    1.7810 10
  0.3837            0.5945
  3.1570            1.6460
32.1200            10.6200
52

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b

− −

− −

− −

= − × = ×

= × = ×

= × = ×

= =

= =
= =
= 3

2 2

1 1

0 0

.6300          25.5700
496.200         16.8900
  3.2080         1.5700
30.3000        1.0000

a
b a
b a
b a

=

= =
= =
= =

 

( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

9 86 4

7 62

45 3

2

9 86 3

7 62

45 3

4.617 10 6.277 10

3.075 10 0.3837

3.157( ) 32.12 52.63( )

496.2( ) 3.208( ) 30.3( )
1.59 10 5.851 10

1.781 10 0.5945

1.646( ) 10.62 25.57( )

16.

j j

j j

j j j

j jG j
j j

j j

j j j

ω ω

ω ω

ω ω ω

ω ωω
ω ω

ω ω

ω ω ω

− −

−

− −

−

− × + ×

+ × +

+ + +

+ + +
=

× + ×

+ × +

+ + +

+ 289( ) 1.57( ) 1j jω ω+ +

 

11.18367  
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ตารางที่ 4.8 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -5, -6 และโพลมีคาเทากับ -1, 
 -2, -3 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  

(d) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=
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3 4

2
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0
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                          1.0000

b a

b a
b a
b a

a

− −

−

= × = ×

= = ×
= =
= =

=

 ( )

3 3 2

44 2 3

2

2.984 10 ( ) 0.51( )
7.195( ) 29.59( )

2.099 10 8.323 10 ( )

0.8124( ) 0.1647( ) 1

j j
jG j
j j

j j

ω ω
ωω
ω ω

ω ω

−

− −

× +
+ +

=
× + ×
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11.42687  

(e) 2 3

1 2

0 1

0

1.0000      0.1667
11.0000    1.0000
30.0000   1.8330

                      1.0000

b a
b a
b a

a

= =
= =
= =

=

 

2
2 2

1 1

0 0

3.3120 10  0.5986
3.3510           1.5590
30.020          1.0000

                       

b a
b a
b a

−= × =
= =
= =

 

2 2

2

3.312 10 ( ) 3.351( ) 30.02( )
0.5986( ) 1.559( ) 1

j jG j
j j
ω ωω
ω ω

−× + +
=

+ +
 11.26641 
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และจากรูปที่ 4.8 พบวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดเมื่อนํามาเขียนกราฟแลว พบวาเสนกราฟที่ได
จากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน แสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจาก
โปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถประมาณคาชุดขอมูลท่ีไดจากสวนจํานวน
จริงกับความถี่ และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ไดสอดคลองกัน จากการสังเกตพบวาสําหรับ
โปรแกรม (c) นั้น เสนกราฟที่ไดจากฟงกชันถายโอนที่เกิดจากการใชโปรแกรมสังเคราะหหา
ฟงกชันถายโอนนั้น  เกิดจากการแกวงตัวในชวงความถี่โดยประมาณ 0.3 - 0.4 Hz ที่กราฟแสดง
ความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และกราฟแสดงความสัมพันธระหวางสวนจํานวน
จินตภาพกับความถี่ และเมื่อสังเกตจากตาราง 4.8 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณ     
โดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคา
ใกลเคียงกัน ดังนี้คือ 11.29538, 11.27139, 11.18367, 11.42687  และ 11.26641  ตามลําดับ  

4.3.9 พจิารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 4, m = 4 จากหัวขอท่ี 4.3.4 โดยกําหนดใหชุดขอมูลมี
ความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 
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(b) 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.9 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริงและสวนจินตภาพกับความถี่ของฟงกชัน  

ถายโอนตามหัวขอ 4.3.4 โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ           
ถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสอง

นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน             
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 4, m = 4  และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ  โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ    
ถวงน้ําหนัก จากการสังเกตจากตาราง 4.9 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาดังนี้คือ 
73.40000, 66.88256, 315.50240, 71.92250  และ 74.32050  ตามลําดับ จะไดวาโปรแกรม (b)         
มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดคือ 66.88256โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ  b3 = 0.1795, 
b1 = 9.154, b0 = -68.3600, b0 = 101.2000 และ a3 = 3.8910x10-4, a2 = 9.7560x10-2, a1 = 0.4590,   
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ตารางที่ 4.9 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคา 
                  เทากับ -5,-3, 2+j, 2-j 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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ตารางที่ 4.9 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ -2, -5, 3+j, 3-j และโพลมีคา 
               เทากับ -5,-3, 2+j, 2-j (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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a0 = 1.0000 จากคาความผิดพลาดพบวาโปรแกรม (c) มีคาความผิดพลาดสูงกวาโปรแกรมอื่นมาก 
และเมื่อสังเกตจากรูปที่ 4.9 โปรแกรม (c) นั้น เสนกราฟกับชุดขอมูลนั้นไมสอดคลองกันที่ความถี่ 
มีคาตั้งแต 1 Hz เปนตนไป สวนโปรแกรมอื่น ๆ นั้นพบวาฟงกชันถายโอนท่ีคํานวณไดเมื่อนํามา
เขียนกราฟแลวจะไดวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของชุดขอมูลมีความสอดคลองกัน 
แสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจากโปรแกรมเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นสามารถ
ประมาณคาชุดขอมูลที่ไดจากสวนจํานวนจริงกับความถี่และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่        
สอดคลองกัน 

4.3.10 พิจารณาฟงกชันถายโอน ท่ี n = 3, m = 5 จากหัวขอท่ี 4.3.5 โดยกําหนดใหชุดขอมูล 
 มีความแปรปรวนของชุดขอมูล  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

(c) 
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 (d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.10 แผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจริง และ สวนจินตภาพ กับความถี่ ของฟงกชัน   ถาย

โอนตามหัวขอ 4.3.5โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ   ถวง
น้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอย

สุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากผลที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน           
โดยกําหนดใหฟงกชันถายโอนที่ใชในการทดสอบโปรแกรมมีคา n = 3, m = 5 และกําหนดใหชุด
ขอมูลมีคาความแปรปรวนของชุดขอมูลเทากับ ±10%  และมีการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักใหกับการ
คํานวณ โดยการเพิ่มวิธีการถวงน้ําหนักโดยใช คาความแปรปรวนของชุดขอมูลมาชวยในการ     
ถวงน้ําหนัก  จากการสังเกตจากตาราง 4.10 พบวาคาความผิดพลาดที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของโปรแกรม (a), (b), (c), (d) และ (e) นั้นมีคาดังนี้คือ
12.65607, 12.25032, 16.91956, 92.32480  และ 14.15827  ตามลําดับ จะไดวาโปรแกรม (b) มีคา
ความผิดพลาดนอยสุดคือ 12.25032  โดยมีคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนเทากับ b4 = -2.672x10-3,    
b3 = 0.9771, b1 = -10.05, b0 = 30.82, b0 = -30.1 และ a5 = -4.261x10-3, a4 = 7.192x10-2,               
a3 = 0.4584, a2 = 1.348, a1 = 1.891, a0 = 1.0000            
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                  -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                 -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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ตารางที่ 4.10 แสดงผลการคํานวณที่ไดจากการกําหนดใหชุดขอมูลมีความแปรปรวนของชุดขอมูล ±10% ที่ศูนยมีคาเทากับ 2, 5, 8 และโพลมีคาเทากับ 
                  -1.5, -2, 3+j, 3-j, 8 (ตอ) 

Program Plant Estimated parameter Transfer function 2
E  
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 พบวาโปรแกรม (d) นั้นมีคาความผิดพลาดสูงกวาโปรแกรมอื่น ๆ มาก  ตามมาดวย
โปรแกรม (c) และ (e) ตามลําดับ และเมื่อสังเกตจากรูปที่  4.9  โปรแกรม (d) นั้น เสนกราฟกับ      
ชุดขอมูลนั้นไมสอดคลองกันที่ความถี่มีคาตั้งแต 0.1 - 3 Hz สวนโปรแกรมอื่น ๆ นั้น พบวาฟงกชัน
ถายโอนที่คํานวณได เมื่อนํามาเขียนกราฟแลวจะไดวาเสนกราฟที่ไดจากการคํานวณกับจุดของ  ชุด
ขอมูลมีความสอดคลองกันดี  
 จากปญหาทดสอบที่ไดนํามาทดสอบโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน         
คาสัมประสิทธิ์ของฟงก ชันถายโอนที่ไดจากการคํานวณโดยใชโปรแกรมคํานวณหากับ                
คาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา  ซ่ึงพบวาคาสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการคํานวณโดยใช
โปรแกรมมีคาไมเทากับคาของสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา ไมวาจะเปนคาของ
สัมประสิทธิ์ที่ได และลําดับขั้นของโพลิโนเมียน แตที่ m = 1 คาสัมประสิทธิ์ที่คํานวณไดจาก
โปรแกรมจะมีคาเทากับคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนที่ทราบคานั่นหมายความวาเฉพาะคาที่  
m = 1 โปรแกรมสามารถจะคํานวณไดคาที่มีความแมนยํามากที่สุด  ซ่ึงจากคาความผิดพลาดที่ไดมี
คานอยที่สุดนั่นเอง โดยที่ลําดบัขั้นของโพลิโนเมียนที่มากขึ้น คาความผิดพลาดก็จะมีคามากขึ้นดวย 
และคาสัมประสิทธิ์ที่คํานวณไดจากโปรแกรมและคาลําดับขั้นของโพลิโนเมียน   ก็จะมีคาแตกตาง
จากคาของฟงกชันถายโอนที่ทราบคา  แตเมื่อพิจารณากราฟที่ไดจะมีความสอดคลองกันระหวาง
คาที่ไดจากการคํานวณกับคาของชุดขอมูล ซ่ึงแสดงวาฟงกชันถายโอนที่คํานวณไดจากโปรแกรมมี
ความถูกตองที่สามารถยอมรับได ในกรณีเพิ่มความแปรปรวนใหกับชุดขอมูลเทากับ ±10% เพื่อ
จําลองชุดขอมูลใหมีคลายคลึงกับชุดขอมูลที่ไดจากการวัดจากปญหาทดสอบ พบวาโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนสามารถคํานวณหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนได  ซ่ึง
พบวาความถูกตองของสัมประสิทธิ์ที่ไดจากการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับ
สัมประสิทธิ์ของปญหาการทดสอบมีคาความถูกตอง โดยสังเกตจากคาความผิดพลาด พบวา
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถหาคาสัมประสิทธ์ิของฟงกชัน   ถายโอนไดคา
ถูกตองและแมนยําที่สุดที่ลําดับชั้นของโพลิโนเมียนซึ่งมีคาเทากับ 1 และ 2 (m = 1, 2) ซ่ึงคาความ
ผิดพลาดจะมีคานอยมากเมื่อเทียบกับเมื่อมีลําดับช้ันของโพลิโนเมียนเพิ่มขึ้น แตเมื่อสังเกตจาก
กราฟความสัมพันธระหวางจํานวนจริง, จํานวนเชิงซอนกับความถี่  พบวาคาที่ไดจากโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับจํานวนชุดขอมูลจะมีความสอดคลองกัน สําหรับคาฟงกชันถาย
โอนที่ไดจากโปรแกรมสงัเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่ทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุด ซ่ึงจาก
การทดสอบโปรแกรมทั้งแบบไมมีคาความแปรปรวน และมีคาความแปรปรวนเทากับ ±10% นั้น 
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนทั้ง
โปรแกรมที่ไมมีการถวงน้ําหนักและมีการถวงน้ําหนัก โดยคาที่เหมาะสมสําหรับใชในการ        
ถวงน้ําหนักคือ  2 21/ ,  1/ ,  1/ω ω σ  ดังนั้นจึงสรุปไดวา โปรแกรมที่เขียนขึ้นเพื่อสังเคราะหหา
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ฟงกชันถายโอนสามารถหาฟงกชันถายโอนไดมีความถูกตองและแมนยํา ซ่ึงจะสามารถนําไป      
ใชงานได 
 
4.4  การประยุกตใชโปรแกรมกับปญหายืดหยุนหนืดเชิงเสน  

โปรแกรมที่ทําการเขียนขึ้นเพื่อสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน เมื่อผานกระบวนการ
ทดสอบกับปญหามาตรฐาน พบวามีความแมนยําและมีความเสถียร จึงไดนําโปรแกรมดังกลาวมา
ประยุกตใชกับปญหายืดหยุนหนืด โดยการนําผลการทดลองที่ไดมาทําการใชรวมกับโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนเพื่อวิเคราะหผลของโปรแกรมสังเคราะหฟงกชันถายโอนนั้นวามี
ความถูกตองและแมนยําเพียงใดเพื่อนํามาใชกับการทดลองจริง ซ่ึงในการรันโปรแกรมนั้น 
ผูทําการวิจัยจะทําการนําชุดขอมูลของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน อาทิ ความถี่, มอดุลัสพลังงาน
สะสม (Storage modulus), มอดุลัสการสูญเสีย (Loss modulus)  มาเปนอินพุทใหกับโปรแกรม แลว
นําไปเขียนกราฟความสัมพันธระหวางมอดุลัสพลังงานสะสมกับความถี่ และมอดุลัสการสูญเสียกับ
ความถี่ เพื่อวิเคราะหผลของการสังเคราะหฟงกชันถายโอนก็ได  

4.4.1 การประยุกตใชโปรแกรมกับชุดขอมูลของ Polybutadient พอลิเมอร 
 
ตารางที่ 4.11 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  โดยมีน้ําหนักโมเลกุลเทากับ 48.3 10−×  

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0105 0.0982 0.4900 
2 0.0140 0.1724 0.6377 
3 0.0187 0.2956 0.8099 
4 0.0249 0.4923 1.0310 
5 0.0348 0.7380 1.2522 
6 0.0486 1.0573 1.4491 
7 0.0646 1.4499 1.5968 
8 0.0901 1.9160 1.6710 
9 0.1198 2.3576 1.6719 
10 0.1671 2.8238 1.5993 
11 0.2332 3.2165 1.4286 
12 0.3258 3.5357 1.2336 

 



127
 

 

ตารางที่ 4.11 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  โดยมีน้ําหนักโมเลกุลเทากับ 48.3 10−× (ตอ) 
No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
13 0.4340 3.7813 1.0141 
14 0.6074 3.9291 0.8189 
15 0.8499 4.0769 0.6237 
16 1.1343 4.1512 0.5023 
17 1.5144 4.1764 0.3806 
18 2.2262 4.2264 0.2834 
19 2.9724 4.2516 0.2107 
20 3.9697 4.2524 0.1627 
21 5.5622 4.2777 0.1145 
22 7.7974 4.2541 0.0907 
23 10.4109 4.2794 0.0671 
24 13.9040 4.2801 0.0680 
25 20.4439 4.3056 0.0688 
26 27.3033 4.3063 0.0452 
27 36.4642 4.3071 0.0460 
28 51.1045 4.3080 0.0467 
29 71.6229 4.3088 0.0232 
30 95.6539 4.3096 0.0240 

ที่มา: Yanovsky G. Yu., Basistov G. Yu. and Siginer A. Dennis (1996) 
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(a) 

 

 
 

(b)
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(c) 

 

 
 

(d) 
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(e) 
 
รูปที่ 4.11  แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริง กับความถี่และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขที่ 30 point,             
0.01 - 100 Hz, 0 1a =  ของ Polybutadient โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) วิธีกําลังสอง
นอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )21 ,ω  (d) วิธี

กําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 σ  

 
จากตารางที่ 4.12 พบวา โปรแกรม leastweigth2.m  สามารถหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ

ยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 0.588785  โดยมีคาฟงกชันถายโอนเทากับ  
3 2

3 2

22.7600( ) 322.5000( ) 49.0200( ) 0.01968( )
5.2770( ) 77.4700( ) 23.2500( ) 1.0000

j j jG j
j j j
ω ω ωω
ω ω ω

+ + +
=

+ + +
 โดยมีคาโพล (Pole) เทากับ  

-4-14.016, -0.1533, -4.0253 10×  
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ตารางที่ 4.12 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 5 5
4 4

3 3
3 3

2
2 2

1 1

0 0

5.3100 10       1.2250 10

6.9720 10      1.6240 10

0.2534                5.8850 10
 18.2300             4.2580
1.1560                1.0000  

b a

b a

b a
b a
b a

− −

− −

−

= × = ×

= × = ×

= = ×
= =
= =

 

( )
( )

45 3 3 2

45 3 3 2 2

5.31 10 6.972 10 ( ) 0.2534( ) 18.23( ) 1.156
( )

1.225 10 1.624 10 ( ) 5.885 10 ( ) 4.258( ) 1

j j j j
G j

j j j j

ω ω ω ω
ω

ω ω ω ω

− −

− − −

× + × + + +
=

× + × + × + +
 2.979437  

(b) 7 8
7 7

5 6
6 6

3 4
5 5

4 4

3 3

2 2

1

2.2540 10    5.2030 10

3.2390 10    7.5430 10

1.3970 10    3.2460 10
 0.1120           0.0262
 1.4540           0.3417
 69.9300        16.3800
 45.7200    

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b

− −

− −

− −

= × = ×

= × = ×

= × = ×
= =
= =
= =
= 1

0 0

    13.5000
0.0800          1.0000

a
b a

=
= =

 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

7 6 47 5 3 5

3 2

7 6 48 6 4 5

3 2

2.254 10 3.239 10 1.397 10 ( ) 0.112

1.454( ) 69.93( ) 45.72( ) 0.08( )
5.203 10 7.543 10 3.246 10 ( ) 0.0262

0.3417( ) 16.38( ) 13.5( ) 1

j j j j

j j jG j
j j j j

j j j

ω ω ω ω

ω ω ωω
ω ω ω ω

ω ω ω

− − −

− − −

× + × + × +

+ + + +
=

× + × + × +
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0.592566  

(c) 3 3

2 2

1 1

0 0

 22.76000    5.2770
322.5000     77.4700
 49.0200      23.2500
0.0197         1.0000       

b a
b a
b a
b a

= =
= =
= =
= =

 

3 2

3 2

22.76( ) 322.5( ) 49.02( ) 0.01968( )
5.277( ) 77.47( ) 23.25( ) 1

j j jG j
j j j

ω ω ωω
ω ω ω
+ + +

=
+ + +

 0.588785  
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ตารางที่ 4.12 แสดงผลการทดลองของ Polybutadient (ตอ) 
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(d) 4 5
4 4

3 3
3 3

2 2

1 1

0 0

1.5130 10    3.5030 10

 6.9080 10    1.6210 10
 0.4985            0.1157
 18.8000          4.4200
1.1333             1.0000             

b a

b a
b a
b a
b a

− −

− −

= × = ×

= × = ×
= =
= =
= =

 ( )

4 3 3 2

4 3 3 2

1.513 10 6.908 10 ( ) 0.4985( ) 18.8( )
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3.503 1.621 10 ( ) 0.1157( ) 4.42( )
1

j j j

G j
j j j j

ω ω ω

ω
ω ω ω ω

− −

−

× + × + +
+

=
+ × + +
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2.888459  

(e) 8 8
6 6

5 6
5 5

4 4
4 4

2
3 3

2 2

1 1

0 0

 7.1940 10    1.6540 10

 1.9120 10    4.4440 10

 5.3260 10  1.2400 10

 6.1160 10  0.0142
 0.7668          0.1808
 23.3400        5.4800
0.8063          1.

b a
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−
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0.0142( ) 0.1808( ) 5.48( ) 1

j j j

j j jG j
j j j

j j j

ω ω ω

ω ω ωω
ω ω ω

ω ω ω

− − −

−

− − −

× + × + ×
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=
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2.076397  
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4.4.2 การประยุกตใชโปรแกรมกับโพลิเอทิลีนท่ีมีความหนาแนนต่ํา (Linear low density 
polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฏิกิริยา 

 จากบทความของ Kucukpinar et. al. (n.d.) เปนบทความที่ทําการศึกษาชวงของการ
เกิดการหลอมละลายของแสง โดยอาศัยแบบจําลอง Wagner เพื่อจําลองคาของ Storage และ Loss 
modulus จากชุดขอมูลที่ไดจากการทดสอบ ซ่ึงพบวาแบบจําลอง Wagner สามารถจําลองคา 
Storage และ Loss modulus ไดดี โดยสมการของ Wagner แสดงดังสมการที่ 4.1 และสมการที่ 4.2 

 
2 2

2 2( )
1

oi i

i

GG j λ ωω
λ ω

′ =
+∑  (4.1) 

 
2 2( )

1
oi i

i

GG j λωω
λ ω

′′ =
+∑  (4.2) 

 
โดยคา  oiG  คือ Strength 

 iλ  คือ Relaxation time 
 

ตารางที่ 4.13 Relaxation time ,i sλ  และ Strength ,oi PaG  

 Exceed 350D60 

,i sλ  ,oi PaG  

10 1.94E+01 
1 8.33E+02 

0.1 3.93E+04 
0.01 3.48E+05 
0.001 3.70E+05 
0.0001 1.00E+06 

ที่มา: Esra, K., Kilham, M. K. and Paul, P. T. (n.d.) 
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 โดย 350D60 มีน้ําหนักโมเลกุล ( wM ) เทากับ 1000000 g/mol, อัตราสวนระหวาง
น้ําหนักโมเลกุล ( wM ) ตอน้ําหนักโมเลกุลเฉลี่ยกับจํานวนโมล ( nM ) นั้นมีคาเทากับ 2.5,       ความ
หนาแนนเทากับ 0.917 3/ ,g cm  จุดหลอมละลายที่ 119 Co  และดัชนีการหลอมละลาย (Melt 
index) เทากับ 1 g/10min 

4.4.2.1 พิจารณาที่ ,i sλ  = 10, ,oi PaG  = 1.94E+01   
 
ตารางที่ 4.14 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density   
                   polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.1921 1.9208 
2 0.0149 0.4199 2.8230 
3 0.0221 0.9051 4.0915 
4 0.0329 1.8951 5.7597 
5 0.0489 3.7486 7.6597 
6 0.0728 6.7189 9.2305 
7 0.1083 10.4686 9.6695 
8 0.1610 14.0005 8.6946 
9 0.2395 16.5200 6.8976 
10 0.3562 17.9829 5.0482 
11 0.5298 18.7327 3.5356 
12 0.7880 19.0926 2.4228 
13 1.1721 19.2598 1.6432 
14 1.7433 19.3364 1.1092 
15 2.5929 19.3712 0.7471 
16 3.8566 19.3870 0.5027 
17 5.7362 19.3941 0.3381 
18 8.5317 19.3973 0.2274 
19 12.6896 19.3988 0.1529 
20 18.8739 19.3995 0.1028 
21 28.0722 19.3998 0.0691 
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ตารางที่ 4.14 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
22 41.7532 19.3999 0.0465 
23 62.1017 19.3999 0.0312 
24 92.3671 19.4000 0.0210 
25 137.3824 19.4000 0.0141 
26 204.3360 19.4000 0.0095 
27 303.9195 19.4000 0.0064 
28 452.0354 19.4000 0.0043 
29 672.3358 19.4000 0.0029 
30 1000.0000 19.4000 0.0019 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการที่ (4.1) และ (4.2) โดยกาํหนดใหคา ,i sλ  = 10, ,oi PaG  = 1.94E+01 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(a) 
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(b) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
(c) 

 



137
 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.12 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน        

จินตภาพกับความถี่ เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรง กับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ          
โพลิเอทิลีที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.15 พบวาโปรแกรม leastweigth.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 39.85351 10−×  โดยมีคาฟงกชัน       

ถายโอนเทากับ  
2 2 5

2 2

2.9870 10 ( ) 194.0000( ) 1.1880 10( )
1.5140 10 ( ) 10.0000( ) 1.0000

j jG j
j j

ω ωω
ω ω

− −

−

× + + ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ  -6605.1000,  0.1−   
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ตารางที่ 4.15 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 1 1

0 0

 194.1000       10.0000
0.001405        1.0000            

b a
b a
= =
= =

 
3194( ) 1.405 10( )

10( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−+ ×
=

+
 21.407071 10−×  

(b) 3
2 2

1 1
5

0 0

0.02987        1.514 10
 194.0000       10.0000

1.1880 10   1.0000  

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= × =

 
2 2 5

2 2

2.9870 10 ( ) 194.0000( ) 1.1880 10( )
1.5140 10 ( ) 10.0000( ) 1.0000

j jG j
j j

ω ωω
ω ω

− −

−

× + + ×
=

× + +
 39.85351 10−×  

(c) 1 1
5

0 0

193.9000      9.9973

2.1960 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

5193.9( ) 2.196 10( )
9.9973( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 21.257821 10−×  

(d) 1 1
4

0 0

194.1000         10.0100

3.8740 10   1.0000 

b a

b a−

= =

= − × =
 

4194( ) 3.874 10( )
10.01( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 21.407071 10−×  

(e) 1 1
3

0 0

194.0000      10.000

6.1940 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

3194( ) 6.194 10( )
10( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 21.884144 10−×  
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4.4.2.2 พิจารณาที่ ,i sλ  = 1, ,oi PaG = 8.33E+02 
   
ตารางที่ 4.16 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                   polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0833 8.3292 
2 0.0149 0.1842 12.3869 
3 0.0221 0.4075 18.4187 
4 0.0329 0.9009 27.3789 
5 0.0489 1.9903 40.6688 
6 0.0728 4.3902 60.3141 
7 0.1083 9.6505 89.1388 
8 0.1610 21.0533 130.7447 
9 0.2395 45.1900 188.6826 
10 0.3562 93.8014 263.3209 
11 0.5298 182.5854 344.6103 
12 0.7880 319.1250 404.9572 
13 1.1721 482.0894 411.3032 
14 1.7433 626.7708 359.5253 
15 2.5929 725.1454 279.6610 
16 3.8566 780.5227 202.3851 
17 5.7362 808.4302 140.9360 
18 8.5317 821.7111 96.3130 
19 12.6896 827.8589 65.2391 
20 18.8739 830.6681 44.0114 
21 28.0722 831.9443 29.6359 
22 41.7532 832.5225 19.9391 
23 62.1017 832.7841 13.4100 
24 92.3671 832.9024 9.0173 
25 137.3824 832.9559 6.0630 
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ตารางที่ 4.16  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 832.9800 4.0765 
27 303.9195 832.9910 2.7408 
28 452.0354 832.9959 1.8428 
29 672.3358 832.9982 1.2390 
30 1000.0000 832.9992 0.8330 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 1, ,oi PaG  = 8.33E+02 

 

 
 

(a) 
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(b) 

 

 
 

(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.13 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน         

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ           
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz,  0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.17 พบวาโปรแกรม leastweigth.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 26.602797 10−×  โดยมีคาฟงกชันถาย

โอนเทากับ  ( )
( )

3 3 2 3

6 3 2 2

5.175 10 ( ) 45.18( ) 833 1.46 10
( )

6.213 10 ( ) 5.424 10 ( ) 1.054 1
j j j

G j
j j j
ω ω ω

ω
ω ω ω

− −

− −

× + + − ×
=

× + × + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ  8710.6, 18.473, 1.0002− − −   
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ตารางที่ 4.17 แสดงผลการคํานวณ  

Program Estimated parameter Transfer function 2
E  

(a) 3 6
3 3

2
2 2

1 1
3

0 0

5.1750 10    6.2130 10

45.1800          5.4240 10
 833.0000       1.0540

1.4600 10 1.0000 

b a

b a
b a

b a

− −

−

−

= × = ×

= = ×
= =

= − × =

 

3 3 2 3

6 3 2 2

5.175 10 ( ) 45.18( ) 833( ) 1.46 10( )
6.213 10 ( ) 5.424 10 ( ) 1.054( ) 1

j j jG j
j j j
ω ω ωω
ω ω ω

− −

− −

× + + − ×
=

× + × + +
 26.602797 10−×  

(b) 1 1
6

0 0

833.0000       1.0000

1.7040 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

6833( ) 1.704 10( )
( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 26.948565 10−×  

(c) 4 4
5

3 3

2 2

1 1
6

0 0

157.8000       0.1894

3.8690 10    404.6000
16.8000          464.5000
832.7000       1.0200

3.9550 10   1.0000

b a

b a
b a
b a

b a−

= =

= × =
= =
= =

= × =

 

4 5 3 2 6

4 3 2

157.8( ) 3.869 10 ( ) 16.8( ) 832.7( ) 3.955 10( )
0.1894( ) 404.6( ) 464.5( ) 1.02( ) 1
j j j jG j

j j j j
ω ω ω ωω

ω ω ω ω

−+ × + + + ×
=

+ + + +
 11.047932 10−×  

(d) 1 1
3

0 0

833.0000       1.0000

2.8990 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

3833( ) 2.899 10( )
( ) 1

jG j
j

ωω
ω

−+ ×
=

+
 26.914183 10−×  

(e) 4
2 2

1 1
2

0 0

0.2328             2.7950 10
833.0000         1.0000

1.0960 10  1.0000

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= − × =

 
( )

( )

2 2

24

0.2328 833( ) 1.096 10
( )

2.795 10 ( ) 1

j j
G j

j j

ω ω
ω

ω ω

−

−

+ − ×
=

× + +
 27.518535 10−×  
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4.4.2.3 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.1, ,oi PaG  = 3.93E+04   
 
ตารางที่ 4.18  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0394 39.4000 
2 0.0149 0.0872 58.6015 
3 0.0221 0.1928 87.1609 
4 0.0329 0.4266 129.6382 
5 0.0489 0.9436 192.8151 
6 0.0728 2.0874 286.7756 
7 0.1083 4.6175 426.5089 
8 0.1610 10.2136 634.2788 
9 0.2395 22.5875 943.0995 
10 0.3562 49.9337 1401.7469 
11 0.5298 110.2947 2081.6931 
12 0.7880 243.1705 3085.7394 
13 1.1721 533.9510 4555.4985 
14 1.7433 1162.1238 6666.1192 
15 2.5929 2482.1210 9572.5985 
16 3.8566 5101.4083 13227.6649 
17 5.7362 9754.4180 17005.1580 
18 8.5317 16597.6936 19454.1948 
19 12.6896 24305.7299 19154.0401 
20 18.8739 30763.9064 16299.6925 
21 28.0722 34963.2943 12454.7921 
22 41.7532 37262.5626 8924.4829 
23 62.1017 38404.2007 6184.0826 
24 92.3671 38943.5419 4216.1709 
25 137.3824 39192.3465 2852.7928 
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ตารางที่ 4.18  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 39305.8614 1923.5899 
27 303.9195 39357.3902 1294.9937 
28 452.0354 39380.7275 871.1869 
29 672.3358 39391.2858 585.8871 
30 1000.0000 39396.0604 393.9606 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.1, ,oi PaG   = 3.93E+04 
 

 

 
 

 (a) 
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 (b) 

 

 
 

(c) 
 



149
 

 

 
 

(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.14 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ        โพ
ลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช  Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e)   วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.19 พบวาโปรแกรม leastupdate.m สามารถหาฟงกชันถายโอนของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมคีาต่ําที่สุด คือ 14.456085 10−×  โดยมีคาฟงกชัน   ถาย

โอนเทากับ  
63930( ) 9.67 10( )

0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 โดยมีคาโพล (Pole) เทากับ  10−  
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ตารางที่ 4.19 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 1 1
6

0 0

3930.0000     0.1000

9.6700 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

63930( ) 9.67 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.456085 10−×  

(b) 1 1
5

0 0

3930.0000     0.1000

1.2530 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

53930( ) 1.253 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.511994 10−×  

(c) 11
4

6
3 3

2 2

1 1
6

0 0

                            4.7620 10

1.3920 10    35.4300
14.6000         354.3000
 3929.0000    0.1037

5.4050 10 1.0000

a

b a
b a
b a

b a

−

−

= ×

= × =

= =
= =

= − × =

 
( )

6 3 2 6

1111 3 2

1.392 10 ( ) 14.6( ) 3929( ) 5.405 10( )
4.762 10 35.43( ) 354.3( ) 0.1037( ) 1

j j jG j
j j j j

ω ω ωω
ω ω ω ω

−

−−

× + + − ×
=

× + + + +
 17.031556 10−×  

(d) 1 1
3

0 0

3930.0000     0.1000

2.2750 10   1.0000

b a

b a−

= =

= × =
 

33930( ) 2.275 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−+ ×
=

+
 14.459817 10−×  

(e) 1 1
2

0 0

3930.0000     0.1000

1.0170 10 1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 

23930( ) 1.017 10( )
0.1( ) 1
jG j

j
ωω

ω

−− ×
=

+
 14.466982 10−×  
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4.4.2.4 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.01, ,oi PaG  = 3.48E+05   
 
ตารางที่ 4.20  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0035 34.8000 
2 0.0149 0.0077 51.7599 
3 0.0221 0.0170 76.9851 
4 0.0329 0.0377 114.5040 
5 0.0489 0.0833 170.3077 
6 0.0728 0.1844 253.3075 
7 0.1083 0.4079 376.7571 
8 0.1610 0.9023 560.3697 
9 0.2395 1.9962 833.4645 
10 0.3562 4.4159 1239.6465 
11 0.5298 9.7688 1843.7625 
12 0.7880 21.6100 2742.2308 
13 1.1721 47.8025 4078.3557 
14 1.7433 105.7319 6064.9410 
15 2.5929 233.8156 9017.3817 
16 3.8566 516.8298 13401.1069 
17 5.7362 1141.2847 19896.3449 
18 8.5317 2514.7710 29475.6891 
19 12.6896 5514.9074 43460.0227 
20 18.8739 11970.2140 63421.9870 
21 28.0722 25420.7387 90554.9729 
22 41.7532 51661.5382 123730.7591 
23 62.1017 96856.5109 155964.3616 
24 92.3671 160213.4487 173452.9648 
25 137.3824 227476.0041 165578.7335 
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ตารางที่ 4.20  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 280757.7673 137400.0695 
27 303.9195 314004.6979 103318.3650 
28 452.0354 331763.8080 73393.3301 
29 672.3358 340468.1090 50639.5959 
30 1000.0000 344554.4554 34455.4455 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ   = 0.01, ,oi PaG  = 3.48E+05 

 

 
 

(a) 
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(b) 

 

 
 

(c) 
 



155
 

 

 
 

(d) 
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(e) 
 
รูปที่ 4.15 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ         
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a = โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b)  
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 ,ω (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.21 พบวาโปรแกรม leastweigthSTAT1.m สามารถหาฟงกชันการ   
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 4.409813x10-1 โดยมี     

คาฟงกชันการถายโอนเทากับ 
( )

3

213

3480( ) 3.27 10( )
1.909 10 0.01( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

+ ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ -5.2383x1010, -100  
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ตารางที่ 4.21 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  

(a) 13
2

1 1
6

0 0

                             1.0830 10
 3480.0000     0.0100

7.9780 10 1.0000          

a
b a

b a

−
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6
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3480( ) 7.9780 10( )
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jG j
j j

ωω
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−

−
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=
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(b) 1 1
6

0 0
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b a
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= =

= × =
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jG j

j
ωω

ω

−+ ×
=
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4
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3 3

2 2
2

1 1
5
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                            3.3300 10  
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a

b a
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b a
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−

−

−

= ×

= × =

= =

= = ×

= × =
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6 3 2 5

1111 3 2 2
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ω ω ωω
ω ω ω ω

−
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× + + + ×
=
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1 1
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−

−
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3
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−
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=
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 14.409813 10−×  

 

 



158
 

 

4.4.2.5 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.001, ,oi PaG  = 3.70E+05  
  
ตารางที่ 4.22  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0000 3.7000 
2 0.0149 0.0001 5.5032 
3 0.0221 0.0002 8.1852 
4 0.0329 0.0004 12.1743 
5 0.0489 0.0009 18.1074 
6 0.0728 0.0020 26.9321 
7 0.1083 0.0043 40.0576 
8 0.1610 0.0096 59.5797 
9 0.2395 0.0212 88.6160 
10 0.3562 0.0470 131.8032 
11 0.5298 0.1039 196.0377 
12 0.7880 0.2298 291.5769 
13 1.1721 0.5083 433.6773 
14 1.7433 1.1245 645.0297 
15 2.5929 2.4876 959.3828 
16 3.8566 5.5031 1426.9283 
17 5.7362 12.1739 2122.3066 
18 8.5317 26.9302 3156.4913 
19 12.6896 59.5701 4694.3998 
20 18.8739 131.7562 6980.8630 
21 28.0722 291.3475 10378.5212 
22 41.7532 643.9091 15421.7948 
23 62.1017 1421.4675 22889.3513 
24 92.3671 3130.0168 33886.7112 
25 137.3824 6853.9881 49889.8632 
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ตารางที่ 4.22 แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density  
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 14829.5011 72574.1090 
27 303.9195 31286.0230 102941.7955 
28 452.0354 62776.7594 138875.7699 
29 672.3358 115185.2698 171321.0537 
30 1000.0000 185000.0000 185000.0000 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.001, ,oi PaG  = 3.70E+05 

 

 
 

(a) 
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(b) 

 

 
 

(c) 
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(d) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.16 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ         
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฏิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =   โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก 

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.23 พบวาโปรแกรม leastweighSTAT.m สามารถหาฟงกชันการ      
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 25.194400 10−×  โดยมีคา

ฟงกชันการถายโอนเทากับ 
( )

6

214

370( ) 1.104 10( )
5.456 10 0.001( ) 1

jG j
j j

ωω
ω ω

−

−

− ×
=

× + +
 โดยมีคาโพล (Pole) 

เทากับ 10 1.8329 10 ,  1000− × −   
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ตารางที่ 4.23 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2
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ตารางที่ 4.25 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2

E  
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4.4.2.6 พิจารณาที่ ,i sλ  = 0.0001, ,oi PaG  = 1.00E+06   
 
ตารางที่ 4.24  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density     
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
1 0.0100 0.0000 1.0000 
2 0.0149 0.0000 1.4874 
3 0.0221 0.0000 2.2122 
4 0.0329 0.0000 3.2903 
5 0.0489 0.0000 4.8939 
6 0.0728 0.0001 7.2790 
7 0.1083 0.0001 10.8264 
8 0.1610 0.0003 16.1026 
9 0.2395 0.0006 23.9503 
10 0.3562 0.0013 35.6225 
11 0.5298 0.0028 52.9832 
12 0.7880 0.0062 78.8046 
13 1.1721 0.0137 117.2102 
14 1.7433 0.0304 174.3329 
15 2.5929 0.0672 259.2944 
16 3.8566 0.1487 385.6620 
17 5.7362 0.3290 573.6151 
18 8.5317 0.7279 853.1672 
19 12.6896 1.6103 1268.9590 
20 18.8739 3.5622 1887.3851 
21 28.0722 7.8804 2807.1941 
22 41.7532 17.4330 4175.2461 
23 62.1017 38.5647 6209.9299 
24 92.3671 85.3095 9235.9206 
25 137.3824 188.7036 13735.6455 
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ตารางที่ 4.24  แสดงผลการทดลองของโพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density     
                    polyethylene) โดยใช  Metallocene เปนตัวเรงปฎิกิริยา (ตอ) 

No. Frequency (rad/sec) Storage modulus (Pa) Loss modulus (Pa) 
26 204.3360 417.3576 20425.0691 
27 303.9195 922.8185 30363.9076 
28 452.0354 2039.1929 45111.3578 
29 672.3358 4500.0120 66931.0235 
30 1000.0000 9900.9901 99009.9010 

ที่มา: จากการแทนคาในสมการ (4.1) และ (4.2) โดยกําหนดใหคา ,i sλ  = 0.0001,  
 ,oi PaG  = 1.00E+06 

 

 
 

(a) 
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(c) 
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(e) 

 
รูปที่ 4.17 แสดงแผนภาพความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่ และสวนจํานวน       

จินตภาพกับความถี่  เปรียบเทียบระหวางผลแมนตรงกับผลคํานวณเชิงตัวเลขของ (Pole)
โพลิเอทิลีนที่มีความหนาแนนต่ํา (Linear low density polyethylene) โดยใช Metallocene 
เปนตัวเรงปฎิกิริยาที่ 30 point, 0.01-1000 Hz, 0 1a =  โดย (a) วิธีกําลังสองนอยสุด, (b) 
วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )1 ,ω  (c) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก

( )21 ,ω  (d) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก ( )2 ,σ  (e) วิธีกําลังสองนอยสุดแบบ

ถวงน้ําหนัก ( )21 σ  

 
 จากตารางที่ 4.25 พบวาโปรแกรม leastupdate.m สามารถหาฟงกชันการถายโอนของ
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนไดคาความผิดพลาดมีคาต่ําที่สุด คือ 21.431636 10−×  โดยมีคาฟงกชัน  

การถายโอนเทากับ 
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ตารางที่ 4.25 แสดงผลการคํานวณ  
Program Estimated parameter Transfer function 2
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4.5  สรุป 
1.  พิจารณาจากปญหาที่ใชในการทดสอบ พบวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน 

แบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวย 21/ ,  1/ω ω  และสําหรับชุดขอมูลที่ไมมีความ
แปรปรวน จะไดวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบถวงน้ําหนักและไมถวงน้ําหนัก
นั้นจะใหคาความผิดพลาดที่นอยที่สุด โดยข้ึนอยูกับความเหมาะสมของชุดขอมูลท่ีใหกับโปรแกรม
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอน  แสดงวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้าํหนกั
และแบบถวงน้ําหนักดวย 21/ ,  1/ω ω   สามารถสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนได  

2. เมื่อพิจารณาใหชุดขอมูลมีคาความแปรปรวนของขอมูลเทากับ 10%±  และไดทําการ
เพิ่มการถวงน้ําหนักดวยคาความแปรปรวนมีคาเทากับ 2 2,  1/σ σ  ลงไปในโปรแกรมการสังเคราะห
หาฟงกชันถายโอนพบวาโปรแกรมที่เกิดจากการถวงน้ําหนักดวย 2 21/ ,  1/ ,  1/ω ω σ  นั้นสามารถ
ลดคาความผิดพลาดไดมากกวาไมมีการถวงน้ําหนัก  และยังพบอีกวาโปรแกรมที่มีการถวงน้ําหนัก
ดวย 2σ  ไมเหมาะสมที่จะนํามาใชถวงน้ําหนัก  เนื่องจากคาฟงกชันถายโอนที่ไดนั้นมีคาความ
ผิดพลาดสูง 

3. โปรแกรมการสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนไปใชกับขอมูลท่ีไดจากการทดลองจริง 
ผลที่ไดพบวาโปรแกรมสามารถหาฟงกชันถายโอนได  ซ่ึงการใชโปรแกรมสังเคราะหฟงกชันกับ
ขอมูลที่ไดนําเสนอนั้น พบวาการถวงน้ําหนักดวยคาความถี่ทั้งแบบ 21/ ,  1/ω ω  ทําใหคาความ
ผิดพลาดมีคานอยที่สุด  แตเมื่อสังเกตจากคาโพล (Pole) ที่ไดจากการคํานวณ พบวาคาโพล (Pole) ที่
ไดจากการคํานวณมีคาหางจากแกนสวนจินตภาพมากซึ่งอาจกลาวไดวาวัสดุยืดหยุนหนืดที่นํามาใช
ในการทดลองนั้นมีความเสถียรสูงนั่นเอง  
 
 



 

 

บทที่ 5                                                                                
สรุปและขอเสนอแนะ 

 

 งานวิจัยนี้มีวัตถุประสงคในการวิจัย คือการนําขอมูลท่ีมี คือความหนืด (Viscosity), ความยืดหยุน 

(Elasticity) และความถี่ (Frequency) ของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนนํามาสังเคราะหหาฟงกชันการถาย
โอนของวัสดุ โดยใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขในการเขียนโปรแกรมสําหรับสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอน
ซ่ึงการศึกษาเกี่ยวกับความยืดหยุนหนืด (Viscoelasticity) จะศึกษาความสัมพันธระหวางความเคน 
(Stress) และความเครียด (Strain) ที่ไมเปนสัดสวนคงที่ แตจะขึ้นอยูกับเวลาในการตอบสนองของวัสดุ
โดยในการวิเคราะหวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนสามารถพิจารณาจากคุณสมบัติความหนืด (Viscous), ความ
ยืดหยุน (Elastic) และความถี่ (Frequency)  ที่กระทําตอวัสดุ ดังนั้นคุณสมบัติความยืดหยุนหนืดขางตน
นั้นสามารถสังเคราะหหาฟงกชันการถายโอนได โดยวิธีระเบียบเชิงตัวเลข และทฤษฎีควบคุมนี้มาใช
รวมกับวิธีกําลังสองนอยสุด (Least squares method), วิธีกําลังสองนอยสุดแบบถวงน้ําหนัก (Weight 

Least squares method) ในการสรางสมการเชิงเสนโดยคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนเปนตัวแปร
ตนและคาที่ไดจากการทดลองในที่นี้คือ คาความหนืด (Viscous), คายืดหยุน(Elastic) และความถี่ 
(Frequency) เปนตัวแปรตามโดยใชวิธีการ Pseudo inverse ในการแกปญหาสมการเชิงเสนเพื่อหาคา
สัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอนใชวิธีหาคารากของสมการคุณลักษณะเฉพาะ (Characteristic equation) 

เพื่อหาตําแหนงของโพลมาพิจารณาความเสถียรของวัสดุและหาคาความผิดพลาดจากนอรมรากกําลังสอง 
(Root-square norm: L2-norm) ใชพิจารณาเปรียบเทียบความถูกตองของฟงกชันถายโอนที่ได โดย
ขั้นตอนในการทําการคํานวณโดยการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนนั้นแบงเปน 3 สวน คือ
สวนที่หนึ่งเปนสวนของการทดสอบโปรแกรมโดยการใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไม
ถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 21/ ,  1/ω ω  สวนที่สองเปนการทดสอบโปรแกรมโดยชุดขอมูลมี
คาความแปรปรวนแลวใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบไมถวงน้ําหนักและถวงน้ําหนัก
ดวยคา 2 21/ ,  1/ ,  ,  1/ 2ω ω σ σ  เพื่อหาสัมประสิทธ์ิฟงกชัน      ถายโอนและสวนสุดทายเปนการใช
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับชุดขอมูลที่ไดจากการทดลองในการหาแบบจําลองของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสนนั้น ความถูกตองของแบบจําลองมีความสําคัญอยางมากในการวิจัย และพัฒนาทางดาน
วัสดุศาสตรซ่ึงผูวิจัยตองการนําเสนอแนวทางความคิดในการสังเคราะหหาแบบจําลองของวัสดุยืดหยุน
หนืดเชิงเสน ที่ใชผลจากการทดลองที่ได 
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และความยืดหยุนจากการเปลี่ยนแปลงความถี่ในการกระทําตอวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยใช
ทฤษฎีการควบคุมในการวิเคราะหเชิงพลวัตของการใหอินพุท (ความเคนหรือความเครียด) ในรูป
ของแรงฮารโมนิกสแกวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนและจะไดการตอบสนองในรูปของเอาพุท 
(ความเครียดหรือความเคน) ซ่ึงจากหลั

2

กการทางทฤษฎีควบคุมดังกลาวทําใหเราสามารถพิจารณา
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนในรูปของฟงกชันถายโอนได  
 ซ่ึงงานวิจัยทางดานนี้ ยังมีบทความอยูในปริมาณนอย จึงทําใหผูวิจัยใชสมมุติฐานในการ
สรางชุดขอมูลที่นํามาใชในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยนํา
วิธีการระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและทฤษฎีควบคุมมาเขียนโปรแกรม  ดังนั้นผลที่ไดจากการประเมิน 
สัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนอาจจะมีผลที่แตกตางกันในทางปฏิบัติก็ไดแตทั้งนี้ทั้งนั้นฟงกชัน
ถายโอนของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนแตละชนิดก็ยังไมมีมาตรฐานใดที่ถูกกําหนดขึ้นสําหรับวัสดุ
แตละชนิด 
 ผูวิจัยไดพิจารณาและคาดหวังวา ผลที่เกิดขึ้นจากงานวิจัยของขาพเจาจะเปนประโยชน
สําหรับผูที่สนใจในแนวทางการศึกษาวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนโดยใชทฤษฎีควบคุมมา
ประกอบการพิจารณา 
 

5.1  สรุปผลการวิจัย 
1.  จากการคํานวณในสวนที่หนึ่ง  พบวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ทั้งแบบ

ไมมีการถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,  1/ω ω  จะไดวาการสังเคราะหหาฟงกชัน   
ถายโอนโดยใชโปรแกรมทั้งแบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 21/ ,  1/ω ω  สามารถ
หาคาสัมประสิทธิ์ฟงกชันถายโอน และทําใหคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุดดังตารางที่ 5.1 พบวา
เมื่อฟงกชันถายโอนมีคาอันดับที่สูงขึ้นหรือมีคา n และ m ที่มากขึ้นผลการประเมินคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนที่ไดนั้นจะมีคาความผิดพลาดเพิ่มขึ้นดวยเชนกัน  
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ตารางที่ 5.1 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
                 ในแตละกรณ ี

n m program Estimated  parameter 2
E  

0 1 (a) 1

0

2

1

-6.218e-009
1
1.244e-009 
0.2

b
b
a
a

=
=
=
=

 
0.003291  

0 2 (b) 7
5 6

3
4 5

3
3 4

2 3
3

1 2

0 1

0

1.82 10    0.001879

9.394 10  0.00782

1.532 10  0.1282
0.5880        0.4725

2.657 10  0.7902
1.0000         0.8027

                          1.0000

b a

b a

b a
b a

b a
b a

a

−

−

−

−

= × =

= × =

= × =

= =

= × =
= =

=

 

0.011360  

2 3 (c) 8 9

7 8

6 7

5 6

4 5

3 4

2 3

1 2

0 1

=0.0191      0.0032
=0.2104      0.0191

2.1360    0.2957
17.1900   1.5790
63.1200   5.6000
180.1000  17.8000
483.0000  29.7400
11.2000    17.0800
30.0000    

b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a
b a

=
=

= =

= =
= =

= =

= =

= =
=

0

1.8400
                       1.0000a

=

=

 

0.491948  

4 4 (a) 5
6 6

4
5 5

4
4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

0.0224 1.8780 10

0.0324 5.1130 10

0.0205 5.5391 10
1.1440     0.0454

7.7560  0.2644
39.8500 0.7324

99.9300   1.0000

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b a

−

−

−

= = ×

= = ×

= = ×
= =

= − =
= − =
= =

 

2.167463  

 
 
 
 
 
ตารางที่ 5.1 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
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                    ในแตละกรณี (ตอ) 
n m program Estimated  parameter 2

E  

3 5 (c) 5 5
8 8

4
7 7

3
6 6

5 5

4 4

3 3

2 2

4.7520 10    9.0060 10

  9.2860 10    0.0167

  1.1490 10    0.2819
  3.7020            1.7530

37.5700         5.2240
 118.0000        7.6270

123.0000      5

b a

b a

b a
b a
b a
b a
b a

− −

−

−

= − × = ×

= × =

= × =
= =
= − =
= =
= − =

1 1

0 0

.1470
  30.9100         1.8960

30.0000         1.0000
b a
b a
= =
= − =

 

1.127855  

โดยกําหนดให  (a) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนกั  
              (b) คือโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 1/ω   
              (c) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/ω   
 

แสดงใหเห็นวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่ทําการเขียนขึ้นนี้ สามารถหา
ฟงกชันถายโอนที่มีลําดับขั้นโพลิโนเมียนต่ําไดดีซ่ึงจากผลที่ไดจากโปรแกรมที่ m = 1, 2 และ 3 นั้น
คาความผิดพลาดมีคานอยกวาที่ m = 4 และ 5 มากนั้นเองและจากกราฟความสัมพันธระหวางสวน
จํานวนจริงกับความถี่และสวนจํานวนจินตภาพกับความถี่ จะไดวาเสนกราฟที่สรางขึ้นจากฟงกชัน
ถายโอนที่ไดจากโปรแกรมกับชุดขอมูลมีคาสอดคลองกันซ่ึงผลการทดลองในสวนที่หนึ่งนี้เอง
แสดงใหเห็นวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนที่เขียนขึ้นมานั้น สามารถหาคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนมีความถูกตองพอเพียง 

2.  ในสวนที่สองนั้นชุดขอมูลจากฟงกชันถายโอนที่มีความความแปรปรวนเขามาเกี่ยวของ
ดวย เพราะในทางปฏิบัตินั้นในการวัดคาความหนืด และความยืดหยุนของวัสดุซ่ึงคาที่วัดไดจะมี
ความแปรปรวนจากการวัดเกิดขึ้นซึ่งในสวนที่หนึ่งนั้นไมมีการพิจารณาจากลักษณะที่เกิดขึ้นได
ดังกลาวจึงทําใหเกิดการถวงน้ําหนักดวยคาความแปรปรวนเกิดขึ้นซึ่งคาที่ใชในการถวงน้ําหนัก
สําหรับสวนที่สองจะมีดังนี้คือ 21/ ,  1/ω ω กับ 2 ,  1/ 2σ σ  ซ่ึงสามารถหาคาสัมประสิทธิ์ของฟงกชัน
ถายโอนและคาความผิดพลาดมีคานอยที่สุดดังตารางที่ 5.2  
 
 
 
 
ตารางที่ 5.2 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน ทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
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                    สําหรับคาความแปรปรวนมคีาเทากับ 10%±    
n m program Estimated  parameter 2

E  

0 1 (e) 4 4
2 2

4
1 1

0 0

 3.9560 10    3.8010 10

  9.8520 10    0.1996
  1.0020            1.0000

b a

b a
b a

− −

−

= × = ×

= × =
= =

 
0.487166  

0 2 (c) 3
5

3
4 4

3 3

2 2
4

1 1

0

                                1.7530 10

  4.9090 10       1.9720
  0.0023                7.9190
 9.9050               10.1100

  4.7230 10       0.7995
  1.0010        

a

b a
b a
b a

b a
b

−

−

−

= ×

= × =
= =
= =

= × =
= 0       1.0000a =

 

0.407771  

2 3 (b) 2
2 3

1 2

0 1

0

0.1334       1.5370 10
3.6620       0.6207
29.9400    1.5790

                        1.0000

b a
b a
b a

a

−= =

= =
= =

=

×

 
10.670690  

4 4 (b) 5
3 3

2
2 2

1 1

0 0

   0.1314   1.8710 10

   9.3670   9.5440 10
67.1700   0.4550

100.3000   1.0000

b a

b a
b a
b a

−

−

= =

= =
= − =
= =

×

×  
65.475620  

3 5 (b) 3
5

3 2
4 4

3 3

2 2

1 1

0 0

                                 4.0780 10

 6.9120 10    7.1720 10
  0.9968             0.4560

10.2200           1.3510
  30.1600           1.9060

30.3700          

a

b a
b a
b a
b a
b a

−

− −

= ×

= × = ×
= =
= − =
= =
= − =1.0000

 

12.044400  

โดยกําหนดให   (a) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนัก  
               (b) คือโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 1/ω   
               (c) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/ω  
                (d) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 2σ   
                       (e) คือ โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบถวงน้ําหนกัดวยคา 21/σ   
 
 
 

ผลจากการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอน พบวาการถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  
21/ω  และ 21/σ   มีแนวโนมวาสามารถทําใหโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนมีคาความ
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ถูกตองและแมนยํามากขึ้นกวาโปรแกรมที่ไมมีการถวงน้ําหนัก  เมื่อขอมูลมีคาความแปรปรวน
เกิดขึ้น  สวนการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  เปนคาที่ไมทําใหโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนมี
ความแมนยํามากขึ้น  คือพบวาแนวโนมเมื่อมีการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  ไมสามารถทําให
โปรแกรมมีคาถูกตองและแมนยําขึ้น  การถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  21/ω  และ 21/σ  และเมื่อ
สังเกตจากกราฟความสัมพันธระหวางสวนจํานวนจริงกับความถี่  และสวนจํานวนจินตภาพกับ
ความถี่  พบวาเมื่อลําดับขั้นโพลิโนเมียนมีคาเพิ่มมากขึ้น  การถวงน้ําหนักดวยคา 2σ  ขอมูลท่ีไดจาก
การคํานวณและชุดขอมูลไมสอดคลองกัน  และยังทําใหคาความผิดพลาดมีคาสูงมาก             การ
ประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนในสวนนี้  จึงสรุปไดวาการถวงน้ําหนักดวยคา 2σ   ไม
เหมาะสมในการสังเคราะหหาฟงกชันถายโอน ซ่ึงจากตารางที่ 5.2 พบวา การถวงน้ําหนักดวยคา 
1/ω  มีแนวโนมวาสามารถทําใหโปรแกรมมีความถูกตองและแมนยํามากที่สุด ตามดวยการ       
ถวงน้ําหนักดวยคา 21/ω  กับคา  21/σ   

3.  สวนที่สามเปนการนําโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนไปใชกับชุดขอมูลจริง    
ที่ไดจากการทดลอง  ซ่ึงงานวิจัยนี้ไดนําขอมูลของ Yanovsky et al. (1996) และ Kucukpinar et al. 
(n.d.)  ดังตารางที่ 4.11 และ 4.14 โดยใชโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนพบวาไดคาเปนไป
ดังตารางที่ 5.3 และตารางที่ 5.4 ตามลําดับ 
 
ตารางที่ 5.3 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันถายโอนทีม่ีคาความผิดพลาดนอยที่สุด  
                    ในแตละกรณี โดยใชขอมูลของ Yanovsky et al. (1996) 

Ref. program Estimated  parameter 2
E  

Yanovsky et al. 
(1996) 

(c) 3 3

2 2

1 1

0 0

22.7600    5.2770
322.5000 77.4700
49.0200   23.2500
0.01968  1.0000

b a
b a
b a
b a

= =
= =
= =
= =

 
0.588785  

 
 
 
 
 
 
 
 



 

ตารางที่ 5.4 แสดงผลการประเมินสัมประสิทธิ์ของฟงกชันการถายโอนที่มีคาความผิดพลาดนอยที่สุดในแตละกรณี โดยใชขอมูลของ  
 Kucukpinar et al. (n.d.) 

Ref. Relaxation time ,i sλ  Strength 0 ,i PaG  Program Estimated parameter 2
E  

Kucukpinar et al. 
(n.d.) 

10 1.94E+01 (b) 3
2 2

1 1
5

0 0

0.02987          1.514 10
194.0000         10.0000

1.1880 10    1.0000

b a
b a

b a

−

−

= = ×
= =

= × =

 
39.85351 10−×  

 1 8.33E+02 (a) 3 6
3 3

2
2 2

1 1
3

0 0

5.1750 10    6.2130 10

45.1800          5.4240 10
833.0000        1.0540

1.4600 10 1.0000

b a

b a
b a

b a

− −

−

−

= × = ×

= = ×
= =

= − × =

 

26.602797 10−×  

 0.1 3.93E+04 (a) 1 1
6

0 0

3930.0000         0.1000

9.6700 10    1.0000

b a

b a−

= =

= − × =
 14.456085 10−×  

 0.01 3.48E+05 (e) 13
2

1 1
3

0 0

                                 1.9090 10
3480.0000         0.1000

3.2700 10      1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= × =

 
14.409813 10−×  

 0.001 3.70E+05 (e) 14
2

1 1
5

0 0

                                 6.5690 10
370.0000          0.0010

2.9430 10      1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= × =

 
25.194400 10−×  

 0.0001 1.00E+06 (a) 14
2

1 1
6

0 0

                                 6.5490 10
100.0000          0.0001

2.0880 10   1.0000

a
b a

b a

−

−

= ×
= =

= − × =

 
21.431636 10−×  

 



 
178 

จากชุดขอมูลที่นํามาใชนั้น เปนชุดขอมูลของวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสน จากการศึกษาพบวา 
โปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนแบบไมถวงน้ําหนักและแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  

21/ω  และ 21/σ  สามารถหาฟงกชันถายโอนมีความถูกตอง เมื่อเปรียบเทียบผลที่ไดจากการ
สังเคราะหหาฟงกชันถายโอนกับชุดขอมูลท่ีวัดได  จากผลการประเมินสัมประสิทธ์ิของฟงกชัน   
ถายโอนทั้งสามสวน  จึงสรุปไดวาโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชันถายโอนทั้งแบบไมถวงน้ําหนัก
และแบบถวงน้ําหนักดวยคา 1/ ,ω  21/ω  และ 21/σ  นั้นเปนวิธีการที่สามารถหาคาสัมประสิทธิ์
ของฟงกชันถายโอนมีความถูกตอง  โดยพิจารณาจากคาความผิดพลาดที่มีคานอยที่สุด และความ
เสถียรของฟงกชันถายโอน   
 

5. 2  ขอเสนอแนะในการวิจัยตอไป 
ในการประยุกตใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลข  เพื่อการเขียนโปรแกรมสังเคราะหหาฟงกชัน    

ถายโอนสามารถนําไปพัฒนารวมกับการสรางเครื่องมือวัดความหนืด, ความยืดหยุนของวัสดุ
ยืดหยุนหนืดเชิงเสน  ที่ตองการทราบถึงพฤติกรรมทางพลวัตของวัสดุในการทดสอบ และการสราง
วัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนได  หรือสามารถนําความรูที่ไดทําการศึกษานี้เปนแนวทางในการศึกษาที่
เกี่ยวของกับการศึกษาทางดานวัสดุยืดหยุนหนืดเชิงเสนตอไป   



 

รายการอางอิง 
 
กนตธร ชํานิประศาสน และจิระพล ศรีเสริฐผล. (2548). ระบบควบคุมอัตโนมัติ. สาขา

วิศวกรรมเครื่องกล สํานักวิชาวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี. 
กฤษณะ สาคริก. (2545). วิธีวิเคราะหเชิงตัวเลขสําหรับนักเคมี. พิมพคร้ังที่ 2. บริษัทธนาเพรส 

แอนด กราฟฟค จํากัด. 
กาจพันธ  สกุลแกว .  (2547) .  การทดสอบการผิดรูปอยูตัวของยาง  [ออนไลน ] .  ไดจาก : 

http://www.stkc.go.th/stportalContent.php?id=223 
จินตมัย  สุวรรณประทีป. (2539). ความยืดหยุนหนืดแบบไมเชิงเสนของพอลิเมอร. วารสารโลหะ  

วัสดุและแร 5(2) : 17-22. 
จินตมัย สุวรรณประทีป. (2547). การทดสอบสมบัติทางกลของพลาสติก. กรุงเทพฯ: สมาคม

สงเสริมเทคโนโลยี (ไทย-ญี่ปุน). 
มนัส แซดาน. (2538). รีโอโลยีเบื้องตน. พิมพคร้ังที่ 1. กรุงเทพฯ: สํานักพิมพโฟรเพช จํากัด. 
วริทธิ์ อ้ึงภากรณ และรัชทิน จันทรเจริญ. (2543). ระบบควบคุมเชิงเสน. พิมพคร้ังที่ 1. กรุงเทพฯ: 

ภาควิชาวิศวกรรมเครื่องกล คณะวิศวกรรมศาสตร จุฬาลงกรณมหาวิทยาลัย. 
สราวุฒิ สุจิตจร. (2546). การควบคุมอัตโนมัติ. พิมพครั้งที่ 1. กรุงเทพฯ: เพียรสัน เอ็ดดูเคชั่น อินโด

ไชนา 
สมบัติ พุทธจักร. (2547). สมบัติเชิงฟสิกสเชิงรีโอโลยีและเชิงวิศวกรรมของยาง. คณะวิทยาศาสตร

และเทคโนโลยี  มหาวิทยาลัยสงขลานครินทร:โรงพิมพฝายเทคโนโลยีทางการศึกษา 
สํานักวิทยบริการมหาวิทยาลัยสงขลานครินทร 

อุทัยวรรณ ฉัตรธง และอรุณี อภิชาตสรางกูร. (2547). แบบจําลองทางวิสโคอีลาสติคของ         
มะมวงกวน [ออนไลน]. ไดจาก:  http://www.phtnet.org/download/FullPaper/pdf/2ndSem 
inarKKU/af062.pdf         

Ali, E. H. and Karim, Y. K. (1995). A transfer function computational algorithm for linear control  
system. IEEE Control systems. 114-118. 

Baltussen J. J. M. and Northolt. (2003). The viscoelastic extension of polymer fibres:complex 
loadings. Polymer ELSEVIER. Vol. 44 : 1957-1966. 



 

180 

Chapra, C. S. and Canale, P. R. (2002). Numerical Methods for Engineers. New York: 

McGraw-Hill. 

Chenyang, L., Chaoxu, L., Peng, C., Jiasong, H. and Qingrong, F. (2004). Influence of long-chain 
branching on linear viscoelastic flow properties and dielectric relaxation of 
polycarbonates. Polymer ELSEVIER. Vol. 45 : 803-2812. 

Chen, H. Q., G. H. Zhong, L. Li, Z. Y. Chen and Z. N. Xue. (1988). The viscoelasticity of human 
blood at low shear rate. IEEE Enginerring in medicine & biology society. 705-706. 

Cho, S. K., Kim, S. W., Lee, D-H., Park, S. L., Min, E. K., Seo, H. K., Kang, I-K. I., Park, S-Y. 
and Kwow, Y. (2002). A Phenomenological Model for Linear Viscoelasticity of 
Monodisperse Linear Polymer. Macro molecular Research. Vol. 10 : 266-272. 

David, S. W. (1991). Fundamentals of Matrix Computations. New York: JOHN WILEY & 
SON. 

Dillard, A. D. (1998). Linear Viscoelastic Constitutive Medels. Virginia Tech. 2.1-2.14. 
Esra, K., Dilhan, M. K. and Paul. P. T. (n.d.). Viscoelasticity of polyethylenes produced with 

single site metallocene catalysis [On-line]. Available: http://www.hfmi.stevens-
tech.edu/publications 

Evaristo, R., Ricardo, D-C., Margarita, G. P., Rosa, M. M. and Catalina, S. (2000). Polymer 
Viscoelasticity Stress and Strain in Practice. New York: Marcel Dekker Inc. 

Geil, D. M. (2002). An iterative method for viscoelastic modeling of prosthetic feet. Journal of 
biomechanics. 35 : 1405-1410. 

Hassul, M. and Shahian, B. (1992). “Frequency Domain Identification for Undergraduates”. 
IEEE  Transaction on education. Vol. 35, No. 4 : 368-375. 

Isogai, Y., A. Itda, I. Chikatsu, K. Mochizuki and M. Abe. (1973). Dynamic viscoelasticity of 
blood during clotting in health and disease. Biorheology. 10 : 411-424.  

Ju, S. K., C. K. Song, B. S. Jeon, J. W. Ryu, Y. S. Jang, S. S. Kim and S. H. Lee. (2001). A 
frequency domain identification method using total least squares. IEEE. 1855-1859. 

Kim, J. S., Song, C. K., Jeon, B. S., Ryu, J. W., Jang, Y. S., Kim, S. S., and Lee, S. H. (2001). A 
Frequency Domain Identification Method Using Total Least Squares. IEEE 
International Symposium. Vol. 3 : 1855–1859. 



 

181 

Kwang, S. C., Kyung, H. A. and Seung, J. L. (2004). Universality of linear viscoelasticity of 
Monodisperse Linear Polymers. Journal of polymer science: part B: polymer 
physics. Vol. 42 : 2730-2734.  

Luc, P., Rik, P. and Leo, V. B. (1992). Identification of the Constitutive Equations for Linear 
Viscoelastic Composite Materials, Instrumentation and Measurement Technology 
Conference 9th. IEEE. 709-715. 

Levy, E. C. (1959). Complex-curve fitting.  IRE Trans. Autom. Contr. Vol. 4 : 37-43. 
Magrab, B. E., Azarm, S., Balachandran, B., Duncan, J., Herold, K. and Walsh, G. (n.d). An 

Engineer’s Guide to MATLAB. New Jersey: Prentice Hall. 
Misra, P. (1988). Transfer function matrices of singular state space systems. IEEE Control 

systems. 2091-2092. 
Naser, F. A-M. and Stanoje, B. (1994). An algorithm for calculating markov parameters  from 

transfer function matrices. Computers Elect. Eng. 21 : 77-87. 
Rao, M. A. and Steffe, J. F. (1992). Viscoelastic Properties of Foods. London and New York: 

Elsevier Applied Science. 
Roderic, S. L. (1999). Viscoelastic Solids. Boca Raton : CRC Press.  
Sanathananan, C. K. and Koerner, J. (1963). Transfer function synthesis as a ratio of two complex 

polynomials.  IEEE Trans. Autom. Contr. Vol. 8 : 56-58. 
Schoukens J. and Pintelon. (1991). Identification of Linear Systems A Practical Guideline to 

Accurate Modeling. New York: Pergamon Press. 
Whitfield, A. H. (1986). Transfer function synthesis using frequency response data, Int.                

J. Control. Vol. 43 : 1413-1426. 
Yanovsky, G. Y., Basistov, G. Y. and Siginer, A. D. (1996). Linear inverse problems in 

viscoelastic continua and a minimax method for fredhom equation of the first kind, Int. 
J. Engng sci.  Vol. 34 : 1221-1245. 

Yeon-Wook, C. (1999), Frequency Domain Identification for a Simple Plant, SICE. 1015-1020. 
Yehia, M. H. (2000). Mechanical Behaviour of Engineering Materials. Volume 2. Dynamic 

Loading and Intelligent Material Systems. London: Kluwer Academic Publishers. 



 

182 

Ping, Y. and Yehia, M. H. (1994). A dynamic system identification method for the 
characterization of the rheological response of a class of viscoelastic material, Int. J. 
pores Ves. & piping. Vol 61 : 87-97. 

 



 
 

 
 
 

 
 

 
ภาคผนวก  
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Code โปรแกรม 
 

1.  โปรแกรม Computer PQRS.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ComputerPQRS.m                                                                                 %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                                                                  %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering                             %%% 
%%% ID.no.: M4540113                                                %%% 
%%% n = order of nominator         %%%                                                
%%% m = order of denominator                    %%% 
%%% p = n/2                                %%% 
%%% q = (n-1)/2                     %%% 
%%% r = m/2                      %%%                                                
%%% s = (m-1)/2               %%%                                                
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [p,q,r,s] =PQRS(n,m) 
p = n/2; 
p = fix(p); 
q = (n-1)/2; 
    if q >=0 
        q=fix(q); 
    else 
        q = q; 
    end 
r = m/2; 
r = fix(r); 
s = (m-1)/2; 
 if s >=0 
        s=fix(s); 
 else 
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        s = s; 
 end 
 

2.  โปรแกรม AVG.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% AVG.m                                    %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                          %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering                                                   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                                                                                       %%% 
%%% x = Data point                                                                                             %%% 
%%% n = number of data point                                                                            %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function mean = avg(x,n) 
         mean = sum(x)/n;
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3.  โปรแกรม STAT.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% stat.m                                     %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% [u,v]=sdv(u,v,s)                         %%% 
%%%   mean  = avarage of data                 %%% 
%%%   stdev = variance                        %%%   
%%%   x     = Data                            %%%   
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [mean,stdev] = stat(x) 
n = length(x); 
mean = avg(x,n); 
stdev =(sum((x-mean).^2)./n); 
   
4.  โปรแกรม ramda1.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda1.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda1 -[A11]=ramda1(omega,k,M,p)       %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                  %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% p = n/2;                                  %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A11 = ramda1(omega,k,M,p) 
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for i=0:p 
    for j=1:k 
        A11(j,i+1) = ((-1)^i).*(omega(1,j).^(2*i)); 
    end 
end 
 
5. โปรแกรม ramda2.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda2.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
 
%%% ramda2 is [A13]=ramda2(R,omega,k,M,r)   %%% 
%%% R     = Date in Real axis                 %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% r = m/2                                   %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A13] = ramda2(R,omega,k,M,r) 
format long g 
if r==0 
    fprintf('No matric A13\n'); 
    A13=0; 
else 
for i=1:r 
    for j=1:k 
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            A13(j,i) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^(2*i)).*R(1,j); 
    end 
end 
end 
 
6.  โปรแกรม ramda3.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda3.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda3 is [A14]=ramda3(X,omega,k,M,r)   %%% 
%%% X     = Date in imaginaly axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                   %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% s= (m-1)/2;                               %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A14] = ramda3(X,omega,k,M,s) 
format long g 
if s < 0 
    fprintf('No matric A14\n'); 
    A14=0; 
else 
    for i=0:s 
        for j=1:k 
            A14(j,i+1) = ((-1)^(i)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)).*X(1,j); 
        end 
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    end 
end 
 
7.  โปรแกรม ramda4.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda4.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda4 is [A22]=ramda(omega,k,M,r)      %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% q= (n-1)/2                                %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A22 = ramda4(omega,k,M,q) 
if q < 0 
    fprintf('No matric A22\n'); 
    A22=0; 
else 
   for i=0:q 
        for j=1:k 
            A22(j,i+1) = ((-1)^(i)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)); 
        end 
   end 
end 
 
8.  โปรแกรม ramda5.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%% ramda5.m                                  %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda5 is [A23]=ramda5(X,omega,k,M,r)   %%% 
%%% X     = Date in imaginaly axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
 
%%% r= m/2                                    %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A23] = ramda5(X,omega,k,M,r) 
if r == 0 
    fprintf('No matric A23\n'); 
    A23=0; 
else 
    for i=1:r 
        for j=1:k 
            A23(j,i) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^(2*i).*X(1,j)); 
       
  end 
     
    end 
end 
 
9.  โปรแกรม ramda6.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda6.m                                  %%% 
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%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda6 is [A24]=ramda6(R,omega,k,M,r)   %%% 
%%% R     = Date in Real axis            %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% s = (m-1)/2                              %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function [A24] = ramda6(R,omega,k,M,s) 
format short g 
if s<0 
    fprintf('No matric A24\n'); 
    A24=0; 
else 
    for i=0:s 
        for j=1:k 
            A24(j,i+1) = ((-1)^(i+1)).*(omega(1,j).^((2*i)+1)).*R(1,j); 
        end 
     
    end 
end 
 
 
 
10.  โปรแกรม ramda12.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda12.m                                 %%% 
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%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda12 is [A12]=ramda(omega,k,M,r)     %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% q= (n-1)/2                                %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
function A12 = ramda12(omega,k,M,q) 
if q < 0 
    fprintf('No matric A22\n'); 
    A12=0; 
else 
   for i=0:q 
        for j=1:k 
         
            A12(j,i+1) = 0.0; 
        end 
     
    end 
end 
 
11.  โปรแกรม ramda21.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% ramda21.m                                 %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
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%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% ramda21 -[A21]=ramda21(omega,k,M,p)      %%% 
%%% omega = frequency                         %%% 
%%% n = order of nominator                    %%% 
%%% m = order of denominator                  %%% 
%%% k = 2 x amount of data                    %%% 
%%% M = n+m+1                                 %%%   
%%% p = n/2                                   %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
function A21 = ramda21(omega,k,M,p) 
for i=0:p 
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for j=1:k 
        A21(j,i+1) = 0.0; 
    end 
end 
12.  โปรแกรม leastupdate.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastupdate.m                            %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% Least squart method                       %%% 
%%% No weighting function                     %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%  Input data%%%%%%%%%%%%%%%%%% %% 
 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X';    
   end 
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%%% %%%%%%%%%%%%%initial condition %%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
  %%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
 
    k = M;            % amount of data  
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
%%%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
%%%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
 %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
 
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
 
%%%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
  
[NN,MM]=size(A) 
 RR= rank(A) 
 if RR==MM 
     Sol =  (inv(A'*A)*A')*B 
 else 
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     break 
 end 
%%%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
    a(1,1)=1.0;      %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
            b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
  
%%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
  
Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
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 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
 
 
 
%%%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    
 v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
    for i=1:k 
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        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%%%%%%%%%%% Adjusted coefficient of determination %%%%%%%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
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            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
 
            sys = tf(num,den) 
    
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
     
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
 
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 

 
 



 197 

        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
  
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
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    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
13.  โปรแกรม leastweight.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweigh.m                             %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai               %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering %%% 
%%% ID.no.: M4540113                          %%% 
%%% Least squart method                       %%% 
%%% with weighting function  by 1/frequency  %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
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   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
    
elseif N1~=1 
      R = R'; 
 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   end 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
     
m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
 
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
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        W = 1./(omega); 
        W = [W' ; W'] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 
    if i == j 
        WK(i,j) = W(i,1); 
    else 
        WK(i,j) = 0.0; 
    end 
   end 
end 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
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  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
            elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n=0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
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        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
       
  end 
             
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
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         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
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        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
    
    errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
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else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
 
14.  โปรแกรม leastweight2.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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%%% leastweigh2.m                                %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by 1/frequency^2 %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   
 if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   End 
 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
    Count = 0; 
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    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
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%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
W = 1./((omega).*(omega)); 
        W = [W' ; W'] 
for i=1:2*k 
   for j=1:2*k 
    if i == j 
        WK(i,j) = W(i,1); 
    else 
        WK(i,j) = 0.0; 
    end 
   end 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        
 A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
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    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
          
   aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
         
      
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
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 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
%%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 

 
 



 206 

    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
     
    error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
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            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den)     
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
     
    Mnew=m;   
    end 
     
end    
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     end 
    iter=iter+1 
end 
 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
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xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
 
15.  โปรแกรม leastweighSTAT.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweighSTAT.m                            %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by varaince       %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
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   elseif N2~=1 
      X = X'; 
       
   End 
 

%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  
 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
    k = M;            % amount of data  
 
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
        [meanR,stdevR]=stat(R); 
        [meanX,stdevX]=stat(X); 
        W1 = diag(ones(k,1),0) 
        W1 = stdevR.*W1 
        W1 = diag(W1) 
        W2 = diag(ones(k,1),0) 
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        W2 = stdevX.*W2 
        W2 = diag(W2) 
        W = [W1 ; W2] 
   for i=1:2*k 
        for j=1:2*k 
            if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
         
 
    else 
                WK(i,j) = 0.0; 
            end 
        end 
    end 
 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
        [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m); 
            
  %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
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        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
         
            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
         
        elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
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    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
              
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
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     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
 
    end 
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
 
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
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    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
   
    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             
            errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
        end 
 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
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            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
   
      sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
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end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
 
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
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xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
16.  โปรแกรม leastweighSTAT1.m 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
%%% leastweighSTAT1.m                           %%% 
%%% Write by Autsadayut  Rodpai                %%% 
%%% Master degree of mechanical engineering   %%% 
%%% ID.no.: M4540113                            %%% 
%%% Least squart method                         %%% 
%%% with weighting function  by 1/varaince    %%% 
%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
clc 
clear 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%  Input data %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
   omega=load('C\:w.txt'); 
   R=load('C:\U.txt'); 
   X=load('C:\V.txt'); 
   [N,M]= size(omega); 
   [N1,M]= size(R); 
   [N2,M]= size(X); 
   if N~=1 
      omega = omega'; 
   elseif N1~=1 
      R = R'; 
   elseif N2~=1 
      X = X'; 
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   End 
%%%%%%%%%%%%%%%% initial condition%%%%%%%%%%%%%%%%  

 
    Count = 0; 
    n     = 0; 
    m     = 0; 
    Eold  = 0; 
    iter  = 0; 
    errornew=0; 
    anew=0; 
    bnew=0; 
    Nnew =0; 
    Mnew =0; 
 
%%%%%%%%%%%%%%%%calculate p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    [N,M]= size(R); 
   
 k = M;            % amount of data  
%%%%%%%%%%%%% Create Weighting Function %%%%%%%%%%%%% 
 
       [meanR,stdevR]=stat(R); 
        [meanX,stdevX]=stat(X); 
        W1 = diag(ones(k,1),0) 
        W1 = stdevR.*W1 
        W1 = 1./diag(W1) 
        W2 = diag(ones(k,1),0) 
        W2 = stdevX.*W2 
        W2 = 1./diag(W2) 
        W = [W1 ; W2] 
   for i=1:2*k 
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        for j=1:2*k 
            if i == j 
                WK(i,j) = W(i,1); 
            else 
                WK(i,j) = 0.0; 
            end 
        end 
    end 
%%%%%%%%%%%%%%%% Loop for 10 Order %%%%%%%%%%%%%%%         
 
for m=1:10 
 
    for n=0:m 
        M = n+m+1; 
          
  %%%%%%%%%%%%%%% find value p,q,r,s %%%%%%%%%%%%%%%%  
         
    
     [p,q,r,s]=ComputePQRS(n,m);    
 %%%%%%%%%%%%%%%find ramda  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
        A11 = ramda1(omega,k,M,p); 
        A12 = ramda12(omega,k,M,q); 
        A13 = ramda2(R,omega,k,M,r); 
        A14 = ramda3(X,omega,k,M,s);          
        A21 = ramda21(omega,k,M,p); 
        A22 = ramda4(omega,k,M,q); 
        A23 = ramda5(X,omega,k,M,r); 
        A24 = ramda6(R,omega,k,M,s); 
           
  %%%%%%%%%%%%%  create rectangula matric A %%%%%%%%%%%%% 
        if n==0&&m==1 
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            A=[A11 A14;A21 A24]; 
     
        elseif n==1&&m==1 
         
            A=[A11 A12 A14;A21 A22 A24]; 
   elseif  n==0 
         
            A=[A11 A13 A14;A21 A23 A24]; 
        else 
            A=[A11 A12 A13 A14;A21 A22 A23 A24]; 
        end 
%%%%%%%%%%%%%%% create vector B  %%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
 B=[R';X']; 
     
 %%%%%%%%%%%%%% Psuedo Inverse %%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    Sol =  (inv(A'*WK'*WK*A))*A'*WK'*WK*B; 
  
 %%%%%%%%%%%%% Set Form G(jw)  %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
    a(1,1)=1.0;  %%% constant 
    NU = (n+1)/2; 
    KU = ceil(NU); 
        for i=1:KU 
             
               b((2*i)-1,1)=Sol(i,1); 
       
        end 
        L=(n+1)-KU; 
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        for i=1:L 
            b(2*i,1)=Sol(KU+i,1); 
        end 
  
        MI = m./2; 
        KI = fix(MI); 
        for i=1:KI 
            a((2*i)+1,1)=Sol(n+i+1,1); 
            aeven(i,1)=Sol(n+i+1,1); 
        end 
        L=m-KI; 
        for i=1:L 
            a(2*i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
            aodd(i,1)=Sol(n+KI+i+1,1); 
        end 
         
      
%%%%%%%%%%%%%% Roots of poles %%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 Ra=flipud(a); 
 Ra=Ra'; 
 Ra_root=roots(Ra); 
 Root_real=real(Ra_root); 
 for i=1:m 
     if Root_real(i,1)>=0 
        rr=1; 
        fprintf('at n=%d,m=%d Unstability system',n,m); 
        break 
     else 
         rr=0; 
     end 
 end 
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    for i=1:m+1 
        atotal(i,n+1,m)=a(i,1); 
    end 
     
    for i=1:n+1 
        btotal(i,m,n+1)=b(i,1); 
    end 
        
 %%%%%%%%%%%%%% Transfer function %%%%%%%%%%%%%%%%% 
if rr == 0              % if of stability check 
    num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
    den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num,den) 
    [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
 
    u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
    v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
   
 
    for i=1:k 
     
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
%%% Adjusted coefficient of determination %%%% 
        error = norm(abs_error) 
        errorTotal(m,n+1)=error 
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    if m==1&&n==0 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m; 
        errornew=error; 
    else 
      
        if errornew>error 
             errornew=error 
            anew = a; 
            bnew = b; 
            Nnew = n; 
            Mnew = m; 
            sys = tf(num,den) 
     
    end 
        if errornew<=error 
            errornew=errornew 
            anew = anew; 
            bnew = bnew; 
            Nnew = Nnew; 
            Mnew = Mnew; 
            sys = tf(num,den) 
             
        end  
    end 
else 
    if m==1&&n==0 
        num = flipud(b)';   % Flip Row from up to down  
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        den = flipud(a)';   % Flip Row from up to down  
        sys = tf(num,den) 
        [magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
        u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
        v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
 
    G=[ R X]'; 
    Gm=[Rmodel Xmodel]'; 
    abs_error = (G-Gm); 
        error = norm(abs_error) 
        errornew=error; 
        anew=a; 
        bnew=b; 
        Nnew=n; 
        Mnew=m;   
    end 
     
end    
     
     end 
    iter=iter+1 
end 
 
%%%%%%%%%%%%%%  Display  %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%% 
 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%/n'); 
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fprintf('Final Transfer functin/n'); 
fprintf('%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%nn'); 
    num_final = flipud(bnew)';   % Flip Row from up to down  
    den_final = flipud(anew)';   % Flip Row from up to down  
    sys = tf(num_final,den_final) 
 
 
%%%%%% Plot between real vs. frequency and imagine vs. frequency%%%%% 
 
[magnitude,phase,w]=bode(sys,omega); 
u=magnitude.*cos(phase.*pi./180); 
v=magnitude.*sin(phase.*pi./180); 
    for i=1:k 
        Rmodel(1,i)=u(1,1,i); 
        Xmodel(1,i)=v(1,1,i); 
    end 
subplot(2,1,1);  
 
semilogx(omega,R,'*k',omega,Rmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Storage  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
subplot(2,1,2);  
semilogx(omega,X,'*k',omega,Xmodel,'-k'); 
xlabel('Frequency(rad/sec)'); 
ylabel('Loss  modulus (Pa)'); 
legend('Yanovsky and Basistov','Numerical'); 
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