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 Numerical methods are usually used to solve large algebraic equation systems 

obtained by estimating partial differential equations. Iterative calculations including 

with multigrid are used to make numerical methods more effective. However, 

calculations are often encountered with slow convergence when an error reaches low-

frequency mode. The convergence of each area on the domain has a different slowness, 

a different local behavior. Conventional multigrid operations that compute the entire 

domain are wasteful. The research presented the local computational techniques.  

By improving the local computation method based on the fast adaptive composite grid 

(FAC) method, combined with the algebraic multigrid (AMG) method. It is the so- 

called local algebraic multigrid (LAMG) method. With this method, the error was 

checked during the calculation cycle. The region with a high defection was calculated 

using the LAMG method, while the remaining areas with a defection below  

the criterion were omitted. The proposed method can be effectively adjusted to  

the calculation area to suit each calculation cycle. Issues of one-dimensional boundary 

layer problems that alter rapidly have been evaluated. The assessment evaluated  

the effect of the initial conditions as follows: zero, sine and C-grid. The C-grid 

condition was found to provide the fastest convergence. The evaluation has been tested
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  = ค่าคงท่ี สัมประสิทธ์ิของฟังกช์นัอนุพนัธ์ยอ่ย 
  = ตวัแปร ตวัไม่ทราบค่า 
  = เวคเตอร์ตวัแปร ผลเฉลยแม่นตรง 
̂  = เวคเตอร์ค่าประมาณผลเฉลยแม่นตรง 

  = Eigen function 

1 2, ,v v v  = รอบท่ีใชใ้นการค านวณภายใน  

  = ค่าคงท่ี threshold 0 1   

ij  = ค่าถ่วงน ้าหนกั (factor) ท่ีสัมพนัธ์กบัเอเลเมนต ์ ,i j  

  = โดเมนยอ่ย  

  = โดเมนทั้งหมด 

b  = เวคเตอร์ค่าคงท่ีของระบบสมการเชิงเส้น 

e  = ความคลาดเคล่ือน (ร้อยละ) 

e  = เวคเตอร์ความคลาดเคล่ือน (ร้อยละ) 

h  = ขนาดของกริด หรือกริดละเอียด ( 2h  กริดท่ีมีขนาดเป็นสองเท่า) 
,i j  = ดชันี ค่าบ่งช้ีเอเลเมนต ์หรือค่าบ่งช้ีแถวหรือหลกับนเมทริกซ์ 

k  = โหมดความคลาดเคล่ือน หรือ eigenvalue 

l  = ระดบักริด 

m  = จ านวนรอบการค านวณ 

n  = จ านวนกริดเอเลเมนต ์

r  = เศษเหลือ 

r  = เวคเตอร์เศษเหลือ 

x  = พิกดัต าแหน่งแกนนอน 

y  = พิกดัต าแหน่งแกนตั้ง 

A  = เมทริกซ์ระบบสมการเชิงเส้น 

C  = เซตของเอเลเมนตก์ริดหยาบ 

 



ฎ 
 

ค าอธิบายสัญลกัษณ์และค าย่อ (ต่อ) 
 

F  = เซตของเอเลเมนตก์ริดละเอียด 

h  = ขนาดกริด/กริดละเอียด 

H  = ระดบักริดหยาบ 

I  = เมทริกซ์เอกลกัษณ์ 

2

h

hI  = เมทริกซ์ส่งผา่นขอ้มูล 

l  = ระดบักริด 

L  = ระดบักริดหยาบสูงสุด 

 = เซตของจ านวนจริง 
AMG = มลัติกริดเชิงพีชคณิต 
AMR = adaptive mesh refinement 
BC = เง่ือนไขขอบ 
FAC = fast adaptive composite grid 
GAMG = global algebraic multigrid 
LAMG = local algebraic multigrid  
MG = มลัติกริด 
MLAT = multi-level adaptive technique 

  = สับเซตท่ีมีค่านอ้ยกวา่หรือเท่ากบั 

  = เซตวา่ง 

 = การเป็นสมาชิกของเซต 

  = การน าขอ้มูลจากการด าเนินการดา้นขวาไปเก็บไวใ้นตวัแปรทางซา้ย 
 

 



 
 

บทที ่1 
บทน า 

 

1.1 ทีม่าและความส าคญัของปัญหา 
ระเบียบวิธีเชิงตวัเลขเป็นวิธีท่ีใชห้าผลเฉลยระบบสมการพีชคณิตในรูปเมทริกซ์ขนาดใหญ่

ท่ีสมาชิกส่วนใหญ่มีค่าเป็นศูนย ์มกัเกิดความคลาดเคล่ือนสะสม (Moukalled, F., Mangani, L and 
Darwish, M., 2016) ส่งผลให้ค  าตอบไม่แม่นย  า การแกด้ว้ยวิธีค  านวณแบบวนซ ้ า ช่วยแกปั้ญหา 
ความคลาดเคล่ือนสะสม ทั้งยงัใชพ้ื้นท่ีการเก็บขอ้มูลนอ้ยกวา่และใชก้ารค านวณท่ีนอ้ยเม่ือเทียบกบั
วิธีการแก้โดยตรง จึงนิยมน ามาใช้แก้หาผลเฉลยสมการอนุพันธ์ย่อย โดยเฉพาะกับปัญหาท่ี 
ไม่สามารถหาผลเฉลยสมการแม่นตรงได ้ 

แม้ว่าปัจจุบันคอมพิวเตอร์จะถูกพัฒนาข้ึนใช้เป็นเคร่ืองมือช่วยค านวณได้อย่างมี
ประสิทธิภาพ พร้อมกนัน้ีเทคนิคการค านวณแบบวนซ ้ าได้ถูกพฒันาข้ึนเพื่อเพิ่มประสิทธิภาพ 
การค านวณหลากหลายวิธี (Hackbusch, W., 1994) (Kelley, C. T., 1995) (Saad, Y., 2003)  อยา่งไร 
ก็ตาม การแก้ปัญหาท่ีมีระบบสมการเชิงเส้นขนาดใหญ่ส่งผลให้การค านวณลู่เข้าช้า เทคนิค 
การค านวณแบบมลัติกริด (multigrid) จึงถูกพฒันาข้ึนในหลากหลายรูปแบบ (Fedorenko, P. 1962) 
อาทิ มลัติกริดเชิงพีชคณิต (algebraic multigrid) (Poussin, F. V., 1968) การค านวณแบบวนซ ้ า
โดยทั่วไป เช่นวิธีเกาส์ไซเดล (Gauss-Seidel) การลู่เข้าเก่ียวข้องกับการลดลงของโหมด 
ความคลาดเคล่ือน (Brandt, A., 1977) ความคลาดเคล่ือนโหมดความถ่ีสูงสามารถลดไดเ้ร็ว ขณะท่ี
ความคลาดเคล่ือนโหมดความถ่ีต ่าลดลงได้ยากกว่า เทคนิคมลัติกริดถูกพฒันาข้ึนเพื่อจดัการกับ 
ความคลาดเคล่ือนโหมดความถ่ีต ่า (Briggs, W. L., 1987) เทคนิคมลัติกริดแบบ Fast Adaptive 
Composite Grid (FAC) (McCormick, S., 1984) (McCormick, S and Thomas, J., 1986) ออกแบบให้
ค านวณบนกริดแบบโครงสร้าง จุดเด่นคือ เป็นการค านวณแบบเฉพาะบริเวณดว้ยกริดละเอียดและ
ค านวณทั้งโดเมนดว้ยกริดหยาบ ตามล าดบัโครงสร้างของกริด จึงช่วยประหยดัการค านวณ วิธี FAC 
มีความคลา้ยกบัวธีิ Multilevel Adaptive Technique (MLAT) (Brandt, A., 1977) อยา่งไรก็ตาม ทั้งวิธี 
FAC และ MLATไม่มีอลักอริทึมช่วยจ าแนกพื้นท่ี ดงันั้นการค านวณจึงตอ้งมีการเตรียมกริดไว้
ล่วงหนา้ จึงมีขอ้จ ากดัในการใช้งาน เป็นท่ีทราบกนัดีว่าพฤติกรรมของปัญหาวิธีเชิงตวัเลขลว้นเป็น
แบบเฉพาะบริเวณ จึงมกัพบการสร้างกริดละเอียดแตกต่างกนัในแต่ละพื้น กริดละเอียดสูงจะถูก
สร้างคลุมพื้นท่ีท่ีมีพฤติกรรมผนัแปรสูงและมีอิทธิพลต่อความถูกตอ้งของการค านวณ ส่วนกริด
หยาบจะอยู่ในบริเวณท่ีมีพฤติกรรมราบเรียบ การเตรียมชุดกริดจึงตอ้งออกแบบกริดให้เหมาะสม     
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กบัปัญหา การใช้กริดละเอียดสูงช่วยรับประกนัความแม่นย  าแต่ตอ้งใช้เวลาในการค านวณนานข้ึน 
โดยล าดบั การจดัการปัญหาแบบเฉพาะบริเวณเพื่อลดภาระการค านวณจึงน่าสนใจเพราะจะช่วยลด
เวลาการค านวณได ้

งานวิจยัน้ีพฒันาอลักอรทึมส าหรับการค านวณแบบเฉพาะบริเวณบนพื้นฐานมลัติกริด โดย
โปรแกรมจะคน้หาและจ าแนกพื้นท่ีการค านวณเป็นสองส่วน คือ (1) แอกทีพโซน (active zone) เป็น
ส่วนความคลาดเคล่ือนสูง จ าเป็นตอ้งค านวณต่อเพื่อลดความคลาดเคล่ือน และ (2) เมเชอร์โซน 
(mature zone) เป็นส่วนท่ีความคลาดเคล่ือนต ่า สามารถละการค านวณในรอบนั้นได ้จึงช่วยประหยดั
การค านวณ ส าหรับแอกทีพโซนท่ีความคลาดเคล่ือนสูงจะถูกจัดการด้วยเทคนิคมลัติกริด การ
ค านวณด าเนินเช่นน้ีไปเร่ือย ๆ จนกระทัง่แอกทีพโซนหมดไป ดงันั้นเทคนิคท่ีถูกพฒันาข้ึนน้ีจึงเป็น
การค านวณเฉพาะบริเวณ (local relaxation) ท่ีผนวกเทคนิคการปรับปรุงพื้นท่ี (adaptive region) 
เทคนิคการปรับกริด (adaptive mesh) เขา้กบัวธีิมลัติกริดเชิงพีชคณิต 
 

1.2 วตัถุประสงค์ของการวจิัย 
 เพื่อพฒันาเทคนิคการค านวณแบบมลัติกริดเฉพาะบริเวณเพื่อช่วยเร่งความเร็วในการค านวณ
เชิงตวัเลข 
 

1.3 ขอบเขตของการวจิัย 
1.3.1 ปัญหาท่ีพิจารณาเป็นปัญหาการแพร่แบบคงตวัใน 2 มิติ 
1.3.2 แกปั้ญหาดว้ยวธีิเชิงตวัเลขบนพื้นฐานของวธีิไฟไนตดิ์ฟเฟอร์เรนต ์
1.3.3 ใชเ้ทคนิคการค านวณแบบมลัติกริดเฉพาะบริเวณช่วยเร่งความเร็วในการค านวณ 
1.3.4 ใชภ้าษา C++ ในการพฒันาโปรแกรม 
1.3.5 ใชซ้อฟตแ์วร์อ่ืนช่วยในการสร้างกริดและการแสดงผลเชิงกราฟฟิก 
1.3.6 ใชก้ริดแบบโครงสร้าง 

 

1.4 วธิีด าเนินการวจิัย 
1.4.1 ศึกษาการเขียนโปรแกรมท่ีเก่ียวขอ้งส าหรับงานวจิยั 
 1) การเขียนโปรแกรมภาษา C++ เพื่อช่วยพฒันารหสัโปรแกรม 
 2) การใชโ้ปรแกรมเพื่อช่วยแสดงผลเชิงกราฟฟิก 
 3) การใชโ้ปรแกรมเพื่อช่วยสร้างกริด 
1.4.2 สืบคน้วรรณกรรมงานวิจยัท่ีเก่ียวขอ้ง 
 1) การจ าลองปัญหาและการแบ่งโดเมนปัญหาออกเป็นส่วนยอ่ย 
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 2) การหาผลเฉลยระบบสมการพีชคณิตดว้ยวธีิเชิงตวัเลข 
 3) การหาผลเฉลยโดยใชว้ธีิมลัติกริดและวธีิมลัติกริดเชิงพีชคณิต 
 4) ศึกษาแผนวธีิการหาผลเฉลยดว้ยวธีิมลัติกริดท่ีเก่ียวขอ้ง 
1.4.3 เขียนโปรแกรมตน้แบบส าหรับค านวณสมการพีชคณิตเพื่อใช้สอบเทียบโดยใช้

วธีิกริดเชิงเด่ียวและวธีิมลัติกริด 
1.4.4 เขียนโปรแกรมท่ีใช้เทคนิคมัลติกริดเฉพาะบริเวณเพื่อปรับปรุงความเร็วใน 

การค านวณของวธีิมลัติกริด 
1.4.5 ตรวจสอบความถูกตอ้งและปรับปรุงโปรแกรมให้การค านวณมีเสถียรภาพพร้อม

ประเมินผล 
1.4.6 วจิารณ์และสรุปผล 

 

1.5 สถานทีศึ่กษาวจิัย 
มหาวทิยาลยัเทคโนโลยสุีรนารี 

 

1.6 ประโยชน์ทีค่าดว่าจะได้รับ 
ได้รหัสโปรแกรมคอมพิวเตอร์ท่ีใช้เทคนิคเร่งการลู่เขา้ของการค านวณด้วยวิธีเชิงตวัเลข 

บนพื้นฐานการค านวณดว้ยวธีิมลัติกริดเฉพาะบริเวณ 

 



 

บทที ่2 
ปริทัศน์วรรณกรรม 

 
 วธีิการหาผลเฉลยสมการอนุพนัธ์ยอ่ยดว้ยวธีิเชิงตวัเลข ปัจจยัหน่ึงท่ีขอ้งกบัความแม่นย  าของ
ค าตอบคือ จ านวนกริดท่ีใชใ้นการค านวณ การใชก้ริดความละเอียดสูงมกัให้ค  าตอบท่ีมีความถูกตอ้ง
สูงกวา่การใชก้ริดแบบหยาบ อยา่งไรก็ตาม กริดท่ีละเอียดสูงตอ้งใชเ้วลาค านวณมากและลู่เขา้ชา้ เพื่อ
จะเร่งการค านวณใหร้วดเร็วข้ึนจ าเป็นตอ้งอาศยัเทคนิคการค านวณเขา้มาช่วย  
 

2.1 การจ าลองสมการความไม่ต่อเน่ือง 
2.1.1 การประมาณสมการอนุพนัธ์และระบบสมการพชีคณติ  

ก าหนดปัญหาค่าขอบ (boundary value problem) 1 มิติ บนโดเมน  0,1   ท่ี
ประกอบดว้ยพจน์อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงและพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสอง ดงัน้ี 

 

   
2

2
,   x f x x

x x

 


 
  

 
        (2-1) 

 
เม่ือ 0(0) g   และ 1(1) g   เป็นเง่ือนไขขอบ โดเมนถูกแบ่งออกเป็น n  เอเลเมนตข์นาดเท่กนัจึง
ไดเ้อเลเมนต์ขนาด 1h n  ดงัรูปท่ี 2.1 รูปแบบการประมาณค่าพจน์อนุพนัธ์ โดยพจน์อนุพนัธ์
อนัดบัหน่ึงประมาณโดยวิธีผลต่างตน้ลมซ่ึงให้อนัดบัความแม่นย  าอนัดบัหน่ึง ส่วนพจน์อนุพนัธ์
อนัดบัสองถูกประมาณดว้ยวิธีผลต่างกลาง ซ่ึงให้อนัดบัความแม่นย  าอนัดบัสอง ดงัสมการท่ี (2-2) 
และ (2-3) ตามล าดบั 
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          (2-2) 
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         (2-3)
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รูปท่ี 2.1   โดเมนปัญหา 1 มิติ 
 
ดว้ยรูปแบบการประมาณค่าดงักล่าว เม่ือน าไปประยกุตเ์ขา้กบัระบบโดเมนในรูปท่ี 2.1 จึงไดรู้ปแบบ
สมการพีชคณิต ดงัสมการท่ี (2-4) 

 
1 1 1 1i i i i i i ia a a b                 (2-4) 

 
เม่ือ  1 (1 )i ia x h     1 1ia     และ  1 1i i ia a a     เป็นสัมประสิทธ์ิส่วน 2

i ib h f   
เป็นซอสเทอม เขียนในรูประบบสมการเชิงเส้นไดด้งัน้ี 
 
A b             (2-5) 

 
โดย   และ b  เป็นเวคเตอร์ขนาด n  ส่วน A  เป็นเมทริกซ์ขนาด ซ่ึงมีความเด่นชดัในแนวทแยง
มุม (diagonal dominant) ท่ีมีลกัษณะดงัสมการท่ี (2-6) 
 

n

ij ii

j i

a a


            (2-6) 

 
 2.1.2 วธีิการค านวณแบบวนซ ้า  

ใช้ส าหรับหาผลเฉลยระบบสมการขนาดใหญ่และมีสมาชิกส่วนใหญ่เป็นศูนยท์ั้ง
แบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น มีหลายวธีิและหลกัการค านวณ อาทิ  

(ก)  วิธี Jacobi การค านวณเร่ิมจากก าหนดค่าเร่ิมต้นให้   ด้วยค่าเร่ิมต้น
ดงักล่าว สมการท่ีหน่ึงไดค้  าตอบ  1

1  สมการท่ีสองไดค้  าตอบ  1

2  การค านวณเป็นไปตามล าดับ
จนกระทัง่ไดค้  าตอบสมการสุดทา้ย  1

n  เรียกว่า 1 รอบ (iteration) ค าตอบถูกใช้เป็นค่าเร่ิมตน้ใน
รอบถดัไป  

(ข)  วิธี Gauss-Seidel จากค่าเร่ิมตน้   การค านวณเป็นไปตามล าดบัสมการ 
ค าตอบจากสมการท่ีหน่ึง (  1

1 ) ถูกใชเ้ป็นค่าเร่ิมตน้บนการค านวณสมการท่ีสอง ค าตอบจากสมการ

 



6 
 

หน่ึงและสองถูกใช้เป็นค่าเร่ิมต้นการค านวณสมการท่ีสาม ค าตอบของการค านวณบนสมการ 
ท่ีผา่นมาถูกใชเ้ป็นค่าเร่ิมตน้ส าหรับสมการถดัไป ตามล าดบัจนกระทั้งสมการสุดทา้ย  

(ค) วิธี Preconditioning and Iterative ใชเ้มทริกซ์ปรับสภาพ ( P ) ปรับสมการ
ก่อนการค านวณแบบวนซ ้ าเร่ิม ในรูป 1 1 

P A P b   โดยเมทริกซ์ปรับสภาพมีค่าประมาณ 1
A  

ท าให ้ 1
P A  เป็นเมทริกซ์ท่ีมีสมบติัการลู่เขา้ท่ีดี  

(ง) วิธี Incomplete LU (ILU) decomposition เป็นการปรับปรุงสมบติัโดยการ
แยกตวัประกอบ A  ดว้ยเมทริกซ์สามเหล่ียมดา้นล่าง ( L ) เมทริกซ์สามเหล่ียมด้านบน (U ) และ 
เมทริกซ์ R  ท่ีท าให้ A= LU + R  การค านวณดว้ยวิธีวนซ ้ าหาผลเฉลยระบบสมการเชิงเส้นในรูป 
      1m m A- R b - A   เ ม่ื อ   m  คือค่ าป รับปรุงการค านวณในรอบ ท่ี   m  ต าม

ความสัมพนัธ์      1m m m      
 
  การพฒันาวิธีค  านวณแบบวนซ ้ านั้นเพื่อปรับปรุงอตัราการลู่เขา้ให้ดีข้ึน ให้ค  าตอบ
เป็นค่าประมาณผลเฉลยแม่นตรง ความคลาดเคล่ือนท่ีถูกใช้เป็นเง่ือนไขการหยุดการค านวณนิยมใช ้
อาทิ เศษเหลือ (residual error) 
 
   m m

r b - A            (2-7) 
 
โดยเศษเหลือท่ีมากท่ีสุดตอ้งนอ้ยกวา่เง่ือนไขความคลาดเคล่ือน    ท่ีก าหนด นัน่คือ 
 

 

1
1

max
nn

m

i ij j
j

j

b a  




             (2-8) 

 
ยคูลิดนอร์ม (Euclid norm) หรือนอร์ม-2 (second-norm) ของเศษเหลือนอ้ยกวา่เง่ือนไขก าหนด ดงั
สมการ (2-9) 
 

 

2

1 1

n n
m

i ij j

i j

b a  
 

 
  

 
             (2-9) 

 
และร้อยละของความคลาดเคล่ือนท่ีมากท่ีสุด ดงัสมการ (2-10) 
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1

1
max 100

m mn
i i

mi
i

 









                     (2-10) 

 

2.2 วธิีมลัติกริด (multigrid method [MG]) 
2.2.1  โหมดความคลาดเคล่ือน (error mode)  

วธีิมลัติกริดพฒันาข้ึนบนหลกัการโหมดความคลาดเคล่ือนความถ่ีต่าง ๆ ท่ีสัมพนัธ์
กบัชุดกริด (Brandt, A. 1977) ท่ีเขียนไดใ้นรูปอนุกรมฟูเรียร์ (Fourier series) ดงัสมการท่ี (2-11) 
 

1

( ) sin( )
n

h k

k

e x k x 


                    (2-11) 

 
เม่ือ k  คือโหมดความคลาดเคล่ือน ท่ีมีแอมปริจูดความคลาดเคล่ือนขนาด k  ส าหรับแต่ละพจน์
ดงัน้ี 
 

sin( )     ( 1,2,..., )k

h k x k n                     (2-12) 
 
เรียกวา่ไอเกนฟังกช์นั ในการค านวณแบบวนซ ้ า ฟังกช์นัความคลาดเคล่ือนท่ีมีความถ่ีสูง ( k  ค่ามาก) 
สามารถก าจดัไดด้ว้ยการค านวณไม่ก่ีรอบ แอมปริจูดของความคลาดเคล่ือน k  จะลดลงไดเ้ร็ว จาก
ความคลาดเคล่ือนท่ีมีลกัษณะสั่นกลายเป็นความคลาดเคล่ือนท่ีมีความราบเรียบ (รูปท่ี 2.2) ขณะท่ี
ความคลาดเคล่ือนท่ีมีความถ่ีต ่า ( k  ค่าน้อย) แอมปริจูดของความคลาดเคล่ือนจะลดได้ยากกว่า 
(Trottenberg, U., Oosterlee, C. W. and Schuller, A., 2001)  

จากสมการ (2-1) โหมดความคลาดเคล่ือนมีค่าในช่วงไม่เกินจ านวนจุดต่อท่ีก าหนด 
 1 k n  พิจารณารูปท่ี 2.3 ความคลาดเคล่ือนในแต่ละความถ่ีบนโดเมนขนาด 8hn   จุดต่อ 
ขนาดเอเลเมนตเ์ท่ากบั h  แสดงดว้ยเส้นต่อเน่ือง ท่ีโหมดความคลาดเคล่ือนเดียวกนัหากลดจ านวน

จุดต่อลงคร่ึงหน่ึง (จุดด าทึบ) โหมดความคลาดเคล่ือนท่ีมีความถ่ีสูง 
2

hn
k   จะไม่ปรากฎบนจุดต่อ

ชุดใหม่ไดจึ้งถูกปรับใหเ้ป็นโหมดความคลาดเคล่ือนความถ่ีต ่า (เส้นประ) 
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ก)  ความคลาดเคล่ือนแบบสั่น ข)   ความคลาดเคล่ือนแบบราบเรียบ 

 
รูปท่ี 2.2   ลกัษณะความคลาดเคล่ือนแบบสั่นและแบบราบเรียบ 

 

 

 
 

รูปท่ี 2.3   โหมดความคลาดเคล่ือนบนโดเมนขนาด 8 จุดต่อ 
 
พิจารณา ท่ีจุดต่อ i ใด ๆ  2 1 2ix i n   เม่ือ 1 i n   จะไดรู้ปแบบดงัสมการท่ี (2-13) เม่ือปรับ
ลดจ านวนจุดต่อลงคร่ึงหน่ึง (ขนาดเอเลเมนตเ์ป็น 2h ) ส่งผลให้ความถ่ีของฟังก์ชนัเพิ่มเป็น 2k  ดงั
สมการ (2-14) 
 

 
,

2 1
sin

2

h

i k

k i

n




 
  

 
                    (2-13) 

 
 

 

   2

,2

2 1 2 2 1
sin sin

2 / 2 2

h

i k

k i k i

n n

 


   
     

  
                  (2-14) 
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2
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ในทางตรงขา้ม หากแบ่งโดเมนละเอียดข้ึนจะท าให้ความคลาดเคล่ือนปรากฎในโหมดความถ่ีต ่า 
ดงันั้นจึงกล่าวไดว้า่การเปล่ียนขนาดของเอเลเมนตท์ าให้ความถ่ีของฟังก์ชนัเปล่ียนไป หากตอ้งการ
ใหก้ารค านวณสามารถลดความคลาดเคล่ือนไดอ้ยา่งมีประสิทธิภาพตอ้งปรับใหค้่าความคลาดเคล่ือน
อยู่ในโหมดความถ่ีสูง โดยปรับใช้กริดท่ีมีขนาดใหญ่ข้ึน อยา่งไรก็ตาม กริดท่ีมีความละเอียดสูงจะ
ให้ความแม่นย  าดีกว่ากริดท่ีละเอียดต ่ า  ดังนั้ นการใช้กริดมากกว่าหน่ึงชุดท่ีมีหลายขนาดใน 
การค านวณ จึงช่วยใหก้ารค านวณลู่เขา้เร็วข้ึน เรียกการค านวณดว้ยเทคนิคน้ีวา่ วธีิมลัติกริด 

2.2.2  เทคนิคมัลติกริด  
มีการใช้กริดหลายชุดในการค านวณดังนั้นจึงจ าเป็นต้องส่งผ่านข้อมูลระหว่าง 

ชุดกริด การส่งขอ้มูลจากกริดหยาบไปยงักริดละเอียด เรียกว่าโปรลองเกชนั (prolongation)ใช้ตวั 
ด า เนินการ 2

2 : h hn nh

hI  การส่งข้อมูลจากกริดละเอียดไปกริดหยาบเรียกว่าเรสทริกชัน 
(restriction) ใชต้วัด าเนินการ 22 : h hn nh

hI   การค านวณระบบสมการเชิงเส้น (2-5) เร่ิมค านวณ
บนกริดละเอียดสุดไดผ้ลลพัธ์เป็นค่าประมาณ ̂  และความคลาดเคล่ือน e  โดย ˆe = -   เป็นค่า
ปรับแก ้ซ่ึงจะถูกค านวณบนกริดหยาบดว้ยสมการเศษเหลือ (2-15) แลว้จึงส่งค่ามาปรับแกบ้นกริด
ละเอียด 

 
ˆr = b - A Ae                      (2-15) 

 
ค่าปรับแก้ท่ีได้จากการค านวณบนกริดหยาบนั้น ส าหรับการค านวณท่ีมีมากกว่าสองระดบักริด  
มีรูปแบบท่ีหลากหลาย ดงัตวัอยา่งแสดงในรูปท่ี 2.4  
 
   h 
   2h 
   4h 
   8h 

V-Cycle W-Cycle F-Cycle  
 

รูปท่ี 2.4   แผนวธีิมลัติกริด 
 
ขั้นตอนวิธีมลัติกริดแบบสองชุดกริดแสดงดงัรูปท่ี 2.5 การค านวณเร่ิมจากกริดละเอียดโดยทัว่ไป 
มกัก าหนดอยูร่ะหวา่ง 1 ถึง 3 รอบ จะเห็นวา่บนกริดหยาบเป็นการค านวณหาค่าปรับปรุง e  ของกริด
ละเอียด ค่าปรับปรุงของกริดหยาบไดจ้ากการแกส้มการเศษเหลือบนกริดหยาบระดบัถดัไปเร่ือย ๆ 
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จนถึงกริดชุดหยาบสุด จากนั้นค่าปรับปรุงแต่ละชุดกริดหยาบจะถูกส่งถ่ายไปปรับปรุงค่าบนกริด
ละเอียดล าดับถัดไปเร่ือย ๆ จนถึงกริดละเอียดสุด วงรอบการค านวณมีลกัษณะเป็นรูปตวัวี (V) 
เรียกวา่ V-Cycle 
ขอ้ดี 

- ถูกออกแบบมาส าหรับแก้ไขปัญหาการลู่เข้าช้าจากพฤติกรรมความคลาดเคล่ือนแบบ
ราบเรียบ 

- ใหก้ารค านวณท่ีมีเสถียรภาพดี 
ขอ้ดอ้ย 

- การสร้างกริดหยาบและการค านวณบนกริดชุดใหม่ตอ้งอาศยัขอ้มูลเชิงโครงสร้างของกริด 
ตลอดจนสมการควบคุมท่ีใชใ้นการจ าลองปัญหา 

- เป็นเทคนิคการการค านวณและการปรับปรุงกริดทั้งโดเมน 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 2.5   ขั้นตอนวธีิมลัติกริดแบบ V-Cycle 

 

 START 

Set  

Smooth  

 Correct  

YES 
Converge? NO 

  

 Transfer to coarser grid  

Smooth  

 STOP 
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2.3 วธิกีริดผสมแบบปรับตัวเร็ว 
 วิธีกริดผสมแบบปรับตวัเร็ว (Fast Adaptive Composite grid) หรือเรียกว่าวิธี FAC เป็น
เทคนิคการจดัการพื้นท่ีเฉพาะบริเวณ ถูกสร้างข้ึนเพื่อจดัการกบับริเวณท่ีตอ้งการความแม่นย  าเฉพาะ
บริเวณ ซ่ึงช่วยประหยดัการค านวณ (McCormick, 1984) ออกแบบให้ค านวณบนกริดผสมคือ ใช ้
กริดหลายขนาดบนกริดชุดเดียวกัน โดยกริดเป็นแบบสม ่าเสมอ (regular grid) กริดผสม
ประกอบดว้ยกริดหยาบซ่ึงเป็นกริดฐานคลุมทั้งโดเมน กริดละเอียดจะถูกสร้างวางซ้อนทบักริดหยาบ
ลงไป ดงัรูปท่ี 2.6 จะเห็นวา่กริดละเอียดไม่ไดถู้กสร้างคลุมทั้งโดเมน แต่ถูกสร้างข้ึนเฉพาะบริเวณท่ี
มีความส าคญั ในการค านวณแบบ FAC จ านวนระดบักริดและขนาดกริดข้ึนอยูก่บัแต่ละปัญหา 
 

 
 

รูปท่ี 2.6 การเรียงล าดบัชั้นของกริดผสม 
 
อย่างไรก็ตาม กริดละเอียดท่ีถูกสร้างเฉพาะบริเวณสามารถซ้อนทบักันได้มากกว่าหน่ึงชั้นโดย 
ไม่ส่งผลต่อเสถียรภาพการค านวณ (Lee B., McCormick S. F., Philip, B. and Quinlan, D. J., 2004) 
แนวคิดการปรับปรุงกริดให้ละเอียดเฉพาะบริเวณพฒันามาจากวิธีการปรับปรุงเมชแบบปรับตวัได้
หรือวิธี AMR (adaptive mesh refinement) (Berger, M., 1982) เป็นเทคนิคการค านวณบนกริด 
แบบพลวตั (dynamic mesh) กริดจะถูกปรับปรุงเฉพาะบริเวณจนกวา่จะไดข้นาดท่ีเหมาะสมและ 
มีความแม่นย  า 
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 ขอ้น่าสังเกตุของวิธี FAC คือการค านวณใช้กริดคงท่ี กริดแต่ละระดบัถูกจดัวางไวช้ดัเจน 
กริดละเอียดถูกสร้างคลุมเฉพาะบริเวณท่ีตอ้ง เช่น บริเวณท่ีตอ้งการความแม่นย  าสูง ท่ีระดบักริด
เดียวกันกริดมีขนาดเท่ากัน การค านวณไล่ระดับจากกริดละเอียดท่ีสุดมายงักริดหยาบ พื้นท่ี 
การค านวณข้ึนกบัการวางกริดแต่ละระดบั กริดผสม 2 ระดบักริดท่ีมีกริดละเอียดเฉพาะบริเวณ
ซอ้นทบับนกริดหยาบ การค านวณระบบสมการเชิงเส้นท่ีใชเ้ทคนิคแบบ FAC แสดงดงัรูปท่ี 2.7 

การค านวณเร่ิมบนกริดละเอียดสุดซ่ึงเป็นการค านวณเฉพาะบริเวณไล่ล าดบัไปยงักริดหยาบ
ล าดบัถดัไปจนกระทัง่ถึงกริดหยาบสุด จากนั้นปรับปรุงค่ายอ้นกลบัจากกริดหยาบมายงักริดละเอียด 
เน่ืองจากกริดละเอียดถูกสร้างข้ึนเป็นสับโดเมนของกริดหยาบ ขอบของกริดละเอียดจึงถูกวางภายใน
โดเมนกริดหยาบ การค านวณจึงตอ้งมีการประมาณจุดเช่ือมต่อ (interface point) ตามแนวขอบ
ระหว่างกริดหยาบและกริดละเอียดเป็นค่าประมาณของขอบชัว่คราวขณะค านวณบนกริดละเอียด  
(Briggs, W. L., Henson, V. E. and McCormick, S. F., 2000) ดงันั้นขอ้เด่นของวิธี FAC คือการท่ี 
ไม่จ  าเป็นตอ้งค านวณโดยอาศยักริดละเอียดทั้งโดเมน 
ขอ้ดี  

- เป็นเทคนิคการค านวณท่ีถูกออกแบบมาให้ช่วยประหยดัการค านวณโดยใช้การค านวณ
เฉพาะบริเวณ 

- ช่วยประหยดัการค านวณในพื้นท่ีท่ีนอกบริเวณกริดละเอียด 
ขอ้ดอ้ย 

- พฒันาบนพื้นฐานกริดแบบสม ่าเสมอ ซ่ึงเป็นกริดท่ีไม่ยดืหยุน่ต่อปัญหา 
- การค านวณแบบเฉพาะบริเวณจะค านวณตามโครงสร้างระดบักริดท่ีก าหนดข้ึน เพราะไม่มี 

อลักอริทึมในการเลือกพื้นท่ีการค านวณเอง 
- ใชร้ะดบักริดการค านวณคงท่ี 
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รูปท่ี 2.7   ขั้นตอนวธีิ FAC 

 

 
 

 START 

Set and  
While  and  

Smooth  

YES 

Converge? 
NO 

  

 Transfer to coarser grid 
 

Smooth  

 STOP 

 Update  

 Correct  

 Correct  
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2.4 วธิกีริดหลายระดับแบบปรับตัวได้ 
 วิธีกริดหลายระดบัแบบปรับตวัได ้(multi-level adaptive technique: MLAT) การค านวณ
ด้วยวิธีมลัติกริดโดยทัว่ไปมกัก าหนดจ านวนชุดกริดไวช้ัดเจน การค านวณเร่ิมจากกริดละเอียด 
ไปหากริดหยาบ จากนั้นปรับแก้ไขค่าจากกริดหยาบยอ้นกลบัมายงักริดละเอียดเป็นล าดบัอย่างมี 
แบบแผน เป็นการค านวณแบบระดบักริดคงท่ี อย่างไรก็ตามไดมี้การพฒันาวิธีมลัติกริดท่ีสามารถ
ปรับตวัได ้การค านวณแต่ละรอบใช้ระดบักริดไม่เท่ากนัโดยพิจารณาจากเกณฑ์การลู่เขา้ 1)  หาก
อตัราการลู่เขา้สูงเป็นตามเกณฑท่ี์ก าหนด การค านวณจะยงัด าเนินการบนระดบักริดนั้นต่อไป 2) หาก
อตัราการลู่เข้าต ่ากว่าก าหนด การค านวณจะถูกปรับให้ไปอยู่บนกริดท่ีหยาบกว่า และ 3) หาก 
การค านวณลู่เขา้สู่ค  าตอบแล้วจะไม่ค  านวณบนระดับกริดหยาบท่ีเหลือและจะน าผลการค านวณ
กลบัไปปรับปรุงค่าท่ีระดบักริดละเอียด วิธี MLAT จึงมีจุดเด่นเร่ืองการปรับไดข้องระดบักริดท่ีใช ้
จึงช่วยประหยดัการค านวณบนชุดกริดท่ีไม่จ  าเป็นลงได ้ขั้นตอนการตรวจสอบอตัราการลู่เขา้ช่วย
เพิ่มประสิทธิภาพการค านวณและใช้การค านวณในระดับกริดท่ีเหมาะสมกับปัญหาวิธี MLAT 
พฒันาจากแผนวิธีการประมาณแบบสมบูรณ์ FAS (full approximation scheme) ซ่ึงเป็นแผนวิธีการ
ประมาณค่าบนกริดหยาบส าหรับการค านวณระบบสมการไม่เชิงเส้น (Briggs et. al., 2000) 
(Shiralashetti, S. C., Kantli, M. H. and Deshi, A. B., 2016) อยา่งไรก็ตาม MLAT พฒันาบนพื้นฐาน
ของเทคนิคกริดซ่ึงปรับใชไ้ดก้บัทั้งปัญหาเชิงเส้นและปัญหาไม่เชิงเส้น ขั้นตอนวิธีกริดหลายระดบั
แบบปรับตวัได ้บนกริด 3 ชุดท่ีขนาด h  2h  และ 4h  มีขั้นตอน ดงัรูปท่ี 2.8  
ขอ้ดี  

- เป็นการค านวณบนระดบักริดไม่คงท่ี 
- มีการตรวจสอบการลู่เข้าระหว่างการค านวณในแต่ละระดับกริด เม่ือพบการลู่เข้าจะ 

ไม่ค  านวณระดบักริดหยาบท่ีเหลือ ช่วยประหยดัการค านวณ 
- อลักอริทึมสามารถปรับใหเ้ป็นไดท้ั้งการค านวณแบบทั้งโดเมนหรือแบบเฉพาะบริเวณได ้

ขอ้ดอ้ย 
- หากเป็นการค านวณเฉพาะบริเวณ จะตอ้งมีการสร้างโครงสร้างของกริดมาจ าเพาะ เน่ืองจาก 

ไม่มีอลักอริทึมท่ีใชใ้นการหาพื้นท่ีหรือแบ่งพื้นท่ีใหเ้กิดการค านวณเฉพาะบริเวณ 
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รูปท่ี 2.8   ขั้นตอนวธีิ MLAT 

 
การตรวจสอบการลู่เขา้ค านวณจากนอร์มของเศษเหลือ (residual norm) ของกริดหยาบเทียบ

กบักริดละเอียด (Brandt, A., 1977)  ดงัสมการ (2-16) 
 

2h hr r                      (2-16) 

 
เม่ือ    หมายถึงนอร์มใด ๆ นอร์มอนัดบัท่ี P ค านวณไดจ้าก  
 

 START 

Set  

Smooth  

YES 

Converge? 

NO 

 Smooth  

Smooth   

YES 

 Correct  

 Correct  

Converge?  STOP 

NO 
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1

n
P

P
iP

i

r


 r                      (2-17) 

และ  0.001 0.7    จากอัลกอ ริ ทึมจะพบว่ าวิ ธี  MLAT มีความใกล้ เ คี ยงกับวิ ธี  FAC  
(Briggs, et. al., 2000) อยา่งไรก็ตาม วิธี FAC ค่อนขา้งเจาะจงโดยตรงส าหรับเทคนิคเฉพาะบริเวณ
และใหเ้สถียรภาพในการค านวณมากกวา่ (McCormick, S. and Thomas, J., 1986)  

 

2.5 วธิมีลัติกริดเชิงพชีคณติ (algebraic multigrid [AMG])   
  การสร้างกริดหยาบของวิธีมลัติกริดพื้นฐานทัว่ไปใชเ้ทคนิคเชิงเรขาคณิต คือการเพิ่มขนาด 
กริดคราวละเท่าตวัจากกริดละเอียดขนาด h  เป็น 2h  4h  เร่ือยไปตามล าดบั การส่งขอ้มูลระหว่าง 
ชุดกริดอาศยัหลักการอินเตอร์โพเลชันและเรสทริกชัน การด าเนินการเช่นน้ีใช้ได้ผลดีกับกริด 
แบบโครงสร้างท่ีสามารถเพิ่มหรือลดขนาดได้ง่าย ส าหรับปัญหารูปทรงซับซ้อนท่ีตอ้งใช้กริด 
ไร้โครงสร้างช่วยในการแกปั้ญหา การเพิ่ม/ลดกริดในรูปแบบเชิงเรขาคณิตไม่สามารถท าได ้ดงันั้น
จึงไดพ้ฒันามลัติกริดแบบพีชคณิต AMG (algebraic multigrid) AMG ใช้เพียงความสัมพนัธ์ของ
ขอ้มูลท่ีแก้ได้จากระบบสมการ โดยไม่จ  าเป็นต้องทราบความสัมพนัธ์ของโครงสร้างกริดใน 
เชิงกายภาพ โครงสร้างกริดหยาบจะปรับเปล่ียนไปตามความมีอิทธิพลของเอเลเมนต์ท่ีติดกัน 
(Brezina, Falgout, MacLachlan, Manteuffel, McCormick and Ruge, 2005) (Gee, Hu and Tuminaro, 
2009) ในความเป็นจริงแลว้ AMG ใช้ชุดกริดเพียงหน่ึงชุด ไม่มีล าดบัชุดกริดหยาบในเชิงกายภาพ 
กระบวนการค านวณเกิดข้ึนด้วยวิธีทางตัวเลข ดังนั้ นมัลติกริดเชิงพีชคณิตจึงเป็นหลักการใน
รูปแบบมลัติเลเวล (multi-level) ไม่ใช่ในรูปแบบมลัติกริด อยา่งไรก็ตามการอธิบายเทคนิคมลัติเลเวล
ดว้ยเทคนิคมลัติกริดจะช่วยใหท้ าความเขา้ใจไดง่้ายกวา่ การค านวณดว้ยวิธี AMG จึงใชส้ัญลกัษณ์ l
เม่ือ  0,1, 2,...,l L  โดย 0l   แทนระดบักริดเร่ิมตน้ท่ีละเอียดสุด  ส่วน l L  แทนระดบักริด
หยาบสุด ขอ้แตกต่างระหวา่งวิธี MG และ AMG คือวิธี MG ใชจ้  านวนชุดกริดหยาบคงท่ีแลว้ปรับ
วิธีการค านวณวนซ ้ า ขณะท่ีวิธี AMG ใชว้ิธีค  านวณวนซ ้ าพื้นฐาน อาทิ Gauss-Seidel แลว้ปรับปรุง
วธีิการท ากริดหยาบใหส้อดคลอ้งกบัปัญหา (Trottenberg, et al., 2001) 

2.5.1 การท ากริดหยาบ (coarsening)  
ขั้นตอนการท ากริดหยาบด้วยเทคนิค AMG ใช้ความสัมพนัธ์ของระบบสมการ 

เชิงเส้น ดงัน้ี 
 

l l lA b  หรือ 
l

l l l

ij j i

j

a b


 ,  li                   (2-18) 
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เม่ือ l  แทนเซตของกริดบนโดเมนท่ีระดับกริด l  ท่ีมีจ  านวน ln  จุดต่อ โดยหลักการแล้ว 
การเปล่ียนระดับกริดในการค านวณเกิดข้ึนเม่ือการค านวณเข้าสู่โหมดความคลาดเคล่ือนแบบ
ราบเรียบ (ดูรูปท่ี 2.2) นัน่คือการค านวณสูญเสียอตัราการลู่เขา้ท่ีดี พฤติกรรมดงักล่าวน้ีจะพบว่า 

0l r  ซ่ึงท าใหไ้ดส้มการเศษเหลือ (2-15) มีรูปแบบเป็นดงัน้ี 
 

0l l A e                      (2-19) 
 
กระบวนการท ากริดชุดใหม่จะเกิดข้ึนในทิศทางเพิ่มความถ่ีความคลาดเคล่ือน โดยการรวมกริดสร้าง
เป็นกริดใหม่ การรวมกนัพิจารณาจากความราบเรียบของความคลาดเคล่ือนของเอเลเมนตท่ี์อยูติ่ดกนั 
ซ่ึงสัมพนัธ์กบัค่าสัมประสิทธ์ิ ija  ในสมการ (2-18) กล่าวคือหากกริด li  และ iN  เป็นเซตของ 
กริดทั้งหมดท่ีติดกับ i  ถ้า ij N  และ ija  มีค่ามากเม่ือเทียบกับค่าอ่ืน เง่ือนไขพิจารณาแสดง 
ดงัสมการ (2-20) 
 

maxij ik
i k

a a


   โดย 0 1                    (2-20) 

 
ความคลาดเคล่ือนจะมีลกัษณะราบเรียบในทิศทาง i j  หรือ i je e  เรียกวา่ กริด j  มีอิทธิพลมาก
ต่อกริด i  (Falgout, R. D., 2006) (Briggs, et. al., 2000) จากรูปท่ี 2.9 ฟังก์ชนัความคลาดเคล่ือน
แนวแกน x เป็นแบบราบเรียบมีหน่ึงโหมดความถ่ี ขณะท่ีแนวแกน y เป็นแบบสั่นมีหลายโหมด
ความถ่ี การสร้างกริดหยาบไดจ้ากการรวมกริดในแนวทิศทาง x ดงัรูปท่ี 2.10 จุดด า ( ) แทนจุดต่อ
ของกริดละเอียด (ระดบักริด l ) ส่วนจุดโปร่ง ( ) แทนจุดต่อของกริดหยาบ (ระดบักริด 1l  )  
การรวมกริดหรือการท ากริดหยาบในแนวแกน x จึงเป็นการเพิ่มโหมดความถ่ีของฟังก์ชัน 
ความคลาดเคล่ือนในแนวแกน x อย่างไรก็ตาม หากค่าสัมประสิทธ์ิมีค่าใกล้เคียงกนัทุกทิศทาง  
แสดงว่าความคลาดเคล่ือนมีความราบเรียบทุกทิศทาง  การรวมกริดจะเป็นแบบสม ่ าเสมอ  
(รูปท่ี 2.10ข) 
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รูปท่ี 2.9   ความคลาดเคล่ือนแบบราบเรียบเชิงพีชคณิต (algebraic error) (Briggs, et. al., 2000) 

 

  
 ก)   รวมกริดแนวแกน x ข)   รวมกริดแบบสม ่าเสมอ 

  
รูปท่ี 2.10   การรวมกริด 

 
ดังนั้นกริดละเอียดบนโดเมน l  บนความสัมพนัธ์ l

A  ถูกรวมเป็นกริดหยาบ 
ตามเง่ือนไขความมีอิทธิพลของกริดท่ีอยูติ่ดกนัดงัสมการ (2-20) ความสัมพนัธ์ระหวา่งกริดชุดใหม่
กบักริดชุดเดิม เซตของ กริดจะถูกน าไปค านวณหาค่าถ่วงน ้ าหนกัส าหรับใช้เป็นเมทริกซ์ส่งผ่าน
ขอ้มูลระหว่างชุดกริด การรวมกริดโดยค านึงถึงทิศทางของความราบเรียบของความคลาดเคล่ือน 
ช่วยใหป้ระสิทธิภาพในการค านวณบนกริดหยาบท่ีดี กรณีท่ีเป็นการค านวณแบบเซลล์เป็นศูนยก์ลาง 
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 (cell centroid method) จุดต่อของกริดหยาบจะอยูร่ะหวา่งกลุ่มจุดต่อของกริดละเอียด การส่งขอ้มูล
ระหวา่งชุดกริดสามารถเขียนในรูปความสัมพนัธ์ดงัน้ี 
 
   1 1

1

l l l l

l ij ji i
 

 e I e e  เม่ือ li  และ 1lj                  (2-21) 

 
การหาค่าถ่วงน ้าหนกั ij ในสมการ (2-21) พิจารณาการรวมกริดละเอียดเป็นกริดหยาบในรูปท่ี 2.11 
เซตของกริดหยาบท่ี j  โดย 1lj   ให ้ i  และ k  เป็นกริดละเอียดบนระดบักริด l  และอยูใ่นเซต 
ของกริดหยาบ j  ดงันั้น 
 

, ,

l
j

l
j

ik

k

ij

pq

p q p q

a

a




 






A

A

                    (2-22) 

 
โดย Galerkin product ระบบกริดหยาบสามารถค านวณไดด้ว้ยความสัมพนัธ์ ดงัน้ี 
 

1 1

1

l l l l

l l

 

A I A I                     (2-23) 
 
เม่ือ   1

1

T
l l

l l



 I I เป็นความสัมพนัธ์ของตวัด าเนินการอินเตอร์โพเลชนัและเรสทริกชนั 

 

 
 

รูปท่ี 2.11   ความสัมพนัธ์อินเทอร์โพเลชนัระหวา่งกริดหยาบและกริดละเอียด 
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ส าหรับปัญหา 1 มิติ วิธีสร้างกริดหยาบใช้แนวคิดเดียวกบัวิธีท่ีใช้กบัปัญหา 2 มิติ พิจารณาโดเมน 
l  เอเลเมนต์บางส่วนจะถูกพิจารณาเลือกเป็นกริดหยาบโดยใช้เง่ือนไข (2-20) ดังแสดงใน 

รูปท่ี 2.12  
 

 
 

รูปท่ี 2.12   การเลือกกริดหยาบส าหรับปัญหา 1 มิติ 
 
ดงันั้นเซตของตวัแทนกริดท่ีถูกเลือกจะเป็นกริดหยาบ  C  และกริดท่ีเหลือจะเป็นกริดละเอียด 
 F  ดงัความสัมพนัธ์ C F   และ C F   โดยมีเง่ือนไขคือ ไม่มีกริดหยาบใดอยูติ่ดกนั 
เมทริกซ์ส าหรับส่งขอ้มูลระหวา่งกริดส าหรับปัญหา 1 มิติอยูใ่นรูปแบบดงัน้ี 
 

   1

1

if 

if 
i

i
l l l

li i ij j

j C

e i C

e i F






 


   

e I e                                                                                (2-24) 

                        

เม่ือ iC  หมายถึง เซตของกริดหยาบท่ีอยูติ่ดกบักริดละเอียด i  โดย ij

ij

ii

a

a
    

 
 

 



บทที ่3 
เทคนิคเฉพาะบริเวณส าหรับปัญหา 1 มิต ิ

 

3.1 อลักอริทึมแบบเฉพาะบริเวณ 
 แนวคิดการจดัการปัญหาเฉพาะบริเวณอยูบ่นขอ้เท็จจริงท่ีวา่ แต่ละพื้นท่ีของการค านวณบน
โดเมนมีการลู่เขา้ไม่พร้อมกนั ดงันั้นการค านวณควรเกิดข้ึนเฉพาะบริเวณท่ีให้ผลลพัธ์ยงัไม่ลู่เขา้ท่ี
เรียกวา่ แอกทีพโซน (active zone) ส่วนบริเวณท่ีมีการลู่เขา้แลว้จะละการค านวณไว ้เรียกพื้นท่ีน้ีวา่ 
เมเชอร์โซน (mature zone) ส่ิงท่ีใช้จ  าแนกทั้งสองโซนใช้ 2 เกณฑ์ คือเศษเหลือและร้อยละของ 
ความคลาดเคล่ือน ตามสมการท่ี (2-8) และ (2-10) ตามล าดบั ซ่ึงในท่ีน้ีเรียกรวมวา่ความคลาดเคล่ือน 
  โดยเม่ือกล่าวถึงความคลาดเคล่ือนในเอเลเมนตท่ี์ i  จะหมายถึง ค่ามากสุดโดยสัมบูรณ์ระหวา่ง
ตวัแปรทั้งสอง  
 
  max ,i i ie r           (3-1) 
 
การจ าแนกโดเมนดงักล่าวเกิดข้ึนเฉพาะบนโดเมนกริดละเอียด (ระดบักริด 0l  ) ส าหรับโดเมน 
กริดละเอียด l  แอกทีพโซนเป็นโดเมนย่อยแทนด้วย l  โดยหากการค านวณยังไม่ ลู่ เข้า 
 แอกทีพโซนจะมีขนาดเล็กกว่าหรือเท่ากบัโดเมนทั้งหมด l l   ดงันั้นเมเชอร์โซน คือบริเวณ
ส่วนท่ีเหลือ l l      

ในทางปฏิบติัการคน้หาบริเวณและขอบเขตของแอกทีพโซนท าไดโ้ดยการค านวณบนกริด
ละเอียดทั้งโดเมนก่อน เม่ือปรับปรุงค่าการค านวณแลว้จึงหาความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนของแต่ละ 
เอเลเมนต์ ท าการก าหนดเง่ือนไขความคลาดเคล่ือนส าหรับขอบชัว่คราวให้เป็น BC  โดยเอเลเมนต ์
ท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงกวา่เง่ือนไขขอบชัว่คราว  ( i BC  )  จะถูกจดัให้อยู่ในส่วนแอกทีพโซน  
การก าหนดพื้ น ท่ีแอกทีพโซนเ ร่ิมจากค้นหา เอ เล เมนต์ ท่ี มีความคลาดเค ล่ือนมากท่ี สุด  
(  max max maxmax ,  e r ) เอเลเมนต์ดังกล่าวจะถูกใช้เป็นจุดเร่ิมตน้และนับเป็นเอเลเมนต์ท่ี 1 
ของ กริดหยาบ เอเลเมนต์ในล าดบัถดัมาจะอยู่ดา้นซ้าย-ขวา โดยเวน้ระยะหน่ึงจุดต่อ ดงัรูปท่ี 3.1 
ด าเนินการจนกวา่จะขยายไปถึงเอเลเมนตท่ี์มีความคลาดเคล่ือนต ่ากว่าเกณฑ์ ( i BC  ) เอเลเมนต์
แรกท่ีพบวา่มีความคลาดเคล่ือนต ่ากว่าเกณฑ์ท่ีก าหนด  จะถูกจดัให้เป็นขอบชัว่คราว บริเวณส่วน 
ท่ีเหลือจะถูกก าหนดให้เป็นเมเชอร์โซนโดยอตัโนมติั อย่างไรก็ตามแมจ้ะพบว่ามีบางส่วนท่ีมี
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ความคลาดเคล่ือนมากกว่าเกณฑ์ของขอบชัว่คราว ก็จะถูกกนัเป็นเมเชอร์โซนและถูกพิจารณาใน
รอบการค านวณถดัไป การเรียงล าดบัหมายเลขโหนดบนกริดหยาบ จุดต่อท่ีหน่ึงจะเป็นจุดต่อท่ีมี
ความคลาดเคล่ือนสูงสุด จากนั้นจึงแผ่ขยายออกมายงัจุดต่ออ่ืนท่ีอยูร่อบ ๆ โดยพิจารณาเอเลเมนต์ท่ี
อยู่ติดกันตามล าดับ จนกว่าจะถึงเอเลเมนต์ท่ีมีความคลาดเคล่ือนต ่ากว่าเง่ือนไขขอบชั่วคราวท่ี
ก าหนดหรือจนกวา่จะถึงขอบของโดเมนทั้ง 2 ดา้น เม่ือก าหนดขอบเขตพื้นท่ีแอกทีพโซนบนกริด
ละเอียดเป็นท่ีเรียบร้อย การค านวณและการปรับปรุงค่าแบบมลัติกริดจะเกิดข้ึนเฉพาะบริเวณดงักล่าว
นั้น ดงัแสดงในรูปท่ี 3.2  

 

 
 

รูปท่ี 3.1   การเลือกกริดหยาบบนโดเมน 1 มิติ 

 

 
 

รูปท่ี 3.2   มลัติกริดแบบแอกทีพโซน 
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งานวจิยัน้ีใชเ้ทคนิคมลัติกริดเชิงพีชคณิตในการค านวณแบบเฉพาะบริเวณ ดงันั้นจึงเรียกวา่
วิธีมลัติกริดเชิงพีชคณิตเฉพาะบริเวณ LAMG (local algebraic multigrid) การค านวณใชเ้ง่ือนไข 

Criteria  เป็นเกณฑ์การลู่เขา้เพื่อการหยุดค านวณ ดงันั้นท่ีขอบชัว่คราวจึงไห้ Criteria BC   ขั้นตอน
วิธี LAMG แสดงดงัรูปท่ี 3.3 อลักอริทึมของวิธี LAMG เง่ือนไขท่ีถูกใชใ้นการจ าแนกแอกทีพโซน
ออกจากเมเชอร์โซนอยูใ่นขั้นตอนการก าหนดสับโดเมน โดยใชเ้ง่ือนไขเดียวกบัตรวจสอบการลู่เขา้ 
จะสังเกตเห็นวา่ หากบริเวณทั้งหมดมีความคลาดเคล่ือนสูงกวา่เกณฑ์ท่ีก าหนด แอกทีพโซนจะคลุม
พื้นทั้งโดเมน l l    การค านวณจะเป็นแบบมลัติกริดทั้งโดเมน เม่ือการค านวณด าเนินไปบน
สภาพการลู่เขา้แต่ละบริเวณท่ีต่างกนั เม่ือการค านวณลู่เข้าแอกทีพโซนจะลดขนาดลงโดยล าดับ  
การเปล่ียนแปลงขนาดของแอกทีพโซนช่วยให้ (ก) ระดบักริดสูงสุด L  ท่ีใชใ้นแต่ละรอบไม่เท่ากนั 
(ข) พื้นท่ีแอกทีพโซนปรับปรุงทุกรอบการค านวณ ดงันั้นการค านวณดว้ยวิธี LAMG กริดหยาบจะ
ถูกสร้างข้ึนใหม่ทุกรอบการค านวณให้เหมาะสมกบัสภาพพื้นท่ี ระหวา่งรอบการค านวณพื้นท่ีจะถูก
ปรับปรุงตลอดจึงเป็นไปได้ท่ีแอกทีพโซนอาจมีขนาดเพิ่มข้ึน ลดขนาดลงหรือเปล่ียนต าแหน่ง 
ไปจากเดิม ทั้งน้ีข้ึนกบัลกัษณะของปัญหา พื้นท่ีท่ีเคยเป็นเมเชอร์โซนอาจกลบัมาเป็นแอกทีพโซนได้
เช่นกัน การก าหนดเมเชอร์โซนจึงพิจารณาตามเกณฑ์ของขั้นตอนวิธีค  านวณในแต่ละรอบ  
การค านวณจะด าเนินไปจนกระทัง่ไม่พบแอกทีพโซนเหลืออยู่ในโดเมน การค านวณหยุดและ 
ผลเฉลยลู่เขา้สู่ค  าตอบ   
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รูปท่ี 3.3   ขั้นตอนวธีิ LAMG 
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3.2 กรณทีดสอบส าหรับปัญหา 1 มติิ 
เพื่อทดสอบประสิทธิภาพการค านวณของวิธี LAMG จึงไดน้ าไปประยุกตแ์กปั้ญหาค่าขอบ

แบบ 1 มิติ ท่ีมีรูปทัว่ไปของสมการควบคุมเขียนไดด้งัสมการ (3-2) โดยท าการประเมินเปรียบเทียบ
กบัวิธี AMG แบบไม่ปรับปรุงพื้นท่ี ซ่ึงต่อไปจะเรียกว่าวิธีมลัติกริดเชิงพีชคณิตแบบทั้งโดเมน 
GAMG (global algebraic multigrid)  

 

       
2

1 22
;  

d d
x x f x x x x

dx dx

 
              (3-2) 

 
เม่ือ 0 1  และ 0f   โดย  x   x   เป็นฟังก์ชนัต่อเน่ืองใด ๆ และ  1 1x  , 
 2 2x   เป็นเง่ือนไขค่าขอบทั้งสองดา้น ปัญหาน้ีมกัเรียกวา่ปัญหาชั้นชิดผิวซ่ึงเหมาะใชท้ดสอบ

เทคนิกปรับปรุงเฉพาะบริเวณ เพราะพฤติกรรมของผลเฉลยมีการเปล่ียนแปลงเกรเดียนตท่ี์สูงมาก 
ในบางบริเวณ หากใช้กริดไม่เหมาะสมอาจส่งผลให้ผลเฉลยมีความถูกตอ้งต ่า  สมการควบคุมถูก 
แจกแจงเป็น 4 กรณีทดสอบ A B C และ D ดงัสมการ (3-2a) - (3-2d) ตามล าดบั พบวา่ปัญหาทดสอบ 
A B และ C เป็นปัญหาเชิงเส้น ส่วนปัญหา D เป็นปัญหาไม่เชิงเส้น โดยสัมประสิทธ์ิ  x  ถูกแทน
ดว้ย ( )x  
 
กรณีทดสอบ A 

2

2
0

d d

dx dx

 
                         (3-2a) 

 1 1,     1 2,   0.005   
 
กรณีทดสอบ B 

2

2
0

d d
x

dx dx

 
                                   (3-2b) 

  1 1,     1 2,   0.0001    
 
กรณีทดสอบ C 
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                              (3-2c) 

  1 1,     1 2,   0.01   
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กรณีทดสอบ D 

2

2
0.5 | | 0

d d

dx dx

 
                                   (3-2d) 

  1 1,     1 1,   0.001    
 
สมการอนุพนัธ์ถูกเปล่ียนให้เป็นสมการพีชคณิต โดยพจน์อนุพนัธ์อนัดบัหน่ึงถูกประมาณ

ดว้ยวิธีผลต่างตน้ลมตามสมการ (2-2) ส่วนพจน์อนุพนัธ์อนัดบัสองถูกประมาณดว้ยวิธีผลต่างกลาง
ตามสมการท่ี (2-3) ไดรู้ปแบบสมการพีชคณิตของกรณีทดสอบ A-D ท่ีใชใ้นการค านวณเชิงตวัเลข
ตามล าดบัดงัน้ี 
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3

1 12 2 2

2 1
0

2

i i

i i i

x x
x

h h h h h

  
   

      
                    

               (3-3c) 

 

1 12 2 2

2
0.5i i

i i i i
h h h h h

   
    

     
         

    
                (3-3d) 

 
การค านวณใชก้ริดแบบสม ่าเสมอทั้งโดเมน แต่ละกรณีทดสอบใชก้ริดจ านวน 1000 2000 4000 และ 
8000 เพื่อตรวจสอบความเป็นอิสระกริด (grid independent) การค านวณใชเ้ทคนิควนซ ้ าแบบ Gauss-
Seidel นอกจากน้ี เป็นท่ีทราบดีว่าส าหรับการค านวณแบบวนซ ้ า เง่ือนไขค่าเร่ิมตน้มีความส าคญั
ส่งผลต่อความเร็วของการลู่เขา้สู่ค  าตอบ อย่างไรก็ตามเทคนิคการค านวณท่ีมีเสถียรภาพควรให ้
ผลการค านวณท่ีลู่เขา้สู่ค  าตอบในทุกเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ เพื่อแสดงให้เห็นความมีเสถียรภาพไม่ข้ึนกบั
เง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ดงักล่าว จึงก าหนดเง่ือนไขทดสอบ ก าหนดค่าเร่ิมตน้ท่ีแตกต่างกนัสามกรณี คือ  
(1) ค่าเร่ิมตน้เท่ากบัศูนย ์(2) ค่าเร่ิมตน้แบบฟังก์ชันไซน์โหมดความถ่ีเป็นจ านวนเต็ม และ  
(3) ค่าเร่ิมตน้ท่ีค านวณบนกริดชุดหยาบสุดแลว้ส่งถ่ายผลเฉลยไปไวบ้นกริดละเอียดสุด (กริดฐาน) 
นอกจากน้ียงัได้ทดสอบผลกระทบของการก าหนดเง่ือนไขขอบชั่วคราว โดยพิจารณาจากค่า 
ความคลาดเคล่ือน   สามกรณีไดแ้ก่ (1) 0.01BC   (2) 0.0001BC   และ (3) 71.0 10BC    
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การประเมินใช้การนับเวลาในการค านวณตั้งแต่การเตรียมชุดข้อมูลจนกระทัง่การค านวณเสร็จ  
ไม่นบัรวมเวลาท่ีใชใ้นการเขียนขอ้มูลลงไฟล ์

 
3.3 ผลการจ าลองปัญหา 1 มติ ิ

การค านวณด้วยวิธีวนซ ้ า การก าหนดค่าเร่ิมต้นส่งผลต่อการลู่เข้าสู่ค  าตอบ วิธีวนซ ้ า 
ท่ีมีเสถียรภาพจะให้การลู่เขา้ไม่วา่จะก าหนดค่าเร่ิมตน้ดว้ยรูปแบบใด ดงันั้นเพื่อทดสอบเสถียรภาพ 
การค านวณของเทคนิค LAMG ท่ีพฒันาข้ึน จึงน าไปทดสอบกบัค่าเร่ิมตน้ท่ีต่างกนั 3 กรณีไดแ้ก่  
(1) ค่าเร่ิมตน้เป็นศูนย ์โดยก าหนดค่าตวัแปรทั้งหมดท่ีอยูภ่ายในโดเมนมีค่าเท่ากบัศูนย ์(2) ค่าเร่ิมตน้
เป็นฟังกช์นัไซน์ เป็นค่าเร่ิมตน้ท่ีเลียนพฤติกรรมของโหมดค่าความคลาดเคล่ือน โดยค่าตวัแปรจะถูก
ก าหนดดว้ยฟังก์ชนัไซน์ และ (3) ค่าเร่ิมตน้จากการประมาณค่าบนกริดหยาบ เน่ืองจากกริดละเอียด
เป็นกริดค าตอบท่ีตอ้งการส่วนกริดหยาบเป็นกริดท่ีใชเ้พื่อเร่งการค านวณ ดว้ยวิธีมลัติกริดการท านาย 
ผลเฉลยบนกริดละเอียดตอ้งใช้กริดหยาบเขา้ร่วมดว้ย ดงันั้นการก าหนดค่าเร่ิมตน้ของกริดละเอียด 
โดยเตรียมจากกริดหยาบจึงมีความน่าสนใจ ซ่ึงเทคนิคเช่นน้ีสอดคลอ้งกบัวิธี Full Multigrid (FMG) 
พร้อมกนัน้ียงัศึกษาผลของเง่ือนไขค่าขอบชั่วคราว BC  ต่อผลการค านวณ เน่ืองจากการก าหนด 
ค่าเง่ือนไขขอบชั่วคราวจะส่งผลโดยตรงต่อขนาดของแอกทีพโซน โดยค่า BC  ท่ีต  ่าจะส่งผลให ้
ขนาดแอกทีพโซนมีขนาดใหญ่เกินความจ าเป็น ขณะท่ีการก าหนดค่า BC  สูงจะท าให้ไดแ้อกทีพ
โซนขนาดเล็กจนท าให้การค านวณขนาดเสถียรภาพได้ โดยแบ่งการทดสอบเป็น 3 กรณี ได้แก่  
(1) กรณีเง่ือนไขขอบมีค่านอ้ยกวา่เง่ือนไขหยุด ( 7 41.0 10 ,  1.0 10BC Criteria      ) (2) กรณี
เง่ือนไขขอบมีค่ามากกว่าเง่ือนไขหยุด ( 2 71.0 10 ,  1.0 10BC Criteria      ) และ (3) กรณี 
เง่ือนไขขอบและเง่ือนไขหยดุมีค่าเท่ากนั ( 41.0 10BC Criteria     )  

3.3.1 กรณีทดสอบ A 
ผลเฉลยแม่นตรงเพื่อสอบเทียบความแม่นย  าของการค านวณวิธีเชิงตวัเลขสมการ

อนุพนัธ์ (3-2a) แสดงไดด้งัสมการ (3-4)  
 

( ) (1 exp( 2 / )) exp(( 1) / )x x              (3-4) 

 
ความถูกตอ้งผลการค านวณพิจารณาจากค่าสัมบูรณ์ของความแตกต่างระหว่างค่าการค านวณจาก 
วธีิเชิงตวัเลขเทียบกบัค่าแม่นตรง ตามความสัมพนัธ์  (3-5) 
 

ˆ  e            (3-5) 
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เม่ือ   และ ̂  คือค่าผลเฉลยแม่นตรงและค่าการค านวณด้วยวิธีเชิงตวัเลขตามล าดบั  ค่าแสดง 
ความคลาดเคล่ือนจากการค านวณด้วยวิธี GAMG และวิธี LAMG บนโดเมนแสดงดงัรูปท่ี 3.4  
การค านวณก าหนดเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ดว้ยค่าศูนย ์ส าหรับวิธี LAMG ก าหนดเง่ือนไขขอบชัว่คราวท่ี 

71.0 10BC   การค านวณใช ้1000 จุดต่อ จากรูปแสดงให้เห็นวา่ (รูปท่ี 3.4 บน) ผลการค านวณ
ดว้ยวธีิเชิงตวัเลขทั้งสองวธีิใหผ้ลสอดคลอ้งกนัและไดข้อ้มูลท่ีซ้อนทบักบัค่าแม่นตรงพอดี (รูปท่ี 3.4 
ล่าง) ค่าคลาดเคล่ือนบนโดเมนด้านซ้ายให้ค่าคลาดเคล่ือนเป็นศูนย์ ขณะท่ีบนโดเมนด้านขวา 
มีความคลาดเคล่ือนเกิดข้ึนเน่ืองจากเป็นบริเวณท่ีปัญหามีการเปล่ียนแปลงค่าอยา่งฉบัพลนั จ านวน 
จุดต่อในบริเวณดงักล่าวมีความละเอียดต ่าท าให้จบัพฤติกรรมการเปล่ียนแปลงฉบัพลนัน้ีไดไ้ม่ดีนกั 
จึงเกิดความคลาดเคล่ือนข้ึน อย่างไรก็ตามความคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึน วิธี LAMG และวิธี GAMG 
ใหผ้ลความคลาดเคล่ือนท่ีสอดคลอ้งกนั และค่าคลาดเคล่ือนสูงสุดมีค่าประมาณ 3%  แสดงให้เห็นวา่ 
วธีิ LAMG ท่ีใชก้ารค านวณแบบเฉพาะบริเวณใหผ้ลการค านวณท่ีลู่เขา้สู่ค  าตอบท่ีถูกตอ้งเทียบไดก้บั
การค านวณวธีิ GAMG ท่ีใชก้ารค านวณแบบทั้งโดเมน 
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การศึกษาผลของเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ ในการค านวณไดก้ าหนดเง่ือนไขขอบชัว่คราว
และเง่ือนไขการลู่เขา้ให้มีค่านอ้ย ( 71.0 10BC Criteria     ) เพื่อให้มัน่ใจว่าเมเชอร์โซนจะลู่เขา้
อย่างแทจ้ริงและจะไม่กลบัมาเป็นแอกทีพโซนอีกคร้ังและได้ค่าขอบท่ีถูกตอ้งส าหรับใช้เป็นขอบ
ชั่วคราวของการค านวณเฉพาะบริเวณ การค านวณใช้กริดแบบสม ่าเสมอจ านวน 1000 จุด  
การแสดงผลแบ่งเป็น 2 แบบ (1) พฤติกรรมการลู่เขา้แสดงในรูปร้อยละความคลาดเคล่ือน ( )  
และค่าเศษเหลือ ( )  และ (2) ผลการค านวณทั้งแอกทีพโซนและเมเชอร์โซน (  ) บนโดเมน [-1,1] 
ผลการค านวณเม่ือก าหนดค่าเร่ิมตน้เป็นศูนย ์ไซน์และกริดหยาบแสดงผลดงัรูป 3.5 พบว่า กรณี 
ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(รูปท่ี 3.5ก) การเปล่ียนแปลงของความคลาดเคล่ือนและลกัษณะการลู่เขา้รอบท่ี 0 200 
300 และ 492 (ลู่เขา้) รอบ ความคลาดเคล่ือนปรับลดลงเร่ิมจากขอบซ้ายไปขอบขวา ขนาดแอกทีพ
โซนลดลงโดยล าดบัไปทางขอบดา้นขวาตามพฤติกรรมการลดลงของความคลาดเคล่ือนก่อนลู่เขา้ 
สู่ค  าตอบ บริเวณดา้นขวาเป็นส่วนท่ีมีการเปล่ียนแปลงฉบัพลนัจาก 1 ไป 2 ส่งผลใหบ้ริเวณดงักล่าว 
ลู่เขา้ชา้ จึงเป็นพื้นท่ีสุดทา้ยของแอกทีพโซนในการค านวณ กรณีก าหนดเง่ือนไขเร่ิมตน้ดว้ยฟังก์ชนั
ไซน์ (รูปท่ี 3.5ข) ท่ีมีขนาดแอมปริจูดเร่ิมตน้เท่ากบัหน่ึง เม่ือการค านวณด าเนินไป พบวา่แอมปริจูด
ของฟังก์ชนัความคลาดเคล่ือนเร่ิมลดลงจากขอบดา้นซ้ายไปขอบดา้นขวา เร่ิมปรากฎการลู่เขา้ขยาย
พื้นท่ีไปขอบด้านขวาตามล าดับ จนกระทั่งการค านวณส้ินสุดท่ี 488 รอบ  พื้นท่ีสุดท้ายของ 
การค านวณอยู่บริเวณขอบด้านขวามือเช่นเดียวกับกรณีค่าเร่ิมตน้เป็นศูนย ์และกรณีการก าหนด 
ค่าเร่ิมตน้จากกริดหยาบ การเตรียมค่าเร่ิมตน้เร่ิมค านวณจากกริดหยาบสุดแลว้ส่งถ่ายขอ้มูลมาไว้
บนกริดละเอียดตามล าดับจนถึงกริดละเอียดสุด โดยไม่มีการค านวณซ ้ าใด ๆ ระหว่างส่งขอ้มูล
ดงักล่าว (รูปท่ี 3.5ค) ดว้ยการก าหนดค่าเร่ิมตน้วิธีดงักล่าว เพียงรอบแรกของการค านวณเกิดพื้นท่ี 
เมเชอร์โซนถึง 65% ซ่ึงเกิดข้ึนบริเวณดา้นซ้ายโดเมน เน่ืองจากลกัษณะของผลเฉลยบริเวณดา้นซ้าย
โดเมนมีความราบเรียบการลู่เขา้จึงเกิดข้ึนไดง่้ายกวา่ ความคลาดเคล่ือนทั้งหมดอยูใ่นออเดอร์ต ่าเม่ือ
เทียบสเกลกบัผลการค านวณอ่ืนในรอบเดียวกนั ผลการค านวณพบวา่ดว้ยวิธี LAMG ลู่เขา้สู่ค  าตอบ
โดยใช้การค านวณเพียง 162 รอบ การก าหนดค่าเร่ิมตน้ทั้งสามกรณีต าแหน่งจุดยอดของความ
คลาดเคล่ือนมีพฤติกรรมการปรับลดขนาดลงพร้อมเคล่ือนตวัจากพื้นท่ีด้านซ้ายไปด้านขวาของ
โดเมนเหมือนกนั 

  
 

 
 
 

 



 
 

 

  
 

  
  

  
  

  
    

 รูปท่ี 3.5   การลู่เขา้กรณีทดสอบ A (ก)ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(ข)ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ค)ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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เม่ือพิจารณาจ านวนจุดต่อบนกริดฐานท่ีใช้ในแต่ละรอบท่ีสัมพนัธ์กบัการค านวณ 
ในรูปท่ี 3.5 จนกระทั้ งการค านวณส้ินสุด รูปท่ี 3.6 แสดงเศษเหลือและจุดต่อในแต่ละรอบ 
การค านวณ โดยเปรียบเทียบระหวา่งวิธี LAMG และ GAMG กรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์ (รูปท่ี 3.6 บน)  
จุดต่อท่ีใชใ้นการค านวณแต่ละรอบพบวา่วิธี LAMG ใชจ้  านวนจุดต่อนอ้ยในรอบตน้ หลงัจากนั้นใช้
จ  านวนจุดต่อเพิ่มข้ึน (พื้นท่ีแอกทีพโซนขยายข้ึน) จ านวณจุดต่อเพิ่มมากสุดรอบท่ี 200 หลงัจากนั้น
พื้นท่ีแอกทีพโซนลดลงโดยล าดบั จนกระทัง่ลู่เขา้ เปรียบเทียบกบัวิธี GAMG ซ่ึงใชจ้  านวนกริดฐาน
เท่ากนัทุกรอบการค านวณ ท่ี 1000 จุดต่อ พบวา่การลดลงของเศษเหลือใกลเ้คียงกบัวิธี LAMG ซ่ึงใช้
การค านวณเพียงบางส่วนของโดเมน กรณีค่าเร่ิมตน้ไซน์ (รูปท่ี 3.6 กลาง) ช่วงรอบตน้วิธี LAMG ใช้
จ  านวนจุดต่อทั้งพื้นท่ีโดเมนเท่ากบัวิธี GAMG จากนั้นปริมาณจุดต่อปรับลดลงโดยล าดบัอย่างมี
เสถียรภาพ ไม่มีลักษณะของการขยายตวัของแอกทีพโซนในระหว่างการค านวณเหมือนกรณี 
ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(รูปท่ี 3.6 บน) พื้นท่ีแอกทีพโซนลดลงอย่างเป็นล าดบัจนกระทัง่การค านวณลู่เขา้ 
ขณะท่ีการลดลงของเศษเหลือทั้งสองวิธีก็มีลักษณะสอดคล้องกนั และกรณีค่าเร่ิมต้นกริดหยาบ  
(รูปท่ี 3.6 ล่าง) การก าหนดค่าเร่ิมตน้จากกริดหยาบเพียงรอบแรกของการค านวณท าให้จุดต่อลดลง
เหลือเพียง 35% ของโดเมน (เหลือแอกทีพโซน 35%) เม่ือการค านวณด าเนินไปจ านวนจุดต่อลดลง
โดยล าดบั แสดงใหเ้ห็นถึงการปรับปรุงแอกทีพโซนอยา่งมีเสถียรภาพ ดว้ยกราฟเส้นท่ีแสดงจ านวณ
จุดต่อท่ีใช้ค  านวณ พิจารณาพื้นท่ีใตก้ราฟนัน่คือจ านวณกริดฐานทั้งหมดท่ีใช้ในการค านวณ พื้นท่ี 
ใตก้ราฟน้อยหมายถึงการค านวณท่ีนอ้ย ขณะท่ีพื้นท่ีใตก้ราฟของวิธี GAMG ใช้จ  านวนจุดต่อคงท่ี
ตลอดการค านวณ ผลต่างของพื้นท่ีใตก้ราฟของวิธี LAMG และ GAMG จึงหมายถึงการค านวณท่ี 
LAMG ประหยดัได ้ขณะท่ีการลดลงของเศษเหลืออยูใ่นอตัราเดียวกนั 
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รูปท่ี 3.6    จ านวนกริดท่ีใชค้  านวณและการลดลงของเศษเหลือกรณีทดสอบ A 
                                 (บน) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(กลาง) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ล่าง) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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พิจารณาการปรับปรุงขอบชั่วคราวของการค านวณวิธี LAMG ด้วยเง่ือนไข 
ขอบชั่วคราวสามกรณีได้แก่ (1)กรณีเง่ือนไขขอบมีค่าน้อยกว่าเง่ือนไขหยุด (BC =1.010-7,  
Criteria =1.010-4) (2) กรณีเง่ือนไขขอบมีค่ามากกวา่เง่ือนไขหยุด (BC =1.010-2, Criteria =1.010-7 
และ (3) กรณีเง่ือนไขขอบและเง่ือนไขหยดุมีค่าเท่ากนั ( 41.0 10BC Criteria     )  รูปท่ี 3.7 กราฟ
แสดงต าแหน่งขอบของแอกทีพโซนในแต่ละรอบการค านวณ โดยจุด  และ   แทนขอบชัว่คราว
ดา้นซ้ายและดา้นขวาของแอกทีพโซนตามล าดบั โดยสัมพนัธ์กบัรอบการค านวณ (แกน y) และ
ต าแหน่งบนโดเมน (แกน x) โดยช่วงระหว่างจุด  และ   (ระยะในแนวแกน x ในรอบเดียวกนั) 
คือขนาดพื้นท่ีแอกทีพโซนท่ีต้องค านวณด้วยมลัติกริด กรณีค่าเร่ิมต้นศูนย์พบว่าในช่วงรอบต้น 
แอกทีพโซนอยูบ่นพื้นท่ีขอบดา้นซา้ย จากนั้นขยายขนาดพร้อมกบัเคล่ือนไปทางขอบดา้นขวาซ่ึงเป็น
บริเวณท่ีมีพฤติกรรมการเปล่ียนแปลงค่าฉับพลันจาก 1 ไป 2 ลักษณะการเคล่ือนต าแหน่งของ 
แอกทีพโซนเช่นน้ีแสดงถึงความไม่มีเสถียรภาพของแอกทีพโซน กรณีค่าเร่ิมตน้ไซน์ท่ีใช้เง่ือนไข
ขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยดุ (รูปท่ี 3.7ข) และเง่ือนไขขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยดุ (รูปท่ี 3.7ค) จากแอกทีพ
โซนท่ีคลุมทั้งโดเมน เม่ือการค านวณด าเนินไปขอบของแอกทีพโซนด้านซ้ายปรับลดขนาดลงมา
ขอบดา้นขวาโดยล าดบั จนกระทัง่ลู่เขา้แสดงถึงเสถียรภาพท่ีดีในการค านวณดว้ยวิธี LAMG ส่วน
กรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบท่ีใช้เง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยุด (ภาพซ้ายล่าง) มีขนาดแอกทีพโซน
ต ่ามาก ท าให้การค านวณดว้ยมลัติกริดไม่เต็มประสิทธิภาพ การค านวณส่วนใหญ่เป็นการค านวณ
แบบทั้งโดเมนดว้ยกริดเชิงเด่ียวเพื่อก าหนดพื้นท่ีแอกทีพโซนมากกว่าเป็นการค านวณแบบ LAMG 
จึงเป็นลกัณะของการก าหนดเง่ือนไขขอบไม่เหมาะสมไม่สามารถปรับใชก้บัปัญหาทัว่ไปได ้

วิธีการจดัการปัญหาแบบเฉพาะบริเวณ LAMG เนน้ค านวณมลัติกริดเฉพาะบริเวณ
ท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงกว่าเกณฑ์ก าหนด ดังนั้นอลักอริทึมจึงต้องมีเกณฑ์ก าหนดท่ีเหมาะสม
ส าหรับการก าหนดพื้นท่ีดงักล่าว ขอ้นิยามพื้นท่ีแอกทีพโซนในอุดมคติตามขั้นตอนวิธี LAMG คือ 
(1) แอกทีพโซนจะปกคลุมบริเวณท่ีมีผลการค านวณยงัไม่ลู่เขา้ทั้งหมด (2) แอกทีพโซนมีขนาด
เร่ิมต้นเท่ากับโดเมนแล้วลดขนาดลงมาตามล าดับ นั่นคือตลอดการค านวณบริเวณท่ีถูกก าหนด
เป็นแมเชอร์โซนจะไม่กลบัมาเป็นแอกทีพโซนอีก แสดงถึงความมีเสถียรภาพของขอบเขตแอกทีพ
โซน (3) แอกทีพโซนเป็นบริเวณเดียวท่ีถูกค านวณวิธีมลัติกริด แอกทีพโซนจึงควรมีขนาดเพียงพอ
ส าหรับการค านวณแบบมลัติกริด เป็นตน้ หากพิจารณาดงัน้ี รูปท่ี 3.7ข และรูปท่ี 3.7ค กรณีค่าเร่ิมตน้
ไซน์และค่าเร่ิมตน้กริดหยาบคือลกัษณะของพื้นท่ีแอกทีพโซนท่ีพึงประสงคต์ามนิยามขา้งตน้ 

 



 

ค ่าเริ่มตน้ศูนย ์

   

ค ่าเริ่มตน้ไซน์ 

   

ค ่าเริ่มตน้กริดหยาบ 

   
 (ก)  กรณีเง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยุด (ข)  กรณีเง่ือนไขขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยุด (ค)  กรณีเง่ือนไขขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยดุ 
    
 รูปท่ี 3.7   การปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีทดสอบ A 
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ผลการค านวณกรณีทดสอบ A โดยกรณีใชเ้ง่ือนไขขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยุด 

BC Criteria   ซ่ึงเท่ากบั 
71.0 10  บนกริดจ านวน 1000 2000 4000 และ 8000 แสดงดงัรูปท่ี 3.8 รูปแสดงรอบท่ีใชค้  านวณ

และเวลาท่ีวิธี LAMG ประหยดัไดเ้ทียบกบัวิธี GAMG จากรูปท่ี 3.8 ล่าง พบว่าวิธี LAMG ช่วย
ประหยดัเวลาค านวณลงไดม้ากท่ีสุด 42% และมีแนวโนม้เพิ่มข้ึนเม่ือใชก้ริดมากข้ึน รอบและเวลาท่ี
ใชใ้นการค านวณแต่ละเง่ือนไข แสดงรายละเอียดดงัตารางท่ี 3.1  

 

 

 
 

รูปท่ี 3.8    ผลการค านวณวธีิ LAMG  กรณีทดสอบ A (บน) รอบการค านวณ  
                                    (ล่าง) เวลาท่ีประหยดัได ้ 
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ตารางท่ี 3.1   ผลเปรียบเทียบการค านวณกรณีทดสอบ A 

Zero initialization 

Node 
GAMG LAMG Time 

Cycle Time(second) Cycle Time(second) Save (%) 
1000 492 1.26 492 1.02 19.05 
2000 1499 6.71 1499 4.98 25.78 
4000 5368 44.29 5368 29.84 32.63 
8000 19875 308.14 19875 207.47 32.67 

Sine initialization 

 
GAMG LAMG Time 

Cycle Time(second) Saved (%) Time(second) Save (%) 
1000 488 1.23 488 1.08 12.20 
2000 1476 6.61 1476 5.59 15.43 
4000 5266 43.92 5266 34.10 22.36 
8000 19397 300.11 19397 238.64 20.48 

Coarse-grid initialization 

 
GAMG LAMG Time 

Cycle Time(second) Cycle Time(second) Save (%) 
1000 162 0.286 162 0.24 16.08 
2000 223 1.118 223 0.78 30.23 
4000 682 5.79 682 3.54 38.86 
8000 2054 32.468 2054 18.72 42.34 
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3.3.2 กรณีทดสอบ B 
  ปัญหามีพฤติกรรมการเปล่ียนแปลงค่าอย่างฉับพลันบริเวณก่ึงกลางโดเมน  
จาก 1 ไป 2 ขณะท่ีบริเวณขอบดา้นซ้ายและดา้นขวามีความราบเรียบ ผลเฉลยสมการอนุพนัธ์ (3-2b) 
สามารถแสดงดว้ยสมการแม่นตรงในรูปของไฮเปอร์โบลิกซ์ฟังก์ความถูกตอ้งของผลการค านวณ
ด้วยวิธีเชิงตัวเลขพิจารณาจากค่าคลาดเคล่ือนตามความสัมพันธ์ในสมการ (3-5) บนโดเมน 
จ านวน 1000 จุดต่อ ท่ีก าหนดค่าเร่ิมต้นด้วยศูนย์ วิธี LAMG ก าหนดเง่ือนไขขอบชั่วคราวท่ี 

71.0 10BC    ค่าคลาดเคล่ือนจากการค านวณบนโดเมนแสดงดังรูปท่ี 3.9 ค่าคลาดเคล่ือน 
ท่ีมีค่าสูงเกิดข้ึนบริเวณกลางโดเมนซ่ึงเป็นบริเวณท่ีมีการเปล่ียนแปลงค่าฉับพลนั ค่าคลาดเคล่ือน
สูงสุดมีค่านอ้ยกวา่ 3%  ขณะท่ีขอบดา้นซ้ายและดา้นขวามีค่าคลาดเคล่ือนเป็นศูนย ์วิธี LAMG และ
วิธี GAMG ให้พฤติกรรมความคลาดเคล่ือนสอดคล้องกันและมีขนาดแอมปลิจูดใกล้เคียงกัน  
แสดงใหเ้ห็นวา่วธีิ LAMG ลู่เขา้สู่ค  าตอบท่ีถูกตอ้งและใหผ้ลค านวณแม่นย  าเทียบเท่าวธีิ GAMG  

รูปท่ี 3.10 เปรียบเทียบพฤติกรรมการลู่เขา้ของเง่ือนไขเร่ิมตน้ศูนย ์(รูปท่ี 3.10ก) 
เง่ือนไขเร่ิมต้นไซน์ (รูปท่ี 3.10ข)  และเง่ือนไขเร่ิมต้นกริดหยาบ (รูปท่ี 3.10ค) รูปแสดงร้อยละ 
ความคลาดเคล่ือน ( ) ค่าเศษเหลือ ( )  และ ผลการค านวณ (  ) บนโดเมน ทั้งสามกรณีมี
พฤติกรรมการลู่เขา้จากขอบสองดา้นมาบรรจบกนัตรงกลางโดเมนซ่ึงเป็นบริเวณท่ีมีการเปล่ียนค่า
ฉบัพลนั สอดคลอ้งกบัพฤติกรรมการลดลงของความคลาดเคล่ือนโดยมีลกัษณะปรับลดขนาดลงจาก
ขอบทั้ งสองด้านเข้ามาบริเวณตรงกลางเช่นเดียวกัน กรณีค่าเร่ิมต้นไซน์ (รูปท่ี 3.10ข) จะเห็น
พฤติกรรมการลดลงของความคลาดเคล่ือนอย่างชัดเจนโดยสังเกตจากจุดยอดของกราฟ 
ความคลาดเคล่ือน ในรอบท่ี 20 พบวา่ความคลาดเคล่ือนแอมปริจูดสูงอยูบ่ริเวณตรงกลางมีลกัษณะ
ตรงกนักบัผลค านวณ (จุด  ) บริเวณดงักล่าวยงัไม่ลู่เขา้ ขณะท่ีบริเวณขอบทั้งสองดา้นมีลกัษณะ
ราบเรียบแสดงถึงการลู่เข้าท่ีด าเนินมาพร้อมกันทั้งสองด้านเข้ามาบรรจบกันกลางโดเมน กรณี 
ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ (รูปท่ี 3.10ค) ให้การลู่เขา้ดีท่ีสุด มีขนาดของความคลาดเคล่ือนอยู่ในระดบัต ่า
ท่ีสุดเม่ือเทียบสเกลเดียวกบักรณีอ่ืน  
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รูปท่ี 3.9   สอบเทียบความแม่นย  ากรณีทดสอบ B  (บน) ผลค านวณวธีิเชิงตวัเลขเทียบกบัค่าแม่นตรง 

   (ล่าง) ความคลาดเคล่ือนของการค านวณเชิงตวัเลข  
 

พิจารณาจ านวนกริดท่ีใชค้  านวณแต่ละรอบ พบวา่กรณีก าหนดค่าเร่ิมตน้ดว้ยศูนย ์ 
(รูปท่ี 3.11 บน) พฤติกรรมการลดลงของเศษเหลือและจ านวณจุดต่อท่ีใชใ้นแต่ละรอบ การค านวณ 
ใช้จุดต่อน้อยในรอบต้น แล้วจุดต่อเพิ่มข้ึนตามล าดับมากสุดท่ี 40 รอบเป็นลักษณะการขยาย 
แอกทีพโซน แล้วจ านวนจุดต่อลดลงกระทัง่ลู่เข้า กรณีค่าเร่ิมต้นไซน์และค่าเร่ิมต้นกริดหยาบ 
 รูปท่ี 3.11 กลาง และ รูปท่ี 3.11 ล่าง ตามล าดบั จ  านวนจุดต่อลดลงโดยล าดบัจนกระทัง่ลู่เขา้สู่
ค  าตอบ เป็นลกัษณะของการปรับปรุงแอกทีพโซนท่ีมีเสถียรภาพ ค่าความคลาดเคล่ือนทั้งวิธี LAMG 
และ GAMG ลดลงโดยล าดบัพร้อมกนัแสดงให้เห็นถึงประสิทธิภาพของการค านวณแบบ LAMG ท่ี
ใชก้ริดจ านวนนอ้ยกวา่มากแต่ใหอ้ตัราการลู่เขา้เท่ากนักบัวธีิ GAMG  
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รูปท่ี 3.10   การลู่เขา้กรณีทดสอบ B (ก) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(ข) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ค) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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รูปท่ี 3.11   จ านวนกริดท่ีใชค้  านวณและการลดลงของเศษเหลือกรณีทดสอบ B 
                                 (บน) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(กลาง) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ล่าง) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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ลกัษณะการปรับปรุงแอกทีพโซนขณะค านวณ รูปท่ี 3.12 โดยจุด  และ  แทน
ขอบชั่วคราวด้านซ้ายและด้านขวาของแอกทีพโซนตามล าดับ โดยสัมพนัธ์กับรอบการค านวณ  
(แกน y) และต าแหน่งบนโดเมน (แกน x) โดยช่วงระหวา่งจุด  และ  (ระยะในแนวแกน x) คือ
ขนาดแอกทีพโซน กรณีค่าเร่ิมต้นศูนย ์(แถวบน) แอกทีพโซนมีลกัาษณะการขยายตวัพร้อมกับ
เคล่ือนไปบริเวณพื้นท่ีกลางโดเมน แอกทีพโซนมีพื้นท่ีเล็กเป็นลักษณะของแอกทีพโซนท่ีไม่มี
เสถียรภาพ กรณีค่าเร่ิมตน้ไซน์ (แถวกลาง) และค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ (แถวล่าง) แอกทีพโซนปรับลด
ขนาดจากขอบทั้งสองด้านเข้าสู่บริเวณกลางโดเมนโดยล าดับ เป็นลักษณะของแอกทีพโซนท่ีมี
เสถียรภาพดี กรณีการค านวณใชเ้ง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยุด (รูปท่ี 3.12ก) ให้ไดข้นาดแอกทีพ
โซนเล็ก (มีจุดต่อนอ้ย) การค านวณดว้ยมลัติกริดไม่เตม็ประสิทธิภาพ การค านวณส่วนใหญ่เป็นแบบ 
กริดเชิงเดียว เม่ือการค านวณเกิดความคลาดเคล่ือนราบเรียบท าใหลู่้เขา้ชา้ ผลการค านวณเปรียบเทียบ
ระหวา่งวิธี LAMG และ GAMG เม่ือใชก้ริดจ านวน 1000 2000 4000 และ 8000 แสดงดงัรูปท่ี 3.13 
การก าหนดค่าเร่ิมต้นด้วยกริดหยาบใช้รอบการค านวณน้อยกว่ากรณีอ่ืนประมาณ 3 เท่าและวิธี 
LAMG ใช้เวลานอ้ยกวา่วิธี GAMG มากสุดถึง 53% และมีแนวโนม้เพิ่มมากข้ึนเม่ือใชก้ริดมากข้ึน  
วธีิ LAMG ใชร้อบการค านวณเท่ากบัวธีิ GAMG ทุกกรณี มีรายละเอียดดงัแสดงในตารางท่ี 3.2  
 

 



 

 

ค ่าเริ่มตน้ศูนย ์

   

ค ่าเริ่มตน้ไซน์ 

   

ค ่าเริ่มตน้กริดหยาบ 

   
(ก) กรณีเง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยุด (ข)  กรณีเง่ือนไขขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยุด (ค)  กรณีเง่ือนไขขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยดุ 

    
 รูปท่ี 3.12   การปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีทดสอบ B 
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รูปท่ี 3.13   ผลการค านวณวธีิ LAMG  กรณีทดสอบ B (บน) รอบการค านวณ  
                                    (ล่าง) เวลาท่ีประหยดัได ้ 
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ตารางท่ี 3.2  ผลเปรียบเทียบการค านวณกรณีทดสอบ B 

Zero initialization 

Node 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 86 0.3 86 0.22 26.67 
2000 228 1.13 228 0.68 39.82 
4000 651 5.62 651 2.9 48.40 
8000 1996 31.62 1996 15.69 50.38 

Sine initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 84 0.29 84 0.233 19.66 
2000 221 1.11 221 0.76 31.53 
4000 635 5.32 635 3.148 40.83 
8000 1964 31.18 1964 16.481 47.14 

Coarse-grid initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 27 0.14 27 0.12 14.29 
2000 78 0.47 78 0.33 29.79 
4000 230 2.12 230 1.21 42.92 
8000 656 11.19 656 5.23 53.26 
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3.3.3 กรณีทดสอบ C 
 เป็นปัญหาเชิงเส้นท่ีมีลักษณะผลเฉลยแบบเรียบบริเวณด้านขวาโดเมน บริเวณ

ด้านซ้ายมีลักษณะเปล่ียนค่าฉับพลัน พฤติกรรมปัญหาซับซ้อน พฤติกรรมการลู่เข้าแสดงดัง 
รูปท่ี 3.14 เม่ือก าหนดค่าเร่ิมต้นเป็น ศูนย์ (รูปท่ี 3.14ก) ไซน์ (รูปท่ี 3.14ข) และกริดหยาบ  
(รูปท่ี 3.14ค) ความคลาดเคล่ือนเร่ิมลดลงจากฝ่ังขวาท่ีปัญหามีพฤติกรรมแบบราบเรียบ พื้นท่ีแอกทีพ
โซนปกคลุมพื้นท่ีส่วนใหญ่ของโดเมน เม่ือพิจารณาลกัษณะของกราฟความคลาดเคล่ือนท่ี 1000 
รอบ กราฟมีลกัษณะเป็นเส้นตรงบริเวณดา้นขวาของโดเมน และดา้นซ้ายมีลกัษณะโคง้ราบเรียบ 
แสดงให้เห็นพฤติกรรมการลู่เขา้จากบริเวณดา้นขวามาดา้นซ้ายโดเมน ซ่ึงความคลาดเคล่ือนบริเวณ
ด้านซ้ายของโดเมนเป็นลักษณะของความคลาดเคล่ือนแบบราบเรียบ เป็นพฤติกรรมความ
คลาดเคล่ือนในโหมดความถ่ีต ่าท่ีลดลงไดย้าก ขอบของโหมดความคลาดเคล่ือนความถ่ีต ่าน้ีอยู่ท่ี
ต  าแหน่ง 0.25x  พบว่าตรงกบัต าแหน่งกราฟผลการค านวณ (จุด  ) ท่ีเปล่ียนจากเส้นตรงเป็น 
เส้นโคง้ การลดความคลาดเคล่ือนในบริเวณดา้นซ้ายโดเมนจึงลดไดย้าก แอกทีพโซนจึงลดพื้นท่ี 
ได้น้อย กรณีทดสอบ C สามารถลดพื้นท่ีการค านวณลงได้เพียง 35% ก่อนการลู่เขา้ และใช ้
การค านวณมากสุดถึงกวา่ 3600 รอบ พิจารณาจ านวนกริดท่ีใชใ้นแต่ละรอบการค านวณ รูปท่ี 3.15 
ทั้ งสามกรณีมีลักษณะการลดลงของจุดต่อโดยล าดับอย่างมี เส ถียรภาพ การลดลงของ 
ความคลาดเคล่ือนวธีิ LAMG และ GAMG มีพฤติกรรมลดลงสอดคลอ้งกนั  

การปรับปรุงขนาดแอกทีพโซน จากรูปท่ี 3.16 แอกทีพโซนลดลงจากขอบดา้นขวา 
มาขอบดา้นซา้ยอยา่งรวดเร็วในรอบตน้ เน่ืองจากปัญหามีลกัษณะราบเรียบดา้นขวามือ กรณีเง่ือนไข
ขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยุด (รูปท่ี 3.16ค) แอกทีพโซนมีขนาดใหญ่  ปรับปรุงพื้นท่ีไดน้อ้ยกวา่กรณี
เง่ือนไขขอบเท่ากับเง่ือนไขหยุด (รูปท่ี 3.16ข) ส่วนกรณีเง่ือนไขขอบมากกว่าเ ง่ือนไขหยุด  
(รูปท่ี 3.16ก) เกิดแอกทีพโซนขนาดเล็ก การค านวณดว้ยมลัติกริดไม่เต็มประสิทธิภาพ การค านวณ
ส่วนใหญ่เกิดข้ึนบนกริดเชิงเด่ียวเม่ือความคลาดเคล่ือนเขา้สู่โหมดราบเรียบ ท าให้ไม่สามารถลู่เขา้สู่
เง่ือนไขหยุดท่ีก าหนดได ้อยา่งไรก็ตาม จากรูปท่ี 3.17 วิธี LAMG สามารถปรับลดแอกทีพโซนได ้
35% สามารถประหยดัการค านวณไดม้ากสุดถึง 22 % โดยประมาณ และเม่ือเพิ่มจ านวนจุดต่อยงัมี
แนวโนม้ประหยดัข้ึนไดอี้ก รายละเอียดดงัแสดงในตารางท่ี 3.3 

 
 

 



 

  

  
  

  
  

  
  

  
    

รูปท่ี 3.14   การลู่เขา้กรณีทดสอบ C (ก) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(ข) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ค) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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รูปท่ี 3.15   จ านวนกริดท่ีใชค้  านวณและการลดลงของเศษเหลือกรณีทดสอบ C 
                                  (บน) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(กลาง) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ล่าง) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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ค ่าเริ่มตน้ศูนย ์

   

ค ่าเริ่มตน้ไซน์ 

   

ค ่าเริ่มตน้กริดหยาบ 

   
            (ก) กรณีเง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยดุ (ข)  กรณีเง่ือนไขขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยุด (ค)  กรณีเง่ือนไขขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยดุ 
    
 รูปท่ี 3.16   การปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีทดสอบ C 
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รูปท่ี 3.17   ผลการค านวณวธีิ LAMG  กรณีทดสอบ C (บน)  รอบการค านวณ  
                                   (ล่าง) เวลาท่ีประหยดัได ้ 
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ตารางท่ี 3.3  ผลเปรียบเทียบการค านวณกรณีทดสอบ C 

Zero initialization 

Node 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 3647 9.77 3647 8.5 13.00 
2000 11992 54.14 11992 43.7 19.28 
4000 37934 318.85 37934 247.69 22.32 
8000 115041 1839.49 115041 1441.26 21.65 

Sine initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 3635 9.71 3635 8.5 12.46 
2000 11944 53.8 11944 45.24 15.91 
4000 37746 313.46 37746 253.74 19.05 
8000 114167 1760.52 114167 1490 15.37 

Coarse-grid initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 2510 6.7 2510 5.95 11.19 
2000 7469 32.33 7469 27.95 13.55 
4000 19070 150.58 19070 127.98 15.01 
8000 7648 119.18 7648 96.09 19.37 
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3.3.4 กรณีทดสอบ D 
  เป็นฟังกช์นัแบบไม่เชิงเส้นท่ีมีความซบัซ้อน ผลเฉลยมีลกัษณะเป็นเส้นตรงเทเอียง
จากซ้ายมาขวา บริเวณดา้นซ้ายโดเมนมีลกัษณะเปล่ียนแปลงค่าฉบัพลนัจากค่า 2 ไปค่า 1 รูปท่ี 3.18 
รอบท่ี 200 ลักษณะฟังก์ชันความคลาดเคล่ือนอยู่ในโหมดความถ่ีสูง ขอบสองด้านแอมปริจูด 
ความคลาดเคล่ือนอยู่ในระดบัต ่า  รอบค านวณท่ี 500 ความคลาดเคล่ือนโหมดความถ่ีสูงอยูบ่ริเวณ
กลางโดเมน ลักษณะการลดลงของความคลาดเคล่ือนมาจากขอบทั้ งสองด้านสอดคล้องกับ
พฤติกรรมลู่เขา้ของกราฟผลการค านวณ เร่ิมปรากฎการลู่เขา้จากขอบทั้งสองดา้น จากนั้นจุดยอดของ
ความคลาดเคล่ือนเล่ือนจากกลางโดเมนมายงัขอบดา้นซ้ายซ่ึงเป็นบริเวณท่ีมีพฤติกรรมการเปล่ียนค่า
ฉบัพลนั กรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ (รูปท่ี 3.18ค) ซ่ึงมีแอมปริจูดความคลาดเคล่ือนต ่าสุดก็มีลกัษณะ
การปรับลดความคลาดเคล่ือนไปในทิศทางเดียวกบักรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยแ์ละค่าเร่ิมตน้ไซน์ และใช้
รอบการค านวณต ่าท่ีสุดเพียง 436 รอบ พิจารณาจุดต่อท่ีใชค้  านวณแต่ละรอบท่ีสัมพนัธ์กบัเศษเหลือ 
รูปท่ี 3.19 กรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(รูปท่ี 3.19 บน) และค่าเร่ิมตน้ไซน์ (รูปท่ี 3.19 กลาง) พฤติกรรม 
การลดลงของความคลาดเคล่ือนคลา้ยกนั กล่าวคือความคลาดเคล่ือนลดลงอย่างรวดเร็วในรอบตน้ 
จากนั้นความคลาดเคล่ือนมีแนวโน้มเพิ่มข้ึนตามล าดบั กระทัง่รอบท่ี 700 ความคลาดเคล่ือนลดลง 
อีกคร้ังและลู่เขา้สู่ค  าตอบ พฤติกรรมน้ีเกิดจากจุดยอดของความคลาดเคล่ือนเคล่ือนท่ีชนกนัท าให้เกิด
การเสริมกนั อย่างไรก็ตามความคลาดเคล่ือนท่ีปรากฎน้ีเป็นโหมดความถ่ีสูง สามารถลดไดอ้ย่าง
รวดเร็วดงัปรากฎในรอบท่ี 700 ขณะท่ีกรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ (รูปท่ี 3.19 ล่าง) ความคลาดเคล่ือน
โหมดโหมดความถ่ีสูงลดลงก่อนเคล่ือนท่ีชนกนัเหลือเพียงความคลาดเคล่ือนโหมดความถ่ีต ่า  

รูปท่ี 3.20 แอกทีพโซนปรับลดขนาดลงอย่างมีเสถียรภาพ ความไม่มีเสถียรภาพ
เกิดข้ึนเล็กนอ้ยช่วงตน้ของกรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์แอกทีพโซนคลุมทั้งโดเมนในรอบตน้ จากนั้นขอบ
ขวาแอกทีพโซนเร่ิมลดขนาดลง แสดงถึงการลู่เขา้ของการค านวณ กรณีเง่ือนไขขอบมากวา่เง่ือนไข
หยดุ(รูปท่ี 3.20ก) แอกทีพโซนถูกปรับเป็นเมเชอร์โซนทั้งโดเมนก่อนการค านวณลู่เขา้ ไม่เหลือพื้นท่ี
ท่ีถูกค านวณดว้ยมลัติกริด การค านวณไม่มีประสิทธิภาพท าให้ไม่ลู่เขา้ กรณีเง่ือนไขขอบกบัเง่ือนไข
หยุดมีค่าเท่ากนั (รูปท่ี 3.20ข) แอกทีพโซนลดขนาดจนกระทัง่ขอบทั้งสองบรรจบกัน ส่วนกรณี
เง่ือนไขขอบน้อยกว่าเง่ือนไขหยุด (รูปท่ี 3.20ค) การค านวณลู่เขา้ก่อนท่ีขอบทั้งสองจะบรรจบกนั 
การค านวณดว้ยวธีิ LAMG ส าหรับปัญหาไม่เชิงเส้น (รูปท่ี 3.21) สามารถลดเวลาไดม้ากถึง 23% ใน
กรณีใชก้ริด 8000 จุดต่อ กรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบใชร้อบการค านวณต ่าสุดเพียง 9080 รอบนอ้ยกวา่
กรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยแ์ละค่าเร่ิมตน้ไซน์กวา่ส่ีเท่า เม่ือเทียบเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้เดียวกนั มีรายละเอียดดงั
แสดงในตารางท่ี 3.4 

 



 

  

  
  

  
  

  
  

  
    

รูปท่ี 3.18   การลู่เขา้กรณีทดสอบ D (ก)ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(ข)ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ค)ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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รูปท่ี 3.19   จ านวนกริดท่ีใชค้  านวณและการลดลงของเศษเหลือกรณีทดสอบ D 
                                 (บน) ค่าเร่ิมตน้ศูนย ์(กลาง) ค่าเร่ิมตน้ไซน์ (ล่าง) ค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
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ค ่าเริ่มตน้ศูนย ์

   

ค ่าเริ่มตน้ไซน์ 

   

ค ่าเริ่มตน้กริดหยาบ 

   
 (ก) กรณีเง่ือนไขขอบมากกวา่เง่ือนไขหยุด (ข)  กรณีเง่ือนไขขอบเท่ากบัเง่ือนไขหยุด (ค)  กรณีเง่ือนไขขอบนอ้ยกวา่เง่ือนไขหยดุ 

    
 รูปท่ี 3.20   การปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีทดสอบ D 
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รูปท่ี 3.21   ผลการค านวณวธีิ LAMG  กรณีทดสอบ D (บน)  รอบการค านวณ  
                                  (ล่าง)เวลาท่ีประหยดัได ้ 
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ตารางท่ี 3.4  ผลเปรียบเทียบการค านวณกรณีทดสอบ D 

Zero initialization 

Node 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 730 2.27 730 1.96 13.66 
2000 2854 14.82 2854 11.93 19.50 
4000 11263 105.16 11263 82.56 21.49 
8000 44641 788.16 44641 601.91 23.63 

Sine initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 739 2.32 739 2.1 9.48 
2000 2861 14.43 2861 12.48 13.51 
4000 11237 105.42 11237 86.71 17.75 
8000 44432 781.39 44432 631.67 19.16 

Coarse-Grid initialization 

 
 

GAMG LAMG Time 
Save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 

1000 436 1.41 436 1.29 8.51 
2000 1623 8.25 1623 7.61 7.76 
4000 5996 55.01 5996 47.89 12.94 
8000 9080 161.46 9080 123.48 23.52 
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3.4 สรุปผลการจ าลองปัญหา 1 มติ ิ
3.4.1 ผลของค่าเร่ิมต้นต่อการค านวณวธีิ LAMG 

การทดสอบค่ า เ ร่ิมต้นทั้ งสามกรณี ได้แก่  ค่ า เ ร่ิมต้นศูนย์ ค่ า เ ร่ิมต้นไซน์ 
 และค่าเร่ิมต้นกริดหยาบ พบว่าการก าหนดค่าเร่ิมต้นจากกริดหยาบเหมาะสมท่ีสุด เพราะให ้
ความคลาดเคล่ือนลดต ่าตั้ งแต่รอบต้นของการค านวณ ค่าเร่ิมต้นชันไซน์ต้องก าหนดควบคู่กับ
เง่ือนไขขอบ BC  นอ้ย จึงจะให้เสถียรภาพในการค านวณ ค่าเร่ิมตน้ศูนยใ์ห้ค่าความคลาดเคล่ือนต ่า
แต่ไม่สะท้อนการลู่เข้าท่ีแท้จริง ด้วยเหตุท่ีค่าขอบกระจายเข้าสู่ภายในโดเมนไม่ทนัตั้ งแต่รอบ 
การค านวณตน้ ๆ จึงท าใหค้่าความคลาดเคล่ือนมีขนาดเล็กบริเวณภายในโดเมน ก่อให้เกิดพฤติกรรม
เมเชอร์โซนแบบชัว่คราว และกลบัมาเป็นแอกทีพโซนอีกคร้ังเม่ือค่าขอบกระจายเขา้มาถึงภายใน  

3.4.2 ผลของเง่ือนไขขอบช่ัวคราวต่อการค านวณวธีิ LAMG 
เง่ือนไขขอบชัว่คราวมีความส าคญัต่อการค านวณดว้ยวิธี LAMG เพราะเป็นเทคนิค

เฉพาะบริเวณ เง่ือนไขขอบชัว่คราวค่ามากจะท าใหไ้ดแ้อกทีพโซนขนาดเล็ก แต่ส่งผลให้การค านวณ
ขาดเสถียรภาพเพราะต าแหน่งขอบชัว่คราวมีการเล่ือนไปภายในโดเมน (รูปท่ี 3.7ก) แอกทีพโซน 
มีขนาดเล็กจะบรรจุจุดต่อไม่มาก การใชม้ลัติกริดค านวณจึงไม่เต็มประสิทธิภาพเพราะใชร้ะดบักริด 
(level) ไดน้อ้ย กรณีก าหนดเง่ือนไขขอบชัว่คราวค่าน้อยจะท าให้เกิดแอกทีพโซนขนาดใหญ่ส่งผล
ต่อภาระการค านวณและเวลาในการค านวณท่ีเพิ่มข้ึน การค านวณจะให้ผลใกลเ้คียงกบัวิธี GAMG  
แอกทีพโซนท่ีให้ เสถียรภาพการค านวณ ท่ี ดีจะต้องมีขนาดใหญ่ ท่ีคลุมทั่ว ถึงบริเวณท่ี มี 
ความคลาดเคล่ือนสูงแลว้ปรับเล็กลงโดยล าดบัตามรอบการค านวณตามผลทดสอบค่าเง่ือนไขแบบ 

BC Criteria   เป็นค่าท่ีเหมาะสมต่อการใชง้าน 
3.4.3 สรุปผลการจ าลองปัญหา 1 มิติ  

สมการปัญหาการไหลในชั้นชิดผิว 1 มิติทั้งแบบเชิงเส้นและไม่เชิงเส้น ถูกน ามา
ทดสอบดว้ยเง่ือนไขทดสอบทั้งดงัแจกแจงไวข้า้งตน้ วิธี LAMG ให้ผลการค านวณถูกตอ้งเทียบเท่า 
วิธี GAMG พื้นท่ีท่ีถูกละค านวณ (เมเชอร์โซน) ช่วยให้ประหยดัและช่วยลดเวลาในการค านวณ 
ไดอ้ยา่งมาก 

 



 

บทที ่4 
เทคนิคเฉพาะบริเวณส าหรับปัญหา 2 มิต ิ

 
 ความส าเร็จของวิธี LAMG ท่ีพฒันาข้ึนในการแกปั้ญหา 1 มิติท่ีแสดงในบทท่ี 3 ถูกน ามา
ประยกุตแ์กปั้ญหา 2 มิติ บนในรูปแบบสมการลาปลาซ  
 

4.1 การจ าลองปัญหา  
หวัขอ้น้ีน าเสนอการทดสอบน าวิธี LAMG ไปประยุกต์แกปั้ญหาแบบ 2 มิติแบบ 

คงตัวในรูปสมการลาปลาซ บนโดเมนส่ีเหล่ียมขนาด    0,8 0,6    ซ่ึงสมการอยู่ในรูป
อนุพนัธ์อนัดบัสอง และก าหนดเง่ือนไขขอบดงัสมการ (4-1) แสดงดว้ยรูปท่ี 4.1  
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          (4-1) 

 0, y 0    8, 0y    ,0 0x   และ  ,6 100x   

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

รูปท่ี 4.1   ปัญหาลาปลาซ 2 มิติ 
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สมการลาปลาซ (4-1) สามารถแกห้าผลเฉลยแม่นตรงไดด้งัสมการ (4-2) 
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         (4-2) 

 
เม่ือ  2 1k k    พจน์อนุพนัธ์อนัดบัสองประมาณค่าโดยใช้วิธีผลต่างกลางบนกริดสม ่าเสมอ 
สามารถเขียนในรูปสมการพีชคณิตท่ีใชใ้นการค านวณเชิงตวัเลขไดด้งัน้ี 
 

, 1, 1, , 1 , 12 2 2 2 2

4 1 1 1 1
0i j i j i j i j i j

h h h h h
       

         
             

         
    (4-3) 

 
กรณีทดสอบใชก้ริดสองชุด คือ 80 60  และ 400 300  จุดต่อ กริดชุด 80 60  ใชส้ าหรับศึกษา 
การปรับปรุงพื้นท่ีของแอกทีพโซน ส่วนกริดชุด 400 300  เพื่อศึกษาผลการค านวณและ 
การปรับปรุงพื้นท่ีเม่ือระบบสมการใหญ่ข้ึน ก าหนดเง่ือนไขค่าเร่ิมตน้ศูนย ์เง่ือนไขขอบชัว่คราวและ
เง่ือนไขหยดุการค านวณของทั้งสองชุดกริด ก าหนดไวเ้ท่ากนัท่ี 71.0 10BC Criteria       
 

4.2 แอกทพีโซนส าหรับปัญหา 2 มติิ 
 หลกัการของวิธี LAMG ท่ีพฒันาข้ึนจะคน้หาจุดท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงในโดเมนและ
จ าแนกเป็นสองส่วนคือแอกทีพโซนและเมเชอร์โซน โดยใช้เง่ือนไขการลู่เขา้ไดแ้ก่ เศษเหลือและ
ร้อยละความคลาดเคล่ือนเป็นเกณฑ์ในการจ าแนก เช่นเดียวกบัปัญหา 1 มิติ แอกทีพโซนคือส่วนท่ีมี 
ความคลาดเคล่ือนสูงกวา่ค่าเกณฑ์เง่ือนไขขอบท่ีไดก้ าหนด ส่วนเมเชอร์โซนคือส่วนท่ี โดยแอกทีพ
โซนเท่านั้ นท่ีจะถูกน าไปค านวณต่อด้วยมัลติกริดส่วนเมเชอร์โซนจะถูกละการค านวณไว ้ 
การค านวณทั้งโดเมนจะเกิดข้ึนเพื่อหาแอกทีพโซนใหม่ในทุกรอบการค านวณ แอกทีพโซนจะถูก
ก าหนดไปพร้อมกับการก าหนดกริดหยาบ ล าดับการรวมกริดละเอียดเป็นกริดหยาบแสดงใน 
รูปท่ี 4.2 โดยเร่ิมจากกริดหมายเลข 1 ซ่ึงเป็นจุดต่อท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงสุด รวมกบัจุดต่อ
หมายเลข 2 ท่ีอยูติ่ดกนั จากนั้นคน้หาจุดต่อหมายเลข 4 และ 3 ท่ีอยูติ่ดกนัและติดกบัจุดต่อ 1 และ 2 
ตามล าดบั รวมกนัเขา้เป็นกริดหยาบ จากนั้นน าคู่กริดละเอียดหมายเลข 1 และ 2 (รูป 4.2ข) ไป 
คน้หากริดละเอียดท่ีอยูติ่ดกนัอีกสองจุด (หมายเลข 5 และ 6) เพื่อใชเ้ป็นกริดเร่ิมตน้ในการสร้างกริด
หยาบท่ีอยู่ติดกนัต่อไป การสร้างกริดหยาบจะวนไปรอบ ๆ ในลกัษณะทวนเข็มนาฬิกา ดงัรูปท่ี 4.3  
จนกว่าจะถึงขอบแต่ละด้านของโดเมน กริดละเอียดท่ีถูกรวมเป็นกริดหยาบมีความสอดคล้องกบั
วธีิการรวมกริดท่ีแสดงในสมการ (2-20) ส าหรับวิธี LAMG การเลือกกริดหยาบส าหรับแอกทีพโซน
จะพิจารณาไปพร้อมกบัค่าความคลาดเคล่ือน โดยทุกกริดหยาบจะประกอบไปดว้ยกริดละเอียด 4 จุด 
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การสร้างกริดของแอกทีพโซนใชห้ลกัวนทวนเข็มนาฬิกาจากขา้งในออกมาขา้งนอกจนขยายถึงขอบ
หรือถึงจุดท่ีมีค่าคลาดเคล่ือนต ่ากว่าค่าเง่ือนไขขอบ แอกทีพโซนจึงเป็นพื้นท่ีต่อเน่ืองกนั เน่ืองจาก
การสร้างแอกทีพโซนได้จากการค้นหาจุดท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงสุด แล้วสร้างพื้นท่ีครอบจุด
ดงักล่าว ดงันั้นแต่ละรอบการค านวณจึงมีแอกทีพโซนพื้นท่ีเดียว อยา่งไรก็ตามแมจ้ะพบวา่มีบริเวณ
อ่ืนท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงกวา่เกณฑ์ท่ีก าหนดแต่จะยงัไม่ถูกน ามาสร้างเป็นแอกทีพโซนโดยทนัที 
โดยทัว่ไปความคลาดเคล่ือนสูงท่ีอยูน่อกแอกทีพโซนจะลดขนาดลงไดร้ะหวา่งรอบการวนซ ้ าโดยไม่
ตอ้งใชม้ลัติกริด 

 

   
(ก) (ข) 

  

รูปท่ี 4.2   ล าดบัการรวมกริดละเอียดเป็นกริดหยาบ 
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(ก) (ข) 

  
(ค) (ง) 

  

รูปท่ี 4.3   ล าดบัการสร้างกริดหยาบมีลกัษณะทวนเขม็นาฬิกา 
 

4.3 การสอบเทยีบความถูกต้องของวธีิ LAMG 
 ผลการจ าลองปัญหาสมการลาปลาซในสมการท่ี (4-1) ดว้ยกริดขนาด 8060 บนเง่ือนไข
ขอบท่ีก าหนดใหข้อบบนมีค่าหน่ึงร้อยและขอบท่ีเหลือมีค่าเป็นศูนย ์แสดงดงัรูปท่ี 4.4   
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รูปท่ี 4.4  ผลการค านวณดว้ยวธีิเชิงตวัเลขปัญหาการแพร่ 2 มิติ 
 

ความถูกต้องของผลค านวณด้วยวิธีเชิงตวัเลขถูกสอบเทียบกับผลเฉลยแม่นตรงในสมการ (4-2) 
แสดงดงัรูปท่ี 4.5 การเปรียบเทียบใชต้ าแหน่งพิกดั (x, y) ซ่ึงเป็นต าแหน่งจุดต่อบนโดเมน โดยเทียบ
พิกดัต าแหน่งเดียวกนั การสอบเทียบใชผ้ลจากการค านวณแบบกริดเชิงเด่ียวร่วมเทียบกนั วิธี LAMG 
และวิธี GAMG ดว้ย (รูปท่ี 4.5 บน) ผลค านวณวิธีเชิงตวัเลขทั้งสามวิธีให้ผลการค านวณสอดคลอ้ง
กนั และมีแนวโนม้สอดคลอ้งกบัผลเฉลยแม่นตรง ความคลาดเคล่ือนมีค่ามากบริเวณกลางโดเมน ซ่ึง
เป็นบริเวณมีความผนัแปรขอ้มูลสูงและไดรั้บอิทธิพลจากเง่ือนไขขอบทุกดา้น ประกอบกบัการใช้
จ  านวนกริดน้อยท าให้เกิดความคลาดเคล่ือนมาก อยา่งไรก็ตามจากภาพแสดงให้เห็นว่า วิธี LAMG 
ให้ผลการค านวณท่ีลู่เขา้สู่ค  าตอบไดแ้ม่นย  าเทียบเท่ากบัวิธี GAMG และผลวิธีกริดเชิงเด่ียวก็ให้ค่า
คลาดเคล่ือนท่ีสอดคลอ้งกนั นัน่แสดงให้เห็นว่าพฤติกรรมค่าคลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนเป็นพฤติกรรม
อนัมีผลจากการใชจ้  านวณกริดไม่เหมาะสมไม่ไดเ้กิดจากวิธีการค านวณเชิงตวัเลขท่ีมีปัญหา และค่า
คลาดเคล่ือนท่ีเกิดข้ึนน้ีจะลดลงไปเม่ือค านวณดว้ยกริดท่ีละเอียดสูงข้ึน 
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รูปท่ี 4.5    สอบเทียบความแม่นย  ากรณีปัญหา 2 มิติดว้ยขนาด 8060 กริด  
           (บน) ผลค านวณวธีิเชิงตวัเลขเทียบกบัค่าแม่นตรง  

                                      (ล่าง)ความคลาดเคล่ือนของการค านวณเชิงตวัเลข  
 

4.4 ผลการจ าลองและอภิปรายผล 
 การตรวจสอบการลู่เขา้พิจารณาจากอตัราการลดลงของเศษเหลือ (2-7) โดยเทียบกบัเศษ
เหลือของการค านวณในรอบแรกในรูปของยูคลิดนอร์ม (2-9) ดงันั้นการตรวจสอบการลู่เขา้เป็นไป
ตามความสัมพนัธ์ดงัสมการ (4-4)  
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(1)

2

i

BC

r


r
           (4-5) 

 
เม่ือ (1)

2
r  คือนอร์มของเศษเหลือท่ีไดจ้ากการค านวณในรอบท่ีหน่ึง การศึกษาผลกระทบค่าเร่ิมตน้ 

พิจารณาการก าหนดค่าเร่ิมตน้ใน 2 กรณีคือ กรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยแ์ละกรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ ไดผ้ล
ดงัน้ี 
 

4.4.1  กรณค่ีาเร่ิมต้นศูนย์ 
 พิจารณาการลดลงของเศษเหลือและจ านวนกริดท่ีใช้ในการค านวณแต่ละรอบ 

แสดงดงัรูปท่ี 4.6 แกน x แทนจ านวนรอบการค านวณ แกน y แทนค่าเศษเหลือสูงสุด แสดงผลบน
แกนล็อกกาลิทึม และจ านวนจุดต่อท่ีใชใ้นแอกทีพโซน ขอ้มูลเปรียบเทียบผลการค านวณระหวา่งวิธี 
LAMG กบัวิธี GAMG การลดลงของเศษเหลือพบว่า วิธี LAMG และ GAMG ให้พฤติกรรม 
การลดลงของเศษเหลือสอดคล้องและได้ค่าใกล้เคียงกนั พิจารณาจ านวณกริดท่ีใช้ในการค านวณ
พบวา่ ในรอบตน้ของการค านวณถึงรอบท่ี 90 วิธี LAMG ค านวณดว้ยกริดคลุมเกือบทั้งโดเมน (เป็น
แอกทีพโหนดเกือบทั้งหมด) แอกทีพโซนเร่ิมมีการปรับขนาดเล็กลงหลงัรอบการค านวณท่ี 90 และ
ลดลงอยา่งรวดเร็วจนกระทัง่ลู่เขา้สู่ค  าตอบ  
 

 
 

รูปท่ี 4.6   จ านวนกริดท่ีใชแ้ละการลดลงของเศษเหลือกรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยบ์นกริดขนาด 8060 กริด 
 

พิจารณาขนาดแอกทีพโซนในระหวา่งการค านวณท่ีก าลงัลู่เขา้ (รูปท่ี 4.7) เมเชอร์
โซนแทนดว้ยบริเวณพื้นสีขาว แอกทีพโซนคือส่วนท่ีแรเงา พบว่าขนาดแอกทีพโซนคลุมเกือบทั้ง
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โดเมนในช่วงรอบตน้ของการค านวณและลดขนาดอย่างรวดเร็วในช่วงรอบการค านวณช่วงทา้ย  
การปรับปรุงเร่ิมจากขอบทั้งส่ีดา้นค่อย ๆ ลดขนาดเขา้มายงับริเวณตรงกลาง จนกระทัง่ลู่เขา้โดยใช้
การค านวณ 111 รอบ ลกัษณะการปรับปรุงพื้นท่ีแอกทีพโซนน้ีไม่สอดคลอ้งเท่าท่ีควรกบัลกัษณะ
พฤติกรรมของผลเฉลยในรูปท่ี 4.4 กล่าวคือบริเวณขอบดา้นบนผลเฉลยมีค่าสูง  100  และลด
ล าดบัลงมายงัขอบอ่ืนโดยรอบซ่ึงมีค่าขอบเป็นศูนย ์แต่ลกัษณะการปรับปรุงแอกทีพโซนกลบัไม่
สอดรับกบัฟังก์ชันการเปล่ียนแปลงดังกล่าว เพื่อหาเหตุผลถึงพฤติกรรมการปรับแอกทีพโซนท่ี
เกิดข้ึน จึงตอ้งพิจารณาผลการค านวณบนกริดละเอียดเพิ่มเติม 
 

  
Cycle 90 Cycle 100 

  
Cycle 105 Cycle 110  

 
รูปท่ี 4.7   ล าดบัการปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยบ์นโดเมนขนาด 8060 กริด 

 
การทดสอบถูกน าไปค านวณบนกริดท่ีละเอียดข้ึนขนาด 400300  จุดบนเง่ือนไข 

การค านวณเดียวกนั เพื่อศึกษาการปรับปรุงพื้นท่ีแอกทีพโซน เม่ือระบบสมการใหญ่ข้ึน การจ าลอง
ไดผ้ลแสดงดงัรูปท่ี 4.8 ขอ้มูลเปรียบเทียบกนัระหวา่งวิธี LAMG และวิธี GAMG  ในรอบตน้วิธี 
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LAMG ใช้จ  านวนจุดต่อต ่า มีแอกทีพโซนขนาดเล็ก เน่ืองจากเป็นขอ้ด้อยของวิธีการค านวณท่ี
ก าหนดค่าเร่ิมตน้ดว้ยศูนย ์ท าใหแ้อกทีพโซนท่ีตรวจพบไม่สะทอ้นการลู่เขา้ของการค านวณท่ีแทจ้ริง 
เม่ือรอบค านวณเพิ่มข้ึนแอกทีพโซนเพิ่มขนาดโดยล าดบักระทั้งใช้จุดต่อเท่ากบัวิธี GAMG เม่ือถึง
รอบการค านวณท่ี 250 จ านวณจุดต่อท่ีใช้ค  านวณลดลง แอกทีพโซนลดขนาดลงโดยล าดบักระทัง่ 
ลู่เขา้โดยใชก้ารค านวณ 364 รอบ ซ่ึงน้อยกว่าวิธี GAMG ท่ีใช้ 482 รอบ พิจารณาการลดลงของ 
เศษเหลือ พบว่าทั้งสองวิธีลดลงในอตัราเดียวกนั เม่ือถึงรอบการค านวณท่ี 250 วิธี LAMG เร่ิมให ้
การลดลงของค่าเศษเหลือ ท่ีเร็วกว่าวิธี GAMG สาเหตุมาจากมีการปรับลดขนาดแอกทีพโซนใน 
การค านวณ ดงัจะเห็นจากจ านวนกริดท่ีใชห้ลงัรอบการค านวณท่ี 250 ลดลงอยา่งรวดเร็ว ส่งผลให้วิธี 
LAMG ใชร้อบการค านวณท่ีนอ้ยกวา่วธีิ GAMG พิจารณาพฤติกรรมการปรับปรุงแอกทีพโซนแสดง
ดงัรูปท่ี 4.9 พื้นท่ีสีเขม้แทนแอกทีพโซนและส่วนท่ีเหลือเป็นเมเชอร์โซน การปรับปรุงแอกทีพโซน
เร่ิมจากขอบทั้งส่ีดา้นเขา้สู่บริเวณกลางโดเมน บนโดนเมนท่ีใชก้ริดละเอียดข้ึน (400300) ท าให้เห็น
ไดช้ดัเจนวา่การปรับปรุงพื้นท่ีแอกทีพโซนเป็นไปอยา่งไม่มีแบบแผนไร้ทิศทางท่ีแน่นอน และเป็นท่ี
น่าสังเกตวา่แอกทีพโซนนอกจากจะเป็นพื้นท่ีเดียวต่อเน่ืองแลว้ยงัพบวา่มีบางบริเวณเป็นช่องวา่งของ
พื้นท่ีเมเชอร์โซนอีกด้วย ขอบชัว่คราวของแอกทีพโซนจึงมีรูปร่างท่ีปรับตามสภาพค่าเศษเหลือท่ี 
สูงกว่าเง่ือนไขก าหนดท่ีตรวจจับได้ แสดงถึงความยืดหยุ่นของวิธี LAMG ในการก าหนด 
แอกทีพโซน 

 

 
 

รูปท่ี 4.8   จ านวนกริดท่ีใชแ้ละการลดลงของเศษเหลือกรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์
                                      บนกริดขนาด 400300 กริด 
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Cycle 250 Cycle 300 

  
Cycle 310 Cycle 320 

 
รูปท่ี 4.9   ล าดบัการปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีค่าเร่ิมตน้ศูนยบ์นโดเมนขนาด 400300 กริด 

 
 4.4.2 กรณค่ีาเร่ิมต้นกริดหยาบ 
  การค านวณใชค้่าท่ีไดจ้ากการค านวณบนกริดหยาบขนาด 86 กริด แลว้ส่งขอ้มูล
มายงักริดละเอียด ซ่ึงเป็นหลกัการเดียวกบัท่ีใช้บนกรณีปัญหา 1 มิติ ผลการจ าลองบนกริดขนาด 
400300 กริดแสดงดงัรูปท่ี 4.10 วธีิ LAMG ใชก้ริดทั้งโดเมนจนกระทัง่รอบการค านวณท่ี 80 กริดท่ี
ใช้ค  านวณเร่ิมปรับตวัลดลงโดยล าดบัระหว่างรอบการค านวณท่ี 150 ถึง 350 วิธี LAMG ใช้กริด
ค านวณในระดับต ่าแต่ยงัไม่สามารถลู่เข้าสู่ค  าตอบได้แสดงให้เห็นถึงการขนาดเสถียรภาพของ 
แอกทีพโซน อยา่งไรก็ตามวิธี LAMG ลู่เขา้ท่ี 349 ซ่ึงนอ้ยกวา่วิธี GAMG ท่ีใชก้ารค านวณ 392 รอบ 
เม่ือพิจารณาอตัราการลดลงของเศษเหลือพบว่ามีแนวโน้มอตัราการลดลงท่ีสอดคล้องกนัโดยวิธี 
LAMG มีอตัราการลดลงเร็วกว่าวิธี GAMG เล็กน้อย ขณะท่ีเม่ือพิจารณาพฤติกรรมการปรับปรุง 
แอกทีพโซนดงัแสดงในรูปท่ี 4.11  พบวา่การปรับปรุงแอกทีพโซนก่อนการลู่เขา้ยงัคงมีลกัษณะท่ี 
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ไม่มีแบบแผนเช่นเดียวกบักรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์นอกจากน้ียงัพบวา่ลกัษณะการปรับปรุงแอกทีพโซน
เป็นลกัษณะการปรับปรุงท่ีไม่มีเสถียรภาพ แมว้า่การค านวณใชค้่าเร่ิมตน้จากกริดหยาบท่ีเป็นวิธีท่ีให้
เสถียรภาพแอกทีพโซนสูงในกรณีปัญหา 1 มิติ ดงัจะเห็นว่าแอกทีพโซนบนการค านวณรอบท่ี 200 
ไม่อยูบ่นแอกทีพโซนในรอบท่ี 150 ขณะเดียวกนัแอกทีพโซนบนรอบท่ี 300 ก็ไม่อยูบ่นแอกทีพโซน
ในรอบท่ี 200 เช่นเดียวกนั ลกัษณะเช่นน้ีแสดงให้เห็นว่าการปรับปรุงแอกทีพโซนแมล้ดลงโดย
ล าดบัแต่จะไม่อยูบ่ริเวณเดิมซ่ึงแสดงถึงเมเชอร์โซนไม่สะทอ้นการลู่เขา้ท่ีแทจ้ริง กรณีเช่นน้ีเกิดจาก
เศษเหลือท่ีอยูใ่นโหมดความถ่ีต ่าและเขา้ใกลเ้ง่ือนไขลู่เขา้ประกอบกบัลกัษณะปัญหาท่ีมีรูปสมการ
สมมาตรท าให้ทิศทางการลู่เขา้ไร้ทิศทาง การค านวณทั้งโดเมนท าให้เกิดการกระเพื่อมของค่าเศษ
เหลือท่ีเขา้ใกลเ้ง่ือนไขขอบชัว่คราวท าใหแ้อกทีพโซนปรับตวัมีลกัษณะท่ีขาดเสถียรภาพดงักล่าว 

 

 
 

รูปท่ี 4.10   จ  านวนกริดท่ีใชแ้ละการลดลงของเศษเหลือกรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบ 
       บนกริดขนาด 400300 กริด 
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Cycle 100  Cycle 150 

  
Cycle 200 Cycle 300 

 
รูปท่ี 4.11  ล าดบัการปรับปรุงแอกทีพโซนกรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบบนโดเมนขนาด 400300 กริด 

 
ผลเปรียบเทียบการค านวณดว้ยวิธี LAMG และ GAMG ของเง่ือนไขเร่ิมตน้ค่าศูนย์

และเง่ือนไขเร่ิมตน้กริดหยาบแสดงในตารางท่ี 4.1 ในรูปแบบจ านวนรอบท่ีใช้ในการค านวณและ
เวลาท่ีการค านวณประหยดัได ้พบว่า วิธี LAMG ใช้จ  านวนรอบการค านวณและเวลาน้อยกว่าวิธี 
GAMG ทุกกรณี กรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์บนโดเมนขนาด 8060 (4800 จุดต่อ) และขนาด 400300  
(120000 จุดต่อ) วิธี LAMG ใชร้อบการค านวณนอ้ยกวา่วิธี GAMG 18 รอบและ 118 รอบตามล าดบั
และประหยดัเวลาได ้16.82% และ 35.11% ตามล าดบั กรณีค่าเร่ิมตน้กริดหยาบพบวา่ใชร้อบค านวณ 
น้อยกว่ากรณีค่าเร่ิมตน้ศูนย ์ขณะเดียวกนัวิธี LAMG ยงัประหยดัเวลาการค านวณกว่าวิธี GAMG  
ไดม้ากถึง 23.29% และ 39.98% ในกรณีใชก้ริด 8060 (4800 จุดต่อ) และขนาด 400300 (120000  
จุดต่อ) ตามล าดบั 
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ตารางท่ี 4.1 ผลเปรียบเทียบการค านวณระหวา่งวธีิ LAMG และวธีิ GAMG 
Zero initialization 

No Node 
GAMG LAMG Time 

save (%) Cycle Time(second) Cycle Time(second) 
1 8060 (4800) 129 1.07 111 0.89 16.82 
2 400300 (120000) 482 116.41 364 107.98 35.11 

Coarse-grid initialization 
3 8060 (4800) 85 0.73 69 0.56 23.29 
4 400300 (120000) 392 135.62 349 81.4 39.98 

 

4.5 วเิคราะห์และสรุปผลการจ าลองปัญหา 2 มติ ิ
การปรับปรุงแอกทีพโซนบนปัญหา 2 มิติท่ีแสดงขา้งตน้มีความแตกต่างจากการปรับปรุง

พื้นท่ีบนปัญหาแบบ 1 มิติท่ีแสดงในบทท่ี 3 กล่าวคือแอกทีพโซนบนปัญหา 2 มิติมีลกัษณะไม่มีแบบ
แผน คาดการณ์ขนาดและการเคล่ือนตวัไปของพื้นท่ีไม่ได ้ส่วนปัญหา 1 มิติ การปรับปรุงแอกทีพ
โซนจะเคล่ือนไปยงัพื้นท่ีท่ีมีการเปล่ียนแปลงสูง ปัญหา 2 มิติท่ีใช้ทดสอบ (สมการท่ี 4-1) เป็น
สมการอนุพนัธ์อนัดบัสอง เม่ือกระจายเป็นระบบสมการพีชคณิตแลว้ไดเ้มทริกซ์ท่ีมีความสมมาตร 
แต่ปัญหา 1 มิติแสดงในบทท่ี 3 พบวา่ทั้ง 4 กรณีทดสอบมีรูปแบบเมทริกซ์ท่ีไม่สมมาตร ดงันั้นเพื่อ
ศึกษาผลของรูปแบบระบบสมการต่อการปรับปรุงแอกทีพโซน จึงได้ก าหนดปัญหาฮอโมจีเนีย
สแบบ 1 มิติ ท่ีมีเง่ือนไขขอบเป็นศูนยข้ึ์นมาทดสอบ ดงัสมการต่อไปน้ี  

 

, 1 1 , , 1 1 0,i i i i i i i i ia a a          1 i n         (4-6) 

0 1 0n     
 
กรณีปัญหาแบบสมมาตร ก าหนดค่าสัมประสิทธ์ิดงัน้ี 
 

, 1 , 1 1.0i i i ia a     และ 
, , 1 , 1i i i i i ia a a           (4-7) 

 
ส่วนกรณีปัญหาแบบไม่สมมาตร ก าหนดค่าสัมประสิทธ์ิดงัน้ี  
 

, 1 1.2,i ia     
, 1 1.0i ia     และ 

, , 1 , 1i i i i i ia a a          (4-8) 
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ใช้ฟังก์ชันไซน์แอมปริจูดเท่ากับหน่ึงเป็นค่าเร่ิมต้น กรณีทดสอบทั้ งสองน้ี มีค าตอบสุดท้าย
เหมือนกนัคือเท่ากบัศูนย ์ผลการค านวณเปรียบเทียบทั้ง 2 กรณี แสดงดงัรูปท่ี 4.12  
 

 

 
 
รูปท่ี 4.12   เปรียบเทียบการลดของค่าคลาดเคล่ือนระหวา่งปัญหาแบบสมมาตรและไม่สมมาตร 

                       ปัญหาสมมาตร(บน) ปัญหาไม่สมมาตร(ล่าง) 
 
จะสังเกตเห็นวา่ลกัษณะการปรับลดลงของความคลาดเคล่ือนทั้ง 2 กรณีมีความแตกต่างอยา่งชดัเจน 
กรณีปัญหาแบบสมมาตรความคลาดเคล่ือนลดลงแบบสม ่าเสมอพร้อมกนัทั้งโดเมน (รูปท่ี 4.12 บน)  
ซ่ึงเทียบเคียงกบัปัญหาสมมาตรในสมการท่ี (4-1) การลดลงของความคลาดเคล่ือนแบบสม ่าเสมอ
ลกัษณะน้ียากแก่การก าหนดพื้นท่ีแอกทีพโซน เพราะพื้นท่ีแอกทีพโซนคลุมพื้นท่ีทั้งหมดไวแ้ละ 
ความคลาดเคล่ือนจะลดลงพร้อมกนัทั้งโดเมน พฤติกรรมเช่นน้ีสอดคลอ้งกบัการปรับปรุงแอกทีพ
โซนของปัญหา 2 มิติท่ีน าเสนอไป ซ่ึงพบวา่แอกทีพโซนปรับตวัไดช้า้ในช่วงตน้ เม่ือค่าคลาดเคล่ือน
ลดลงพฤติกรรมการปรับพื้นท่ีแอกทีพโซนเป็นไปอยา่งไร้ทิศทางและขาดเสถียรภาพ ท าให้ลู่เขา้ได้
ชา้กวา่ท่ีควรจะเป็น ขณะท่ีปัญหาแบบไม่สมมาตรซ่ึงเทียบเคียงกบักรณีทดสอบทั้ง 4 กรณีในบทท่ี 3 
พบวา่การลดลงของความคลาดเคล่ือนเกิดข้ึนทีละส่วน (ดูรูปท่ี 4.12 ล่าง) โดยเร่ิมลดลงจากกดา้นท่ีมี
ค่าสัมประสิทธ์ิมากกวา่ (ในกรณีทดสอบน้ีลดลงจากซ้ายไปขวา) ลกัษณะปัญหาท่ีไม่สมมาตรเช่นน้ี 
ส่งผลดีต่อเทคนิคการค านวณเฉพาะบริเวณของวธีิ LAMG กล่าวคือบริเวณท่ีความคลาดเคล่ือนลดลง
ก่อนจะเป็นเมเชอร์โซน ท าใหก้ารลดแอกทีพโซนเป็นไปอยา่งมีเสถียรภาพ 
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บทที ่5  
บทสรุปและข้อเสนอแนะ 

 
 จากกรณีทดสอบท่ีก าหนดข้ึน ทั้งกรณีปัญหาแบบ 1 มิติและ 2 มิติ  เพื่อทดสอบอลักอริทึม
ของการค านวณดว้ยวธีิเชิงตวัเลข ท่ีใชห้ลกัการค านวณแบบเฉพาะบริเวณ สามารถสรุปไดด้งัน้ี 
 

5.1 บทสรุปเทคนิคการค านวณมลัติกริดแบบเฉพาะบริเวณ 
 เทคนิคการค านวณมลัติกริดเฉพาะบริเวณ LAMG ท่ีพฒันาข้ึน  การค านวณจะเกิดข้ึนเฉพาะ
บริเวณท่ีมีความคลาดเคล่ือนสูงกวา่เกณฑ์ก าหนดเรียกวา่ แอกทีพโซน เกณฑ์ความคลาดเคล่ือนท่ีใช้
ก าหนดแอกทีพโซนเรียกว่าเ ง่ือนไขขอบชั่วคราว ประกอบด้วยค่าเศษเหลือและค่าร้อยละ 
ความคลาดเคล่ือน ส่วนบริเวณนอกเหนือจากแอกทีพโซนจะไม่ถูกค านวณดว้ยมลัติกริด โดยถือว่า 
เป็นบริเวณท่ีลู่เขา้แลว้ การค านวณดว้ยวิธี LAMG น้ีสามารถใช้ค่าเร่ิมตน้ใด ๆ ได ้โดยไม่ส่งผล
กระทบต่อความถูกตอ้งของค าตอบ การก าหนดค่าเร่ิมตน้โดยใช้ค่าประมาณจากกริดหยาบท าให ้
การค านวณมีเสถียราาพท่ีสุดและใชเ้วลาในการค านวณน้อยสุด ความมีเสถียราาพของการค านวณ  
ดูไดจ้ากขนาดแอกทีพโซนท่ีลดลงโดยล าดบั เสถียราาพของแอกทีพโซนข้ึนอยูก่บัการก าหนดค่า
เง่ือนไขขอบชัว่คราว การตั้งค่าเง่ือนไขขอบชัว่คราวไวสู้งจะให้เสถียราาพของขอบพื้นท่ีแอกทีพ
โซนต ่า ขณะท่ีค่าเง่ือนไขขอบชัว่คราวค่านอ้ยเกินไปการปรับปรุงพื้นท่ีแอกทีพโซนจะท าไดช้า้และ
เปลืองการค านวณโดยไม่จ  าเป็น  เง่ือนไขขอบชัว่คราวท่ีเหมาะสมควรมีค่าไม่มากกวา่เง่ือนไขหยุด
การค านวณ (ค่าความคลาดเคล่ือนหรือความแม่นย  าท่ีผูค้  านวณตอ้งการ) วิธี LAMG ใชไ้ดผ้ลดีกบั
ปัญหาท่ีไม่สมมาตร การลู่เขา้ในแต่ละบริเวณจะไม่พร้อมกนั กรณีปัญหาสมมาตรการค านวณดว้ยวิธี 
LAMG จะให้ประสิทธิาาพไม่ดี เน่ืองจากพฤติกรรมการลู่เขา้เป็นลกัษณะสม ่าเสมอทั้งโดเมน 
อยา่งไรก็ตามแมก้รณีปัญหาแบบสมมาตรวิธี LAMG ก็ยงัสามารถช่วยให้การค านวณประหยดัข้ึนได้
เช่นกนั การประหยดัการค านวณท่ีเกิดข้ึนใหป้ระโยชน์ในแง่การลดเวลาการค านวณลง 
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5.2 ข้อเสนอแนะ 
เทคนิคการค านวณเฉพาะบริเวณ LAMG ท่ีน าเสนอในงานวิจยัน้ีออกแบบให้มีความยืดหยุน่

ส าหรับประยุกต์เขา้กบัเทคนิคการค านวณเชิงตวัเลขใด ๆ ท่ีใช้การค านวณแบบมลัติกริดหรือแบบ 
กริดเชิงเด่ียวท่ีใชก้ารค านวณทั้งโดเมนเพื่อลดเวลาการค านวณ วิธี LAMG เหมาะส าหรับปัญหาท่ีมี
รูปสมการพีชคณิตไม่สมมาตร ซ่ึงมีขอ้เสนอแนะส าหรับการพฒันาต่อดงัน้ี 

- ปรับปรุงอลักอริทึมใหส้ามารถคน้หาแอกทีพโซนไดม้ากกวา่ 1 บริเวณ 
- พฒันาเง่ือนไขการตรวจสอบการลู่เขา้ เพื่อใชส้ าหรับการก าหนดแอกทีพโซนให้แม่นย  าข้ึน 

ใหเ้มเชอร์โซนสะทอ้นการลู่เขา้ท่ีแทจ้ริง 
- ปรับใช้วิธี LAMG กบัเทคนิคมลัติกริดอ่ืนท่ีมีประสิทธิาาพสูงเพื่อเพิ่มประสิทธิาาพให ้

ดียิง่ข้ึน 
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