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ซอฟตแวรในงานวิจัยนี้ไดรับการพัฒนาขึ้นเพื่อวิเคราะหการไหลในสภาวะคงตัว (Steady
State) สองมิต ิและความเร็วของการไหลต่ํ ากวาความเร็วเสียง ซอฟตแวรพัฒนาข้ึนบนพ้ืนฐานของ
ระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัด (Finite Volume Method) โดยคาของตัวแปรทั้งหมดถูกเก็บไวที่ต ําแหนง
เดียวกัน (Collocated Grids) และใชวิธีการประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow (Rhie and Chow
Interpolation) เพื่อหลีกเลี่ยงปญหาการไมเกาะเกี่ยวกันระหวางความเร็วกับความดัน แบบจํ าลอง
การปนปวนประเภทสองสมการ (Two-Equation Turbulence Model) ถูกน ํามาใชในกรณีที่การไหล
เปนแบบปนปวน ซอฟตแวรสามารถวิเคราะหการไหลไดหลากหลายรูปแบบ ไดแก การไหลแบบ
ไมอัดตัว (Incompressible Flow) การไหลแบบอัดตัวได (Compressible Flow) การไหลแบบราบ
เรียบ (Laminar Flow) และการไหลแบบปนปวน (Turbulent Flow) ซอฟตแวรไดรับการทดสอบ
โดยการเปรียบเทียบผลการคํ านวณกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห ขอมูลที่ไดจากการทดลอง และผลจาก
การค ํานวณเชิงตัวเลขท่ีเปนท่ียอมรับ
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The software of this research work is developed for the analysis of steady two-
dimensional flow at subsonic speed. The software is developed on the basis of the finite volume
method. All the variables are treated on the collocated grid system and the Rhie and Chow
interpolation is used to avoid the decoupling between the velocity and the pressure. The two-
equation turbulence model is used for the simulation of turbulent flow. The software can analyze
various flows: incompressible flow, compressible flow, laminar flow and turbulent flow. The
software is tested and validated by comparing the computed results with the analytical solution,
the experimental data and the acceptable numerical solution.
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แบบปนปวนและไมอัดตัวบนแผนเรียบท่ี !"!#$% =θ                                                      53
5.7! การกระจายตัวของอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน

ของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและไมอัดตัวบนแผนเรียบที ่ !"!#$% =θ           54
5.8! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบ

และอัดตัวไดบนแผนเรียบท่ีเลขมัค 0.4, 0.6, 0.8, 4 และ 8                                                54
5.9! การกระจายตัวของอุณหภูมิของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบ

และอัดตัวไดบนแผนเรียบท่ีเลขมัค 0.4, 0.6 และ 0.8                                                        55
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5.10! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และอัดตัวไดบนแผนเรียบ เม่ือ &'"(#) =∞  และ P0 = 163.7 kPa                                     55

5.11! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และอัดตัวไดบนแผนเรียบ เม่ือ &'"(#) =∞  และ P0 = 163.7 kPa                                     56

5.12! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และอัดตัวไดบนแผนเรียบ เม่ือ &'"(#) =∞  และ P0 = 163.7 kPa                                     56

5.13! ความสัมพันธระหวาง *$%∆  กับ 
+

$%θ  ของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และอัดตัวไดบนแผนเรียบ                                                                                                 57

5.14! การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์ความดันสถิตที่พื้นผิวของการไหลแบบปนปวน
และไมอัดตัวผานสวนโคงกลม                                                                                          57

5.15! การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวของการไหลแบบปนปวน
และไมอัดตัวผานสวนโคงกลม                                                                                          58

5.16! การกระจายตัวของ Ue ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลม           58
5.17! ลูกศรความเร็วท่ีระยะ x ตาง ๆ ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลม                                                                                                               59
5.18! เสนคอนทัวรของความดันของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลม     59
5.19! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 6/12                                                                           60
5.20! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 8/12                                                                           60
5.21! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 10/12                                                                         61
5.22! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 11/12                                                                         61
5.23! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 12/12                                                                         62



10

สารบัญรูป (ตอ)

รูปท่ี หนา

5.24! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 13/12                                                                         62

5.25! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 14/12                                                                         63

5.26! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 16/12                                                                         63

5.27! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 20/12                                                                         64

5.28! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 26/12                                                                         64

5.29! การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 32/12                                                                         65

5.30! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = -6/12                                                                         65

5.31! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 6/12                                                                           66

5.32! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 8/12                                                                           66

5.33! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 10/12                                                                         67

5.34! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 11/12                                                                         67

5.35! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 12/12                                                                         68

5.36! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 13/12                                                                         68



11

สารบัญรูป (ตอ)

รูปท่ี หนา

5.37! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 14/12                                                                         69

5.38! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 16/12                                                                         69

5.39! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 20/12                                                                         70

5.40! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 26/12                                                                         70

5.41! การกระจายตัวของความเคน ', ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 32/12                                                                         71

5.42! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 6/12                                                                           71

5.43! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 8/12                                                                           72

5.44! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
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5.45! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
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5.46! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
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5.48! การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
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A สัมประสิทธิ์ที่เกิดจากการจัดรูปสมการตามอยางระเบียบวิธีปริมาตรจ ํากัด
*

)

$$

"
"(

&
$
%'* δ

δ
−γ=

φ* พจนท่ีกอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของ φ
B

η∂
∂−

η∂
∂= +,-,, ./

Bu
η∂
∂η∆ξ∆−= -

0
, /

1

/

Bv
η∂
∂η∆ξ∆= +

0
, .

1

.

23 สัมประสิทธิ์ความเสียดทานบนพื้นผิว 
$

)
2

4
$
%

3
∞ρ

τ
=

53 สัมประสิทธิ์ความดันบนพื้นผิว หรือคาความรอนจํ าเพาะที่ความดันคงที่
.3 คาความรอนจํ าเพาะที่ปริมาตรคงที่
%3 คาคงทีตั่วท่ี 1 ของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน C1=1.44
$3 คาคงทีตั่วท่ี 2 ของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน C2=1.92
µ3 คาคงท่ีของ 6µ , 78973 =µ

C
ξ∂
∂−

ξ∂
∂= -3+33 /.

/3
ξ∂
∂η∆ξ∆= -

0
3 /

1

/

.3
ξ∂
∂η∆ξ∆−= +

0
3 .

1

.

D พจนเสริมของสมการพลังงานจลนของการปนปวน 









∂
∂











∂
∂

ρ
µ=

:: +
;

+
;$<

"= พลังงานรวมจ ําเพาะ ;>"3= ." ++=

E พจนเสริมของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน











∂∂

∂










∂∂

∂
ρρ

µµ
=

?;

:
$

?;

:
$

6

++
/(

++
/($@

µ2 ฟงกชันการหนวงของ 6µ , 

























 +

−=µ $
6

A7
!

%

B9C=+52
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คํ าอธิบายสัญลักษณและค ํายอ (ตอ)

%2 ฟงกชันการหนวงตัวที่ 1 ของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน f1=1.0
$2 ฟงกชันการหนวงตัวที่ 2 ของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน

( )$6$ !=+5C97%2 −−=

h เอนทัลป
D จาโคเบียนของการแปลงพิกัด 

η∂
∂

ξ∂
∂−

η∂
∂

ξ∂
∂= +--+D

; พลังงานจลนของการปนปวน ( )$$ ./
$
%; ′+′=

+; $/
;;
τ

+ =

"; สัมประสิทธิ์ความรอน
K พลังงานจลนของการไหลเฉลี่ย ( )$$ ./

$
%> +=

L ความยาวของแผนเรียบ
Lc ความยาวคอรดของสวนโคงกลม
1? เทอมที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของสมการความดันและสมการคาแกไขความ

ดัน
M เลขมัค
Mt เลขมัคของการปนปวน $

$
6 #

;$& =

5 ความดัน
5 ′ คาแกไขความดัน
75 ความดันรวม

Pr เลขพรันดเทิล 
"

1

;
3

1'
µ

=

q ฟลักซความรอน
r Recovery Factor มีคาเทากับ 0.89 ส ําหรับการไหลแบบปนปวน
R คาคงที่ของแกส (Gas Constant)

6! เรยโนลดสนัมเบอรของการปนปวน 
µε
ρ=

$

6
;!

E!= เรยโนลดสนัมเบอร 
µ

ρ
= ∞E4

!=E

+!= เรยโนลดสนัมเบอร 
µ

ρ
= ∞+4

!=+
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คํ าอธิบายสัญลักษณและค ํายอ (ตอ)

θ!= เรยโนลดสนัมเบอร 
µ
θρ

= ∞
θ

4
!=

φF พจนท่ีกอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของ φ
/
:F คาเฉลี่ยของพจนท่ีกอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสีย โดยไมคิดผลเน่ืองจากความชันของ

ความดันของสมการ x-Momentum
.
:F คาเฉลี่ยของพจนท่ีกอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสีย โดยไมคิดผลเน่ืองจากความชันของ

ความดันของสมการ y-Momentum
:G6 เทนเซอรของความเคน
" อุณหภูมิ
u ความเร็วในแนวแกน x
:/ ความเร็วท่ีเขียนอยูในรูปของเทนเซอร

H/



















+

−
= δ−δ

$$

$

%H

*B#

#
/(
/(*$

I:J
*
/(

/

+/
τ

+ =
/
//

/K Pseudovelocity

τ/ ρ
τ

=τ
)/

4
η∂
∂−

η∂
∂

= +.
-

/4

∞4 ความเร็วท่ี Free-Stream
./ ′′ ความเคนของเรยโนลดส

+′′./ $/
././
τ

+ ′′
=′′

. ความเร็วในแนวแกน y

.K Pseudovelocity
V

ξ∂
∂

−
ξ∂
∂=

-
/+.L

x พิกัด x  ของระบบพิกัดฉาก
:+ ระบบพิกัดฉากที่เขียนอยูในรูปของเทนเซอร

y พิกัด y  ของระบบพิกัดฉาก
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คํ าอธิบายสัญลักษณและค ํายอ (ตอ)

y+

)

) -/-
µ

ρ
= τ+

α
$$

-+






η∂
∂+





η∂
∂=α

"=α ตัวประกอบผอนคลายสํ าหรับพลังงานรวม
/α ตัวประกอบผอนคลายสํ าหรับความเร็วในทิศทางตามทิศทางของการไหล
.α ตัวประกอบผอนคลายสํ าหรับความเร็วในทิศทางที่ตั้งฉากกับทิศทางของการไหล
εα ตัวประกอบผอนคลายอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน
;α ตัวประกอบผอนคลายพลังงานจลนของการปนปวน

β
η∂
∂

ξ∂
∂+

η∂
∂

ξ∂
∂=β --++

δ ความหนาของช้ันชิดผิวโดยวัดจากพ้ืนผิวจนถึงตํ าแหนง ∞= 48897/

:Gδ Kronecker Delta
H∆ 






δ









 −
δ=∆ ∫

τ

δ -M
/
//%

7

HH
H

ε อัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน <MI +ε+ε=ε

+ε N/OP B
τ

+ ρµε=ε

Mε Dilatation Dissipation Rate of k  ซึ่งเปนสวนของการไหลแบบอัดตัวได I
$
6M & ε=ε

Iε Solenoidal Dissipation Rate of k  ซึ่งเปนสวนของการไหลแบบไมอัดตัว
η พิกัด η  ของระบบพิกัดวัตถุ
?#+η จํ านวนเสนกริดทั้งหมดของพิกัด η

φ ตัวแปรใดๆ

γ อัตราสวนของคาความรอนจํ าเพาะ หรือ 
$$

-+






ξ∂
∂+





ξ∂
∂=γ

Γ สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย
Π

G

:
G: +
/

//
∂
∂′′−=Π

µ ความหนืดพลวัตร

6µ ความหนืดของการปนปวน 
ε

ρ=µ µµ

$

6
;2Q

ω อัตราการสูญเสียจํ าเพาะ (Specific Dissipation Rate)
ρ ความหนาแนน
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คํ าอธิบายสัญลักษณและค ํายอ (ตอ)

=σ Turbulence Prandtl Number for the Diffusion of Total Energy, 8%97= ≈σ

;σ Effective Prandtl Number for the Diffusion of Turbulence, 79%; ≈σ

εσ คาคงที่ของสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน C9%≈σε

:Gτ Reynolds-Stress Tensor หรือ Favre-Averaged Reynolds-Stress Tensor

)τ ความเคนที่พื้นผิว 
)

)) -
/






∂
∂µ=τ

ξ พิกัด ξ  ของระบบพิกัดวัตถุ
?#+ξ จํ านวนเสนกริดทั้งหมดของพิกัด ξ

ตัวยก
* คาที่ไดจากสมการโมเมนตัมซึ่งยังไมสอดคลองกับสมการความตอเนื่อง หรือคาบัดดล
~ คาเฉลี่ยของ Favre (Favre Average)
— สวนเฉลี่ย (Mean Part) หรือคาเฉลี่ยเวลา (Time Average)
′ สวนแปรผัน (Fluctuating Part) ของการไหลแบบไมอัดตัว
′′ สวนแปรผันของการไหลแบบอัดตัวได
eT พลังงานรวมจ ําเพาะ
k พลังงานจลนของการปนปวน
p ความดัน
φ ตัวแปรใดๆ
u ความเร็วในแนวแกน x
v ความเร็วในแนวแกน y
ε อัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน

ตัวหอย
e คาที่พื้นผิวควบคุม ซึ่งอยูระหวางจุด P และจุด E
E คาที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูทางทิศตะวันออกของจุด P
n คาที่พื้นผิวควบคุม ซึ่งอยูระหวางจุด P และจุด N
N คาที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูทางทิศเหนือของจุด P
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คํ าอธิบายสัญลักษณและค ํายอ (ตอ)

P คาที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุม
ref คาทีตํ่ าแหนงทางเขาของขอบเขต
s คาที่พื้นผิวควบคุม ซึ่งอยูระหวางจุด P และจุด S
S คาที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูทางทิศใตของจุด P
t การไหลแบบปนปวน
w คาที่พื้นผิวควบคุม ซึ่งอยูระหวางจุด P และจุด W หรือคาที่พื้นผิว
W คาที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุมซึ่งอยูทางทิศตะวันตกของจุด P
∞ คาที่ Free-Stream
δ คาท่ีขอบของช้ันชิดผิว



บทท่ี 1
บทน ํา

1.1 ความสํ าคัญและท่ีมาของปญหาท่ีทํ าการวิจัย
สมการนาเวียรสโตคส (Navier-Stokes Equations) เปนสมการที่สามารถใหผลเฉลยอยาง

สมบูรณแบบส ําหรับปญหาการไหลของของไหล แตดวยความที่สมการนาเวียรสโตคสประกอบขึ้น
จากสมการหลายสมการ ซึ่งแตละสมการเปนแบบไมเชิงเสน (Non-Linear) และมีความเกี่ยวพัน
(Coupled) กับสมการอ่ืน จึงท ําใหไมสามารถหาผลเฉลยของสมการนาเวียรสโตคสไดในรูปทั่วไป
ดวยระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห ท ําใหการศึกษาพฤติกรรมของการไหลในชวงเวลาที่ผานมาจึงตอง
อาศัยการทดลองอยางหลีกเลี่ยงไมได เชน การใชอุโมงคลม ซึ่งการทดลองแตละครั้งใชเวลาและคา
ใชจายสูง สงผลใหการศึกษาพฤติกรรมของการไหลจ ํากัดอยูเฉพาะหนวยงานหรือองคกรขนาด
ใหญเทานั้น อีกทั้งการเปลี่ยนแปลงเงื่อนไขของการทดลอง เชน ขนาด และรูปทรง เปนตน เปนไป
ดวยความลาชา ในปจจุบันคอมพิวเตอรมีสมรรถนะสูงกวาในอดีตมาก จึงไดมีการนํ าคอมพิวเตอร
มาใชเปนเครื่องมือเพื่อชวยในการหาผลเฉลยของสมการนาเวียรสโตคสดวยระเบียบวิธีเชิงตัวเลข
ตาง ๆ เชน ระเบียบวิธีผลตางจํ ากัด (Finite Difference Method) ระเบียบวิธีชิ้นประกอบจํ ากัด
(Finite Element Method) และระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัด (Finite Volume Method) เปนตน
พลศาสตรของไหลเชิงคํ านวณ (Computational Fluid Dynamics, CFD) เปนศาสตรที่วาดวยการใช
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขหาผลเฉลยของปญหาการไหล โดย CFD จะทํ าการจํ าลองพฤติกรรมของการ
ไหลผานทางหนาจอคอมพิวเตอร ท ําใหการปรับเปลี่ยนเงื่อนไขของการไหลท ําไดสะดวกและใช
เวลาไมมาก คาใชจายนอยเปนขอดีประการหน่ึงของ CFD ซึ่งทํ าใหการศึกษาพฤติกรรมของการ
ไหลไมจํ ากัดอยูแตในหนวยงานและองคกรขนาดใหญเทาน้ัน นอกจากน้ี CFD ยังสามารถจํ าลอง
การไหลในบางสถานการณที่การทดลองไมสามารถท ําได เชน การไหลภายในเตาปฏกิรณปรมาณู

การไดรับความนิยมอยางแพรหลายของ CFD เปนสาเหตุใหประเทศในแถบตะวันตกสราง
สินคาประเภทซอฟตแวรขึ้นมามากมาย การซื้อซอฟตแวรเขามาใชงานนั้นจะท ําใหไดผลที่เร็วกวา
แตมีราคาแพง และจะท ําใหประเทศไมสามารถสรางรากฐานทางวิชาการในดานนี้ได ในขณะที่การ
สรางซอฟตแวรข้ึนเองน้ันแมจะคอนขางชาในระยะเร่ิมตน แตมีราคาถูกกวา อีกทั้งยังเปนการลด
การนํ าเขาสินคาทางเทคโนโลยีจากตางชาต ิและสามารถสรางความเขมแข็งทางวิชาการในระยะยาว
ตอประเทศ
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1.2 วัตถุประสงคการวิจัย
สรางซอฟตแวรเพ่ือจํ าลองการไหลที่ความเร็วตํ ่ากวาความเร็วเสียงผานวัตถุสองมิติ

1.3 ขอตกลงเบื้องตน
1)! จํ าลองการไหลที่สภาวะคงตัวเทานั้น
2)! ของไหลในงานวิจัยนี้คืออากาศ
3)! อากาศในงานวิจัยนี้เปนแกสอุดมคติและอยูภายใตสมมุติฐาน Calorically Perfect

1.4 ขอบเขตของการวิจัย
กรอบของงานวิจัยนี้สนใจศึกษาพฤติกรรมของการไหลภายใตเงื่อนไขการไหลที่ความเร็ว

ต่ํ ากวาความเร็วเสียง โดยแบบจํ าลองการปนปวนที่ใชเปนแบบจ ําลองประเภทสองสมการ

1.5 ประโยชนท่ีคาดวาจะไดรับ
ซอฟตแวรที่สามารถน ําไปใชศึกษาพฤติกรรมของการไหลที่ความเร็วตํ่ ากวาความเร็วเสียง

ผานวัตถสุองมิติ



บทท่ี 2
ปริทัศนวรรณกรรมและงานวิจัยท่ีเก่ียวของ

ในบทน้ีจะกลาวถึงงานวิจัยในอดีตที่เกี่ยวของ หัวขอ 2.1 จะกลาวถึงการค ํานวณเชิงตัวเลข
โดยจะชี้ใหเห็นถึงขอเสียของการใหความหนาแนนเปนตัวแปรปฐมฐาน ข้ันตอนวิธีตาง ๆ ที่ใชใน
การหาคาความดัน รวมถงึระบบกริดท่ีใชในการแกปญหาการไหล หัวขอ 2.2 จะกลาวถึงขอดีและ
ขอเสียของแบบจ ําลองการปนปวนประเภทสองสมการของแตละกลุม หัวขอ 2.3 จะกลาวถึงกรณี
ทดสอบที่ใชในการตรวจสอบความถูกตองของโปรแกรมทางดานพลศาสตรของไหลเชิงคํ านวณ

2.1 การคํ านวณเชิงตัวเลข
ระเบียบวิธีปริมาตรจ ํากัดเปนระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ไดรับความนิยมและประสบความ

สํ าเร็จเปนอยางสูงในการแกปญหาทางดานพลศาสตรของไหลเชิงคํ านวณ โดยที่หลักการพื้นฐาน
ตาง ๆ ของระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัดไดรับการบรรยายไวอยางดีเยี่ยมในหนังสือของ Patankar
(1980) และ Versteeg and Malalasekera (1995)

โดยทั่วไปการแกสมการนาเวียรสโตคสนิยมใหความหนาแนนเปนตัวแปรปฐมฐาน
(Primitive Variable) เนื่องจากสามารถหาคาไดโดยตรงจากสมการความตอเนื่อง ขอเสียของการให
ความหนาแนนเปนตัวแปรปฐมฐานสํ าหรับการไหลท่ียานความเร็วต่ํ า คือ ที่สภาวะดังกลาวความ
หนาแนนมีการเปลี่ยนแปลงนอยมาก หรืออาจเปนคาคงท่ีในกรณีท่ีการไหลเปนแบบไมอัดตัว สง
ผลใหความสัมพันธระหวางความดันกับความหนาแนนเปนแบบไมชัดเจน แนวทางการแกไข
ปญหาขางตนที่ไดรับความนิยม คือ การเปล่ียนตัวแปรปฐมฐานจากความหนาแนนไปเปนความดัน
โดยคาของความดันหาไดจากขั้นตอนวิธีตาง ๆ เชน ข้ันตอนวิธี SIMPLE (Semi-Implicit Method
for Pressure-Linked Equation) ไดรับการเสนอโดย Spalding and Partankar (1972) ข้ันตอนวิธี
SIMPLER (SIMPLE-Revised) ไดรับการเสนอโดย Partankar (1979)  ข้ันตอนวิธี SIMPLEC
(SIMPLE-Consistent) ไดรับการเสนอโดย van Doormal and Raithby (1984) และ ข้ันตอนวิธี PISO
(Pressure Implicit with Splitting of Operators) ไดรับการเสนอโดย Issa (1986) เปนตน

การใชความดันเปนตัวแปรปฐมฐานอาจกอใหเกิดปญหาข้ึนเน่ืองจากการไมเกาะเก่ียวกัน
ระหวางความเร็วกับความดัน ซึ่งอาจจะท ําใหค ําตอบที่ไดผิดหลักการทางฟสิกส แนวทางที่ใชใน
การแกไขปญหาขางตนสามารถแบงออกเปนสองแนวทางหลัก ๆ คือ การใชระบบกริดแบบจุดเยือ้ง
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(Staggered Grid System) และการใชระบบกริดแบบจุดรวม (Collocated Grid System) รวมกับ
กรรมวิธีพิเศษเพ่ิมเติม

บุคคลหรือคณะบุคคลที่ประสบความส ําเร็จในการใชระบบกริดแบบจุดเย้ือง คือ Patankar
and Spalding (1972), Pope (1978), Rastogi (1984), Demirdsic, Gosman, Issa and Peric (1987),
Stern, Yoo and Patel (1988), Majumdar and Rodi (1989), Karki and Patankar (1989) และ
Koshizuka and Oka (1991) เปนตน แตปญหาที่เกิดขึ้นตามมาจากการใชระบบกริดแบบจุดเยื้อง คือ
ตองใชระบบกริดแบบจุดเยื้องรวมกับการใช Contravariant Velocity เพราะวาหากใชระบบกริด
แบบจุดเย้ืองรวมกับ Cartesian Velocity อาจจะท ําใหการค ํานวณเสยีเสถียรภาพไดงาย อีกทั้งการใช
Contravariant Velocity จะทํ าใหความเร็วรับรูถึงลักษณะการวางตัวของกริด ซึ่งจะท ําใหความถูก
ตองของการค ํานวณขึ้นอยูกับความซับซอนของรูปทรงการไหล (Zijlema, Segal and Wesseling,
1995)

การใชระบบกริดแบบจุดรวมรวมกับกรรมวิธีพิเศษเพิ่มเติมที่สรางขึ้นเพื่อใหเกิดการเกาะ
เกี่ยวกันระหวางความเร็วกับความดัน เปนอีกแนวทางหนึ่งที่ไดรับความนิยมไมนอยไปกวาการใช
ระบบกริดแบบจุดเย้ือง บุคคลหรือคณะบุคคลที่ประสบความส ําเร็จในการใชระบบกริดแบบจุดรวม
คือ Habib and Whitelaw (1982), Rhie and Chow (1983), Peric (1985), Chen and Patel (1989),
Deng (1989), Piquet and Queutey (1990), Cho and Fletcher (1991), Lien and Leschziner (1991),
Melaaen (1991), Coelho and Pereira (1992), Zhu and Rodi (1992), Xu, Gotham and Collins
(1993), Rolfes, Visser and Bekker (1993) และ Issa and Oliveira (1994) เปนตน กรรมวิธีพิเศษเพิม่
เติมที่กลาวไวขางตน ไดแก การประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow (Rhie and Chow
interpolation) เสนอโดย Rhie and Chow ในป 1983

Demirdzic, Lilek and Peric (1993) ท ํานายพฤติกรรมของการไหลที่ทุกยานความเร็วดวย
ระเบียบวิธีปริมาตรจ ํากัดบนระบบกริดแบบจุดรวมโดยให Cartesian Velocity ความดัน และ
อุณหภูมิเปนตัวแปรปฐมฐาน สวนความหนาแนนไดจากสมการสภาวะ Demirdzic et al. ช้ีใหเห็น
วาการใชความหนาแนนเปนตัวแปรปฐมฐานในการไหลท่ียานความเร็วต่ํ านั้นความหนาแนนมีการ
เปลี่ยนแปลงนอยมาก ซึ่งเปนเหตุใหความหนาแนนและความดันเกี่ยวพันกันอยางไมชัดเจน แต
Demirdzic et al. แกปญหาการไหลในพิกัดฉาก ซึ่งท ําใหการก ําหนดเง่ือนไขขอบของรูปทรงการ
ไหลที่ซับซอนท ําไดยาก

Hirt, Amsden and Cook (1974) ใชวิธีเก็บ Cartesian Velocity ไวท่ีตํ าแหนงมุมของ
ปริมาตรควบคุม สวนตัวแปรอ่ืน ๆ ถูกเก็บไวที่จุดศูนยกลางของปริมาตรควบคุม ซึ่งวิธีการดังกลาว
เปนการปองกันค ําตอบผิดหลักการทางฟสิกสเนื่องจากการไมเกาะเกี่ยวกันของความดันและ
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ความเร็ว แตการดํ าเนินการตามวิธีของ Hirt et al. มีความซับซอนและยุงยาก (Rhie and Chow,
1983)

2.2 แบบจ ําลองการปนปวน
แบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการเปนแบบจ ําลองที่ไดรับความนิยมและประสบ

ความสํ าเร็จเปนอยางสูงในการจํ าลองการไหลแบบปนปวน ซึ่ง Patel, Rodi and Scheuerer (1985)
ไดทํ าการสํ ารวจแบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการที่ไดรับการพัฒนาและเสนอโดยคณะ
วิจัยกลุมตาง ๆ จนไดขอสรุปวา แบบจํ าลองการปนปวนที่ใหผลการค ํานวณสอดคลองกับผลการ
ทดลองเปนที่นาพอใจคือ

1)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Launder and Sharma (1974)
2)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Lam and Bremhorst (1981)
3)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Chien (1982)
4)! แบบจํ าลอง ω−!  ของ Wilcox and Rubesin (1980)

Lang and Shih (1991) ไดทํ าการศึกษาเชิงเปรียบเทียบแบบจ ําลองการปนปวนประเภทสอง
สมการเปนจํ านวนมาก และพบวาแบบจ ําลองการปนปวนที่ใหผลการค ํานวณสอดคลองกับผลการ
ทดลองเปนอยางดีคือ

1)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Chien (1982)
2)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Nagano and Tagawa (1990)
3)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Shih (1990)
4)! แบบจํ าลอง ε−!  ของ Yang and Shih (1991)

Lang and Shih ช้ีใหเห็นวา แบบจํ าลองในกลุมของ Wilcox เชน Wilcox and Rubesin (1980),
Wilcox (1984) และ Wilcox (1991) มีขอเสียท่ีเง่ือนไขขอบของ ω ที่พื้นผิว และแบบจ ําลองของ
Lam and Bremhorst (1981) มีขอเสียท่ีเง่ือนไขขอบของ ε  ที่พื้นผิว และมีความออนไหวตอเง่ือนไข
เริ่มตน กลาวคือ ผลการค ํานวณจะเปลี่ยนไปเมื่อเงื่อนไขเริ่มตนมีการเปลี่ยนแปลง สวนแบบจ ําลอง
ของ Chien (1982), Nagano and Tagawa (1990), Shih (1990) และ Yang and Shih (1991) มีขอเสีย
ที่ฟงกชันการหนวงภายในแบบจ ําลอง โดยที่ฟงกชันดังกลาวเขียนอยูในรูปของพิกัดที่ตั้งฉากกับพื้น
ผิว ซึ่งไมสะดวกตอการใชงานหากรูปทรงการไหลมีความซับซอน

จากการทบทวนเอกสารที่เกี่ยวของกับแบบจ ําลองการปนปวนประเภทสองสมการ พบวา
แบบจํ าลอง ε−!  ของ Launder and Sharma (1974) เปนแบบจ ําลองที่มีความเหมาะสมที่สุดตอการ
นํ าไปประยุกตใชในงานวิจัยนี ้เนื่องจากฟงกชันการหนวงภายในแบบจ ําลองถูกเขียนอยูในรูปของ
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พลังงานท ําใหการแกปญหามีความสะดวกกวาแบบจ ําลองอ่ืน ๆ ซึ่งฟงกชันการหนวงภายในแบบ
จํ าลองถูกเขียนอยูในรูปของพิกัดที่ตั้งฉากกับพื้นผิว

2.3 กรณีทดสอบ
Hutchings and Iannuzzelli (1987) ไดกํ าหนดใหการไหลของช้ันชิดผิวบนแผนเรียบ

(Boundary Layer on a Flat Plate) เปนหน่ึงในกรณีทดสอบมาตรฐานท่ีใชในการทดสอบโปรแกรม
ทางดานพลศาสตรของไหลเชิงค ํานวณ จากการส ํารวจพบวา ขอมูลของการไหลของชั้นชิดผิวบน
แผนเรียบมีเปนจํ านวนมาก อยางไรก็ตาม ขอมูลที่ไดรับความนิยมและมักถูกนํ ามาใชในการ
ทดสอบโปรแกรมทางดานพลศาสตรของไหลเชิงค ํานวณ มีดังน้ี

1)! ผลเฉลยเชิงวิเคราะห สํ าหรับการไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัว เชน ผลเฉลย
ของบลาเซียส (Blasius’s Solution)

2)! ขอมูลที่ไดจากการจ ําลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation Data,
DNS data) สํ าหรับการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว ของ Spalart (1988)

3)! ผลลัพธเชิงวิเคราะห ส ําหรับการไหลแบบราบเรียบและอัดตัวได เชน ที่แสดงใน
White (1991)

4)! ขอมูลจากการทดลองของ Maise and McDonald (1968), Fernholz and Finley
(1980), Motallebi (1994) และ Motallebi (1996) สํ าหรับการไหลแบบปนปวน
และอัดตัวได

ผลลัพธและขอมูลทั้ง 4 กรณีที่กลาวมาขางตนจะถูกน ํามาใชในงานวิจัยนี้เพื่อทดสอบความถูกตอง
ของซอฟตแวร

Wu and Squires (1998a; 1998b) ทํ าการศึกษาการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวน
โคงกลมโดยใชแบบจ ําลองการปนปวนประเภท Large-Eddy Simulation (LES) หลังจากนั้นนํ าผล
การคํ านวณที่ไดไปตรวจสอบความถูกตองกับขอมูลที่ไดจากการทดลองของ Webster, DeGraaff
and Eaton (1996)



บทท่ี 3
สมการควบคุม

สมการนาเวียรสโตคสที่กลาวถึงในบทที ่1 ประกอบดวยสมการควบคุมจํ านวนสามสมการ
คือ สมการความตอเนื่องซึ่งสรางขึ้นจากกฎอนุรักษมวลของสสาร สมการโมเมนตัมซึ่งสรางขึ้นจาก
กฎขอที่สองของนิวตัน และสมการพลังงานซึ่งสรางขึ้นจากกฎอนุรักษพลังงาน ในบทนี้จะน ําเสนอ
รายละเอียดของสมการควบคุมทั้งสามสมการ จากน้ันจะแสดงรายละเอียดของแบบจํ าลองการปน
ปวน และทายที่สุดจะอธิบายถึงการแปลงพิกัดจากพิกัดฉากไปสูพิกัดวัตถุ

3.1 สมการควบคุมของการไหลแบบไมอัดตัว
การไหลที่เลขมัคตํ ่ากวา 0.3 จัดเปนการไหลแบบไมอัดตัว สงผลใหความรอนที่เกิดขึ้นจาก

การเสียดทานระหวางของไหลดวยกัน หรือระหวางของไหลกับพ้ืนผิวมีปริมาณนอย อุณหภูมิจึงมี
การเปลี่ยนแปลงนอยมาก ดังนั้นความหนาแนนและความหนืดของของไหลจึงไมไดรับผลกระทบ
จากการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูม ิจึงถือไดวาความหนาแนนและความหนืดของของไหลมีคาคงที่
ซึ่งสงผลใหสมการพลังงานไมมีความเกี่ยวพันกับสมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัม ดังน้ัน
การไหลแบบไมอัดตัวจึงประกอบดวยสมการควบคุมเพียงสองสมการ คือ สมการความตอเน่ือง
และสมการโมเมนตัม

3.1.1 การไหลแบบราบเรียบ
สมการควบคุมของการไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัวที่สภาวะคงตัว ประกอบ

ดวย สมการความตอเน่ือง และสมการโมเมนตัม ซึ่งสามารถเขียนอยูในรูปเทนเซอรไดดังนี้
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3.1.2 การไหลแบบปนปวน
การไหลแบบปนปวนนั้นคุณสมบัติของการไหลมีการเปลี่ยนแปลงแบบสุมอยู

ตลอดเวลา หรือท่ีเรียกวาคุณสมบัติบัดดล (Instantaneous Property) สมการความตอเน่ือง
และสมการโมเมนตัมของการไหลแบบปนปวนที่สภาวะคงตัว สามารถเขียนใหอยูในรูป
เทนเซอรไดดังนี้
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∂
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โดยที่

)

)
$%

$

%

%

$
%$$% "

#
*
+

"
#

"
#&&

∂
∂µδ−











∂
∂

+
∂
∂µ== (3.5)

พิจารณาพจนการพา (Convection Term) ของสมการโมเมนตัม จัดรูปเสียใหมเปน
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จากสมการความตอเน่ืองดังสมการ (3.3) ท ําใหพจนสุดทายของสมการ (3.6) มีคาเทากับ
ศูนย ดังนั้นพจนการพาของสมการโมเมนตัมสามารถเขียนไดดังนี้
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ใชสมการ (3.7) ชวยในการจัดรูปสมการโมเมนตัมในสมการ (3.4) จะได
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3.1.2.1 คาเฉลี่ยเวลา (Time Average)
Reynolds (1895) ไดแบงคุณสมบัติของการไหลออกเปนสองสวนคือ

สวนเฉลี่ย (Mean Part) และสวนแปรผัน (Fluctuating Part) ซึ่งเขียนไดดังน้ี

( ) ( ) ( )&,""&," $$$
( φ′+φ=φ (3.9)

โดยที่

( ) ( )∫
+

∞→
φ=φ
-&

&
$

(
-$ .&&,"

-
/0$1" (3.10)

คาเฉลี่ยเวลาของสวนเฉลี่ยมีคาเทากับคาเฉลี่ยเวลา ดังน้ี

( ) ( ) ( )$
-&

&
$-$ ".&"

-
/0$1" φ=φ=φ ∫

+

∞→
(3.11)

สวนคาเฉลี่ยเวลาของสวนแปรผันมีคาเทากับศูนย ดังน้ี

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) !"".&"&,"
-
/0$1&," $$

-&

&
$$

(

-$ =φ−φ=φ−φ=φ′ ∫
+

∞→
(3.12)

คาเฉลี่ยเวลาของผลคูณของตัวแปรใด ๆ สองตัวแปรสามารถค ํานวณหาไดดังน้ี

( )( ) ψ′φ′+ψφ=ψ′φ′+φ′ψ+ψ′φ+ψφ=ψ′+ψφ′+φ=φψ (3.13)

สมการความตอเนื่องและสมการโมเมนตัมในสมการ (3.3) และ (3.8)
สามารถเขียนอยูในรูปของสวนเฉลี่ยและสวนแปรผันไดดังตอไปนี้

( ) !##
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โดยการใชความสัมพันธกันในสมการ (3.11) (3.12) และ (3.13) จึงสามารถหาคา
เฉลี่ยเวลาของสมการ (3.14) และ (3.15) ไดดังน้ี
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∂ (3.16)
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จะเห็นไดวา สมการ (3.16) และ (3.17) มีความคลายคลึงกับสมการ (3.3) และ
(3.8) อยางมาก ยกเวนมีพจนเพิ่มเขามาอีกหนึ่งพจนคือ $%## ′′  สมการ (3.17)
สามารถจัดรูปใหมไดดังน้ี
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∂ρ (3.18)

สมการ (3.18) เรียกวา Reynolds-Averaged Navier-Stokes Equations สวนพจน
$%## ′′ρ−  เรียกวา Reynolds-Stress Tensor ซึ่งสามารถนิยามไดดังนี้ (Wilcox,

1993)
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3.1.2.2 แบบจ ําลองการปนปวน
การปรากฏข้ึนของ Reynolds-Stress Tensor ในสมการ (3.18) เปนเหตุให

จํ านวนตัวแปรท่ีตองการหาคํ าตอบมีมากกวาจํ านวนสมการ ดวยเหตุน้ีจึงตองมีการ
สรางแบบจ ําลองการปนปวนข้ึนมาเพ่ือหาคาของ Reynolds-Stress Tensor ใน
ปจจุบัน แบบจํ าลองการปนปวนไดรับการเสนอจากบุคคลและหนวยงานตาง ๆ
เปนจํ านวนมาก แบบจํ าลองการปนปวนที่ไดรับความนิยมอยางกวางขวาง คือ
แบบจํ าลองการปนปวนประเภทหนึ่งสมการ และแบบจ ําลองการปนปวนประเภท
สองสมการ เปนตน งานวิจัยนี้เลือกใชแบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการ
ในการจํ าลองการปนปวน เน่ืองจากเปนแบบจํ าลองการปนปวนที่ไมซับซอนจน
เกินไป และมีความสมบูรณแบบในตัวเองในการท ํานายพฤติกรรมของการไหล
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แบบปนปวน กลาวคือ ไมตองทราบโครงสรางของการปนปวน (Turbulence
Structure) กอนการแกปญหา (Wilcox, 1993) แบบจํ าลองการปนปวนประเภท
สองสมการที่ใชในงานวิจัยนี ้คือ แบบจํ าลองการปนปวนของ Launder and
Sharma (1974) ประกอบดวยสมการเชิงอนุพันธสองสมการ ไดแก สมการพลัง
งานจลนของการปนปวน และสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปน
ปวน สามารถแสดงในรูปสมการไดดังนี ้(Launder and Sharma)
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โดยที่
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3.2 สมการควบคุมของการไหลแบบอัดตัวได
การไหลที่มีเลขมัคสูงกวา 0.3 ของไหลจะเคลื่อนที่ดวยความเร็วที่คอนขางสูงสงผลให

ความรอนที่เกิดขึ้นจากการเสียดทานระหวางของไหลดวยกัน หรือระหวางของไหลกับพื้นผิวมี
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ปริมาณมากพอที่จะกอใหเกิดการเปลี่ยนแปลงของอุณหภูมิอยางเห็นไดชัด ซึ่งเปนกลไกหนึ่งที่สง
ผลใหความหนาแนนและความหนืดของของไหลมีคาแปรเปลี่ยนไป ดังน้ันการไหลแบบอัดตัวได
จึงมีความซับซอนกวาการไหลแบบไมอัดตัว ดวยเหตุน้ีการแกปญหาการไหลแบบอัดตัวไดจึงตอง
ใชสมการพลังงานรวมกับสมการสภาวะ (Equation of State) กฎของ Sutherland (Sutherland’s
Law) และนิยามของเลขพรันดเทิล นอกเหนือไปจากสมการความตอเน่ืองและสมการโมเมนตัม
เนื่องจากความเกี่ยวพันกันระหวางสมการความตอเนื่อง สมการโมเมนตัม และสมการพลังงาน

3.2.1 การไหลแบบราบเรียบ
สมการควบคุมของการไหลแบบราบเรียบและอัดตัวไดที่สภาวะคงตัวสามารถ

เขียนใหอยูในรูปของเทนเซอรไดดังน้ี

( )
!

"
#

$

$ =
∂
ρ∂ (3.23)
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∂
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∂
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∂

ρ∂ (3.24)
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""
;# (3.25)

8-' ρ= (3.26)

//!-
//!-

-
-

+*

+
+







µ=µ ∞

∞
∞ (3.27)

>?
4

) '
-

µ
= (3.28)

3.2.2 การไหลแบบปนปวน
นอกเหนือจากความเร็ว ความเคน และความดันแลว ความหนาแนนและอุณหภูมิ

ของการไหลแบบปนปวนและอัดตัวไดก็มีคาเปลี่ยนแปลงแบบสุมอยูตลอดเวลาเชนเดียว
กัน กลาวคือ นอกจากสวนแปรผันของความเร็ว ความเคน และความดัน ยังมีสวนแปรผัน
ของความหนาแนนและอุณหภูมิเพ่ิมเขามาอีกดวย การใชคาเฉลี่ยเวลากับสมการควบคุมจะ
ทํ าใหเกิดความยุงยากและซับซอน ดังจะอธิบายดวยการยกตัวอยางของสมการความตอ
เน่ือง ดังน้ี

ความหนาแนนบัดดลสามารถเขียนอยูในรูปผลรวมของสวนเฉลี่ยและสวนแปรผัน
ไดดังน้ี
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ρ′+ρ=ρ( (3.29)

แทนสมการ (3.29) ลงในสมการความตอเนื่องในสมการ (3.23) หลังจากนั้นท ําการเฉลี่ย
เวลาจะได Reynolds-Averaged Continuity Equation สํ าหรับการไหลแบบปนปวนและอัด
ตัวได ดังน้ี

( ) !##
" $$
$

=′ρ′+ρ
∂
∂ (3.30)

จะเห็นไดวา มีพจนเพ่ิมข้ึนมาจากเดิมหน่ึงพจน การจะแกปญหานี้ไดจะตองหาคาของ
Correlation ระหวาง ρ′  และ $# ′  ซึ่งเปนเรื่องที่มีความซับซอน และความซับซอนเชนเดียว
กันน้ีจะเพิ่มขึ้นเปนทวีคูณในสมการโมเมนตัมและสมการพลังงาน

3.2.2.1 Favre Average
Favre (1965) เสนอระเบียบวิธ ีDensity Weighted Average เพื่อหลีกเลี่ยง

ความซับซอนขางตน ระเบียบวิธีดังกลาวอธิบายไดโดยการนิยาม Favre Velocity
ดังน้ี

( ) ( ) ( )∫
+

∞→
ρ

ρ
=

-&

&
$

(
$$

(

-$$ .&&,"#&,"
-
/0$1/"#@ (3.31)

สมการ (3.31) สามารถเขียนใหมไดดังนี้

$$
(
$

(
$ ####@ ′ρ′+ρ=ρ=ρ (3.32)

เมื่อแทนสมการ (3.32) ลงในสมการความตอเนื่องดังสมการ (3.30) จะไดวา

( ) !#@
" $
$

=ρ
∂
∂ (3.33)

จะเห็นไดวาสมการ (3.33) มีความคลายคลึงกับสมการความตอเนื่องในสมการ
(3.23) เปนอยางมาก
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สมการส ําหรับการไหลแบบปนปวนและอัดตัวไดสามารถเขียนใหอยูใน
รูปของเทนเซอรไดดังน้ี

( ) !#
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$
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∂
∂ (3.34)
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∂ (3.35)
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∂
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











 +ρ

∂
∂ (3.36)

((( 8-' ρ= (3.37)

//!-
//!-

-
-

(

+*(

+
+











µ=µ ∞

∞
∞ (3.38)

>?
4

) '
-

µ
=        (3.39)

โดยที่

%

(

-
(
% "

-)A
∂
∂−= (3.40)
(

>
( -4B = (3.41)

โดยการใชความสัมพันธกันในสมการ (3.39) (3.40) และ (3.41) ดังนั้นสมการ
(3.40) สามารถเขียนใหมไดดังนี้

%

(
(
% "

B
>?

A
∂
∂µ−= (3.42)

คุณสมบัติตาง ๆ ของของไหลและการไหลสามารถเขียนแยกเปนสอง
สวนไดดังนี้
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%C
(
%

(

(

(

(
$$

(
$

AAA

--@-

BB
@

B

'''

##@#

%
′+=

′′+=

′′+=

′+=

ρ′+ρ=ρ

′′+=

(3.43)

แทนคาสมการ (3.43) ลงในสมการ (3.34)-(3.39) จะได (ดูรายละเอียดเพ่ิมเติมได
จาก Wilcox (1993))

( ) !#@
" $
$

=ρ
∂
∂ (3.44)

( ) [ ]$%%$
%$

$%
%

##&
""

'#@#@
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′′′′ρ−
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−=ρ
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∂ (3.45)
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






 ′′′′ρ+




 +ρ
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    (3.46)

-@8' ρ= (3.47)

//!-@
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





µ=µ ∞

∞
∞ (3.48)

>?
4

) '
-

µ
= (3.49)

จะเห็นไดวา สมการ (3.44) (3.45) (3.47) (3.48) และ (3.49) มีความคลายคลึงกับ
สมการ (3.23) (3.24) (3.26) (3.27) และ (3.28) อยางมาก ยกเวนเพียงพจนของ
Favre-Averaged Reynolds-Stress Tensor ที่เพิ่มขึ้นมาในสมการโมเมนตัมเทานั้น
ซึ่งเขียนในรูปสมการไดดังนี้




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
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∂
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

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
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
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&$%$%%$ "

#@
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*
+

"
#@

"
#@

## (3.50)

ในสมการ (3.46) จะเห็นไดวา มีพจนที่ตองหาคาเฉลี่ยของผลคูณของสวนแปรผัน
อยูหลายพจน ซึง่จะตองหาคาของ Correlation ของพจนดังกลาว โดยรายละเอียด
แสดงไวใน Wilcox (1993) โดยที่
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)##
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/

$$ ρ=′′′′ρ (3.51)
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−==′′′′ρ (3.52)
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
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+µ=′′′′ρ′′−′′ (3.53)

แทนสมการ (3.50)-(3.53) ลงในสมการ (3.45) และ (3.46) หลังจากนั้นจัดสมการ
(3.44)-(3.49) ใหมไดดังนี้
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-@8' ρ= (3.57)
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µ
= (3.59)

เขียนสมการ (3.56) ใหอยูในรูปของสมการพลังงานรวมจ ําเพาะไดดังนี้
(Varangrat, 1999)
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3.2.2.2 แบบจ ําลองการปนปวน
แบบจํ าลองการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและอัดตัวไดในงาน

วิจัยน้ีเปนแบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการ ซึ่งประกอบดวยสมการ
พลังงานจลนของการปนปวน และสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการ
ปนปวน ซึ่งมีรูปสมการดังนี้

ε
ρ=µ µµ
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)34 (3.61)
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โดยที่
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3.3 รูปทั่วไปของสมการควบคุม
สมการควบคุมที่น ําเสนอในหัวขอกอนหนาน้ี ไดแก สมการความตอเน่ือง สมการโมเมน-ตั

ม สมการพลังงาน สมการพลังงานจลนของการปนปวน และสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลน
ของการปนปวน ประกอบดวยพจนท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจากการพา (Convection Term) พจนท่ีเกิดข้ึนเน่ือง
จากการแพรกระจาย (Diffusion Term) และพจนท่ีกอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสีย (Source or
Sink Term) ดังน้ันสมการควบคุมขางตนสามารถเขียนในรูปทั่วไปบนพิกัดฉากไดดังนี้
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(3.64)

ซึ่งคาของ φG  ไดสรุปไวในตารางที ่3.1-3.4

3.4 การแปลงพิกัด
สมการควบคุมในรูปทั่วไปดังสมการ (3.64) นั้นสรางอยูในระบบพิกัดฉากซึ่งเปนรูปแบบที่

งาย แตการก ําหนดเง่ือนไขขอบทํ าไดยากเมื่อรูปทรงการไหลมีความซับซอน ดังนั้นพิกัดฉากจึงถูก
แปลงไปเปนพิกัดวัตถ ุโดยวิธีการแปลงพิกัดแสดงไดดังนี้
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สมการควบคุมในรูปทั่วไปในสมการ (3.64) เมื่อแปลงไปสูพิกัดวัตถุจะมีรูปสมการดังตอไปนี้
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หลังการแปลงพิกัดตัวแปรปฐมฐานและสัมประสิทธิ์ของการแพรกระจายยังคงเปนคาเดียวกันกับ
กอนการแปลงพิกัด สวนพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียบนพิกัดวัตถุดูรายละเอียดเพิ่ม
เติมไดจากภาคผนวก ก.



ตารางที่ 3.1 ตัวแปรที่ตองการทราบคา สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย และพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของการไหลแบบราบเรียบ
และไมอัดตัว

สมการ φ φΓ φ!

ความตอเนื่อง 1 0 0
x-momentum u µ
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ตารางที่ 3.2 ตัวแปรที่ตองการทราบคา สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย และพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของการไหลแบบราบเรียบ
และอัดตัวได

สมการ φ φΓ φ!
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ตารางที่ 3.3 ตัวแปรที่ตองการทราบคา สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย และพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของการไหลแบบปนปวน
และไมอัดตัว

สมการ φ φΓ φ!
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อัตราการสูญเสีย
พลังงานจลนของ
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ตารางที่ 3.4 ตัวแปรที่ตองการทราบคา สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย และพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของการไหลแบบปนปวน
และอัดตัวได

สมการ φ φΓ φ!
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ตารางที่ 3.4 ตัวแปรที่ตองการทราบคา สัมประสิทธิข์องการแพรกระจาย และพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสียของการไหลแบบปนปวน
และอัดตัวได (ตอ)
อัตราการสูญเสีย
พลังงานจลนของ
การปนปวน
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บทท่ี 4
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลข

ในบทน้ีจะกลาวถึงการดํ าเนินการหาคํ าตอบของสมการนาเวียรสโตคสโดยระเบียบวิธีเชิง
ตัวเลข ในหัวขอท่ี 4.1 จะกลาวถึงระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัด โดยจะท ําใหสมการนาเวียรสโตคสซึ่ง
อยูในรูปสมการเชิงอนุพันธยอยสามารถหาคํ าตอบไดโดยกรรมวิธีทางพีชคณิต หัวขอ 4.2 จะกลาว
ถึงระเบียบวิธีที่ใชในการหาความดัน โดยจะกลาวถึงขั้นตอนวิธ ีSIMPLER สมการความดัน สมการ
คาแกไขความดัน และการประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow สวนหัวขอสุดทายหัวขอท่ี 4.3
จะกลาวถึงขั้นตอนการดํ าเนินการ

4.1 ระเบียบวิธีปริมาตรจ ํากัด
ความไมสามารถหาผลเฉลยไดในรูปทั่วไปของสมการนาเวียรสโตคส ท ําใหการหาผลเฉลย

ของสมการนาเวียรสโตคสตองใชระเบียบวิธีเชิงตัวเลขแทนการใชระเบียบวิธีเชิงวิเคราะห งานวิจัย
นี้เลือกใชระเบียบวิธีปริมาตรจ ํากัดดวยเห็นวาเปนระเบียบวิธีที่เหมาะสมกับปญหาการไหลของของ
ไหลมากที่สุดเพราะสรางขึ้นบนพื้นฐานของการสมดุลแหงฟลักซตาง ๆ ท่ีว่ิงผานเขาออกพ้ืนผิวโดย
รอบของกอนมวล ซึ่งเปนพฤติกรรมขั้นพื้นฐานที่สุดในการสรางสมการนาเวียรสโตคสของของ
ไหล (ทวิช จิตรสมบูรณ และ สุวรรณา อรรฐาเมศร, 2542) ระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัดอธิบายไดดังนี้

พิจารณารูปที ่4.1 และสมการ (4.1) ซึ่งเปนรูปทั่วไปของสมการควบคุมบนพิกัดวัตถุ
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รูปท่ี 4.1 ปริมาตรควบคุมบนพิกัดวัตถุ
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หาปริพันธตลอดปริมาตรควบคุม ดังน้ี

( ) ( )

ηξ+ξη

















ξ∂
φ∂β−

η∂
φ∂γΓ

η∂
∂+

ηξ

















η∂
φ∂β−

ξ∂
φ∂αΓ

ξ∂
∂=ξηφρ

η∂
∂+ηξφρ

ξ∂
∂

∫ ∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫
φ

φ

φ

%%!"%%
!

&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&&

%%
!

%%#%%$

'

(

)

*

)

*

'

(

'

(

)

*

)

*

'

(

'

(

)

*    (4.2)

ภายใตสมมุติฐาน คุณสมบัติของของไหลมีคาคงที่ตลอดพื้นผิวควบคุม ดังนั้นสมการ (4.2) เขียนได
เปน
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จัดรูปสมการ (4.3) ใหม ดังน้ี
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ใชระเบียบวิธีแบบผลตางกลาง (Central Differencing Scheme) กับพจน
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ใชระเบียบวิธีแบบตนลมอันดับที่หนึ่ง (First Order Upwind Differencing Scheme) กับพจน )φ ,
('* ++ φφφ  ในสมการ (4.4) ซึ่งแสดงรายละเอียดไดดังนี้

,) φ=φ  เม่ือ ( ) 0$ ) >η∆ρ , /) φ=φ  เม่ือ ( ) 0$ ) <η∆ρ

.* φ=φ  เม่ือ ( ) 0$ * >η∆ρ , ,* φ=φ  เม่ือ ( ) 0$ * <η∆ρ

,' φ=φ  เม่ือ ( ) 0# ' >ξ∆ρ , -' φ=φ  เม่ือ ( ) 0# ' <ξ∆ρ

"( φ=φ  เม่ือ ( ) 0# ( >ξ∆ρ , ,( φ=φ  เม่ือ ( ) 0# ( <ξ∆ρ

แมวาระเบียบวิธีแบบตนลมอันดับที่หนึ่งจะใหคาความถูกตองเพียงอันดับที่หนึ่ง แตขอดีประการ
หน่ึงของระเบียบวิธีนี ้คือคํ าตอบท่ีไดในแตละรอบของการคํ านวณจะไมมีการแกวงตัว ซึ่งการแกวง
ตัวน้ีอาจท ําใหการค ํานวณหยุดลงโดยทันทีทันใด เชน หากการแกวงตัวนั้นท ําใหพลังงานจลนของ
การปนปวนมีคานอยกวาศูนย หลังจากนั้นแทนคาตาง ๆ ขางตนลงในสมการ (4.4) จัดรูปสมการ
ใหมไดดังนี้

φ+φ+φ+φ+φ=φ 122222 ""--..//,, (4.6)

AP, AE, AW, AN, AS และ φ1  แสดงรายละเอียดดังตอไปน้ี
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พจนท่ีอยูในเคร่ืองหมายวงเล็บเหล่ียมของ φ1  เรียกวา พจน Cross Derivative โดยพจนนี้จะมีคา
นอยมากจึงนิยมรวมเขากับคาเฉลี่ยของพจนที่กอใหเกิดการสรางหรือการสูญเสีย φ1  จะหาจากตัว
แปรตาง ๆ ที่ทราบคาจากการค ํานวณในคร้ังกอน สวนการหาคา ,φ  ขึ้นอยูกับประเภทของวิธีการ
หาค ําตอบที่ใช หากให /φ , .φ , -φ  และ "φ  เปนตัวแปรที่ทราบคาจากการค ํานวณในคร้ังกอนจะ
เรียกการหาคํ าตอบประเภทน้ีวา ระเบียบวิธีการหาค ําตอบแบบโดดเดน (Explicit Method) แตถา
หากให /φ , .φ , -φ  และ "φ  เปนตัวแปรที่ไมทราบคาและท ําการหาค ําตอบไปพรอม ๆ กับ ,φ

จะเรียกการหาคํ าตอบประเภทน้ีวา ระเบียบวิธีการหาค ําตอบแบบซอนเรน (Implicit Method) ซึ่ง
อยางแรกเปนวิธีการที่งายกวา แตตองใชเวลาในการคํ านวณมากกวา ในงานวิจัยนี้เลือกใชวิธีการ
Line-by-Line TDMA (Tri-Diagonal Matrix Algorithm) โดยจะท ําการหาคา ,φ , -φ  และ "φ  ไป
พรอม ๆ กัน สวนคา /φ  และ .φ  เปนคาท่ีทราบจากการคํ านวณในคร้ังกอน ดูรายละเอียดเพ่ิมเติม
ใน Versteeg and Malalasekera (1995) การคํ านวณจะเร่ิมจากบริเวณทางเขาของขอบเขตแลวจึง
กวาดตัวไปตามทิศทางของการไหลจนถึงทางออกของขอบเขต การกวาดตัวในลักษณะนี้จะท ําให
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ผลการคํ านวณลูเขาหาค ําตอบเร็วกวาการกวาดตัวในทิศทางอ่ืน ๆ (Versteeg and Malalasekera,
1995)

4.2 ขั้นตอนวิธ ีSIMPLER
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่พัฒนาขึ้นเพื่อหาผลเฉลยของการไหลในยานความเร็วสูง  (เลขมัค

มากกวา 0.8) ซึ่งการไหลเปนแบบอัดตัวได ความหนาแนนถูกพิจารณาเปนหน่ึงในตัวแปรปฐมฐาน
สวนความดันหาไดจากสมการสภาวะ แตปญหาที่ก ําลังดํ าเนินการวิจัยอยูน้ีเปนการหาผลเฉลยของ
การไหลในยานความเร็วไมสูงนัก คือที่เลขมัคไมเกิน 0.8 ซึ่งความหนาแนนเปลี่ยนแปลงไมมาก สง
ผลใหความดันกับความหนาแนนเกาะเกี่ยวกันแบบไมชัดเจน วิธีการที่นิยมใชส ําหรับการแกปญหา
น้ีคือใหความดันเปนตัวแปรปฐมฐานแทนความหนาแนน แตเนื่องจากสมการนาเวียรสโตคสไมมี
สมการสํ าหรับหาคาของความดันโดยตรง ดังน้ันการจะหาคาของความดันตองใชข้ันตอนวิธีเพ่ิม
เติม ไดแก ข้ันตอนวิธี SIMPLE ข้ันตอนวิธี SIMPLER ข้ันตอนวิธี SIMPLEC หรือ ข้ันตอนวิธี
PISO เปนตน งานวิจัยนี้เลือกใชขั้นตอนวิธ ีSIMPLER ในการหาคาของความดัน เน่ืองจากเปนข้ัน
ตอนวิธีที่ไดรับความนิยมอยางแพรหลายและไมยุงยากซับซอนเกินไป

สมการโมเมนตัมไมสามารถดํ าเนินการหาผลเฉลยไดหากไมทราบคาความชันของความดัน
เสียกอน โดยทั่วไปความเร็วและความดันจะมีความสัมพันธกันโดยออม กลาวคือ หากทราบความ
ดันที่ถูกตองจะท ําใหความเร็วซึ่งเปนผลเฉลยของสมการโมเมนตัมสอดคลองตามสมการความตอ
เนื่อง ข้ันตอนวิธี SIMPLER ถูกนํ ามาใชเพื่อเปลี่ยนความสัมพันธกันโดยออมระหวางความเร็วกับ
ความดันไปเปนความสัมพันธกันโดยตรง ข้ันตอนวิธี SIMPLER ประกอบดวยสมการสองสมการ
คือ สมการคาแกไขความดัน และสมการความดัน

4.2.1 สมการคาแกไขความดัน
คาของความเร็วและความดันที่สอดคลองตามสมการความตอเนื่องสามารถเขียน

ในรูปผลรวมของคาที่ไมสอดคลองตามสมการความตอเนื่องกับคาแกไขเพื่อใหสอดคลอง
ตามสมการความตอเนื่องไดดังนี้
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ความเร็วที่สอดคลองตามสมการความตอเนื่องสามารถเขียนในรูปสมการไดดังนี้
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สวนความเร็วที่ไมสอดคลองตามสมการความตอเนื่องสามารถเขียนในรูปสมการไดดังนี้
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ความเร็วที่ไมสอดคลองตามสมการความตอเนื่องจะสงผลใหมีการสรางมวลสวนเกินขึ้นมา
ในระหวางการค ํานวณ การก ําจัดมวลสวนเกินนี้สามารถท ําไดโดยการปรับแกความเร็วขาง
ตนเพ่ือใหความเร็วมีคาสอดคลองตามสมการความตอเน่ือง ดังจะไดอธิบายตอไป หลังจาก
นั้นลบสมการ (4.8) ดวยสมการ (4.9) จะไดสมการตอไปนี้
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ไมพิจารณาคาของพจน ∑ ′
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2
82   ตามแนวทางของข้ันตอนวิธี

SIMPLE ดูรายละเอียดเพิ่มเติมใน Patankar (1980) ดังน้ันสมการ (4.10) จึงเขียนใหมไดดัง
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แทนคาสมการ (4.11) ลงในสมการ (4.7) จะไดสมการตอไปนี้
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จากนิยามของ U และ V ดังสมการ (3.69) คือ
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แทนคาสมการ (4.12) ลงในสมการ (3.69) และจัดรูปสมการใหมจะไดสมการตอไปนี้
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พจนสุดทายในสมการ (4.13) จะมีคานอยกวาพจนอื่น ๆ มากเม่ือเสนกริดวางตัวเกือบต้ัง
ฉากกัน (Rhie and Chow, 1983) ดังน้ันจึงไมพิจารณาคาจากพจนดังกลาว สมการ (4.13) จึง
เขียนใหมไดดังนี้
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จากสมการความตอเน่ือง

( ) ( ) ( ) ( ) 0##$$ ('*) =ξ∆ρ−ξ∆ρ+η∆ρ−η∆ρ (4.15)

แทนคาสมการ (4.14) ลงในสมการความตอเนื่องแลวจัดรูปสมการใหมไดดังนี้
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ใชระเบียบวิธีแบบผลตางกลางกับพจน 
ξ∂
′∂7  และ 

η∂
′∂7  ในสมการ (4.16) จัดรูปสมการใหม

เปน
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สมการ (4.17) เรียกวา สมการคาแกไขความดัน ,3  คือมวลสวนเกินท่ีเกิดข้ึนเน่ืองจาก
ความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมมีคาไมสอดคลองตามสมการความตอเนื่อง เพ่ือให
ความเร็วท่ีไดสอดคลองตามสมการความตอเน่ือง จึงตองใชคาแกไขความดันปรับแก
ความเร็วท่ีไดจากสมการโมเมนตัม ดังแสดงในสมการ (4.12)

4.2.2 สมการความดัน
ในหัวขอ 4.2.1 ไดกลาวถึงการปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคา

แกไขความดันเพ่ือใหความเร็วมีคาสอดคลองตามสมการความตอเน่ือง แตยังไมไดกลาว
ถึงการหาคาของความดัน ในหัวขอนี้จะกลาวถึงการหาคาของความดันเพื่อใหความเร็ว
และความดันสอดคลองตามสมการความตอเน่ือง ข้ันแรกเขียนความเร็วในรูปของสมการ
ตอไปน้ี



32







η∂
∂

+
ξ∂
∂

+=







η∂
∂

+
ξ∂
∂

+=

7
;

7
<8?8

7
;

7
<9?9

88
,

99
,

(4.18)

โดยที ่ 9?  และ 8?  คือ Pseudovelocity ซึ่งมีนิยามดังนี้
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แทนคาสมการ (4.18) ลงใน U และ V ดังสมการ (3.69) หลังจากนั้นจัดรูปสมการไดดังนี้

ξ∂
∂







ξ∂
∂

−
ξ∂
∂+

η∂
∂







ξ∂
∂

−
ξ∂
∂+=

η∂
∂







η∂
∂−

η∂
∂

+
ξ∂
∂







η∂
∂−

η∂
∂

+=

7>
<5<

7>
;5;#?#

75;
>

;
75<

>
<$?$

9898

8989

(4.20)

พจนสุดทายในสมการ (4.20) มีคานอยกวาพจนอื่น ๆ มากเม่ือเสนกริดวางตัวเกือบต้ังฉาก
กัน (Rhie and Chow, 1983) ดังน้ันจึงไมพิจารณาคาจากพจนดังกลาว สมการ (4.20) จึง
เขียนใหมไดดังนี้
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แทนคาสมการ (4.21) ลงในสมการความตอเนื่องแลวจัดรูปสมการใหมไดดังนี้
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ใชระเบียบวิธีแบบผลตางกลางกับพจน 
ξ∂
∂7  และ 

η∂
∂7  ในสมการ (4.22) จัดรูปสมการใหม

จะไดสมการความดัน ซึ่งแสดงไดดังนี้
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4.2.3 การประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow
การหาคา mP ในสมการ (4.17) นั้นตองหาจากฟลักซที่หนาของปริมาตรควบคุม

ซึ่งการหาคาฟลักซที่หนาของปริมาตรควบคุมโดยการเฉลี่ยจากคาของตัวแปรที่อยูคนละ
ดานของหนาปริมาตรควบคุม ซึ่งเปรียบไดกับการแตกตัวอยางสมมาตรจากจุด (Central
Difference) สํ าหรับระเบียบวิธีผลตางจํ ากัด ในการท ําเชนน้ีกระบวนการหาคํ าตอบอาจ
เสียเสถียรภาพไดงาย เพราะเกิดการไมเกาะเกี่ยวกัน (Decoupling) ระหวางจุดที่มีคาเลข
บอกพิกัดเปนเลขคูกับจุดที่มีคาเลขบอกพิกัดเปนเลขคี ่ซึ่งคํ าตอบในทั้งสองระบบพิกัดอาจ
เปนอิสระตอกัน (Out of Phase) อยางสิ้นเชิง โดยท่ีคํ าตอบในทั้งสองระบบพิกัดตางก็ยัง
เปนผลเฉลยของสมการนาเวียรสโตค (ทวิช จิตรสมบูรณ และ สุวรรณา อรรฐาเมศร,
2542) เพื่อสรางกลไกใหมีการเกาะเกี่ยวกันระหวางระบบพิกัดขางตนจึงไดน ําการ
ประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow มาใชแทนการเฉลี่ยจากคาของตัวแปรที่อยูคนละ
ดานของหนาปริมาตรควบคุม โดยแสดงรายละเอียดดังนี้

แทนคาสมการ (4.9) ลงใน U และ V ดังสมการ (3.69) เขียนใหมไดเปน
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เพื่อความสะดวกในการอธิบายจึงละพจนอื่น ๆ ที่ไมเกี่ยวของ การหาฟลักซที่หนาของ
ปริมาตรควบคุมโดยการเฉลี่ยจากคาของตัวแปรที่อยูคนละดานของหนาปริมาตรควบคุม
ทํ าใหฟลักซที่หนาของปริมาตรควบคุมไมสามารถตรวจจับการเปลี่ยนแปลงความดันใน 1
ชวงปริมาตรควบคุมได ( ξ∆A and η∆A - Pressure Variation) โดยสามารถตรวจจับไดเพียง
การเปลี่ยนแปลงความดันใน 2 ชวงปริมาตรควบคุมเทาน้ัน การประมาณคาในชวงของ
Rhie and Chow จะทํ าการแกไขการหาฟลักซที่หนาของปริมาตรควบคุมเพื่อใหสามารถ
ตรวจจับการเปลี่ยนแปลงความดันใน 1 ชวงปริมาตรควบคุมได ซึ่งอธิบายเปนสมการไดดัง
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โดยที่เสนตรงทีอ่ยูเหนือตัวแปรแทนการหาคาท่ีหนาของปริมาตรควบคุมโดยการเฉล่ีย
จากคาของตัวแปรท่ีอยูคนละดานของหนาปริมาตรควบคุม จะเห็นไดวาการเปลี่ยนแปลง
ความดันใน 2 ชวงปริมาตรควบคุมถูกแทนที่ดวยการเปลี่ยนแปลงความดันใน 1 ชวง
ปริมาตรควบคุม

4.3 ขั้นตอนการด ําเนินการ
งานวิจัยนี้ท ําการศึกษาพฤติกรรมของของไหลขณะไหลผานสิ่งกีดขวางสองประเภท คือ

การไหลผานแผนเรียบ และการไหลผานสวนโคงกลม การไหลผานแผนเรียบไดรับเลือกเปนกรณี
ศึกษาเพื่อตรวจสอบความถูกตองของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขและแบบจ ําลองการปนปวนที่ใชในงาน
วิจัย สวนการไหลผานสวนโคงกลมไดรับเลือกเปนกรณีศึกษาเพื่อตรวจสอบความถูกตองของการ
ประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow

การไหลผานแผนเรียบเปนการศึกษาพฤติกรรมการไหลของชั้นชิดผิวบนแผนเรียบ ซึ่งการ
ไหลของชั้นชิดผิวบนแผนเรียบนี้เปนที่นิยมศึกษาอยางกวางขวาง เนื่องจากหากทราบพฤติกรรมการ
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ไหลของชั้นชิดผิวจะเปนประโยชนอยางมากในการออกแบบทางดานอากาศพลศาสตรและอุปกรณ
ถายเทความรอน ขอมูลของการไหลของชั้นชิดผิวบนแผนเรียบสามารถพบไดทั่วไป ทั้งผลเฉลยเชิง
วิเคราะห ไดแก ผลเฉลยของบลาเซียส (Blasius’s solution) ผลเฉลยเชิงตัวเลข เชน Spalart (1988)
และขอมูลจากการทดลอง เชน Motallebi (1944) และ Motallebi (1996) เปนตน การไหลผานแผน
เรียบน้ีอยูภายใตสมมุติฐานความชันของความดันมีคาเทากับศูนย

การไหลผานสวนโคงกลมเปนการศึกษาพฤติกรรมการไหลของชั้นชิดผิวที่ไดรับอิทธิพล
จากความชันของความดัน และลักษณะความโคงของรูปทรงที่ของไหลไหลผาน ซึ่งตางจากกรณี
การไหลผานแผนเรียบ การไหลผานสวนโคงกลมเปนการประยุกตประเภทหนึ่งที่มีความส ําคัญ
อยางสูงเนื่องจากสามารถพัฒนาไปสูการไหลผานใบพัดและปกเครื่องบินได

ขั้นตอนการดํ าเนินการแบงออกเปน 3 สวน คือ การสรางกริด การก ําหนดเง่ือนไขเร่ิมตน
และเง่ือนไขขอบ และข้ันตอนการคํ านวณ

4.3.1 การสรางกริด
การสรางกริดท้ังส ําหรับการไหลผานแผนเรียบและการไหลผานสวนโคงกลม

เลอืกใชวิธี Normalizing Transformation เนื่องจากรูปทรงการไหลที่ตองการศึกษามีความ
ซับซอนคอนขางนอย ดูรายละเอียดเพ่ิมเติมไดจาก Hoffman (1992)

4.3.1.1 การไหลผานแผนเรียบ
กริดตามแนวแกน x ถูกสรางขึ้นโดยใหระยะหางระหวางกริดแตละเสนมี

ขนาดที่เทากัน สวนตามแนวแกน y นั้นกริดจะมีความหนาแนนแตกตางกันไป
โดยกริดจะมีความหนาแนนสูงในบริเวณใกลกับแผนเรียบ ทั้งนี้เพื่อใหผลเฉลยมี
ความถูกตองมากยิ่งขึ้นในบริเวณใกลกับแผนเรียบซึ่งการไหลมีความชันของ
ความเร็วสูงกวาบริเวณอื่น ในขั้นแรกไดท ําการประเมินความหนาของช้ันชิดผิว
โดยทางทฤษฎีของการไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัว การไหลแบบปนปวนและ
ไมอัดตัว และการไหลแบบราบเรียบและอัดตัวได ซึ่งแสดงไวในตารางที ่4.1 ดูราย
ละเอียดเพ่ิมเติมไดจาก White (1991) หลังจากนั้นก ําหนดใหความสูงของขอบเขต
เปน 5 เทาของความหนาของช้ันชิดผิว สวนกรณีการไหลแบบปนปวนและอัดตัว
ไดน้ันไมสามารถทํ าการประเมินความหนาของชั้นชิดผิวไดโดยทางทฤษฎ ีจาก
การทดสอบเปลีย่นความสงูของขอบเขตของการคํ านวณพบวา หากใหความสูง
ของขอบเขตมีคา 40 เทาของความหนาของช้ันชิดผิวของกรณีการไหลแบบราบ
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เรียบและอัดตัวไดจะใหคํ าตอบที่สอดคลองกับการทดลองในระดับที่ยอมรับได
ระยะหางชวงแรกตามแนวแกน y ถัดจากแผนเรียบตองมีคานอยกวาความหนาของ
ชั้นชิดผิวจากนั้นขยายตัวเพิ่มขึ้นทีละ 8% สํ าหรับการไหลแบบราบเรียบ สวนการ
ไหลแบบปนปวน Georgiadis, Chitsomboon and Zhu (1994) แนะนํ าใหก ําหนด

+>  ในตํ าแหนงแรกถัดจากแผนเรียบมีคานอยกวาหนึ่งเพื่อใหผลเฉลยมีความถูก
ตองสูง

รูปที่ 4.2ก แสดงรายละเอียดของแผนเรียบ รูปท่ี 4.2ข แสดงลักษณะการ
กระจายตัวของกริดส ําหรับการไหลผานแผนเรียบ

4.3.1.2 การไหลผานสวนโคงกลม
ที่ตํ าแหนงทางเขาของการไหลผานสวนโคงกลมตองใชขอมูลของตัวแปร

ตาง ๆ จากการค ํานวณในสวนของการไหลผานแผนเรียบดังนั้นระยะตามแนวแกน
y จึงถูกกํ าหนดโดยการคํ านวณในสวนของการไหลผานแผนเรียบ สวนกริดใน
แนวแกน x จะหนาแนนบริเวณสวนโคงกลม และเบาบางบริเวณแผนเรียบกอน
และหลังสวนโคง

รูปที่ 4.3ก แสดงรายละเอียดของสวนโคงกลม และรูปที ่4.3ข แสดง
ลักษณะการกระจายตัวของกริดสํ าหรับการไหลผานสวนโคงกลม

4.3.2 เง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบ
งานวิจัยน้ีดํ าเนินการแกสมการนาเวียรสโตคสภายใตเงื่อนไขสภาวะคงตัวและการ

ไหลในยานความเร็วต่ํ ากวาความเร็วเสียง ดังนั้นคุณลักษณะของสมการนาเวียรสโตคสจึง
จัดอยูในประเภทอิลลิปติค เงื่อนไขเริ่มตนของทั้งการไหลผานแผนเรียบและการไหลผาน
สวนโคงกลมจึงก ําหนดใหคุณสมบัติของของไหลมีคาเทากับคุณสมบัติของของไหลที่
ความดัน 1 บรรยากาศ และอุณหภูม ิ300 เคลวิน สวนเงื่อนไขขอบแยกเปนสองกรณีคือ
กรณีการไหลผานแผนเรียบ และกรณีการไหลผานสวนโคงกลม ดังแสดงรายละเอียดไดดัง
น้ี

4.3.2.1 การไหลผานแผนเรียบ
เงื่อนไขขอบที่ทางเขาก ําหนดเปน Subsonic Inflow คือกํ าหนดคาใหกับ u

และ v สวนตัวแปรอ่ืนหาโดยใชการประมาณคานอกชวง ที่ทางออกก ําหนดเปน
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Subsonic Outflow คือกํ าหนดคาความดัน สวนตัวแปรอ่ืนหาโดยใชการประมาณ
คานอกชวง ท่ีพ้ืนผิวของแผนเรียบใชเง่ือนไข No Slip คือความเร็วมีคาเทากับศูนย
พลังงานจลนของการปนปวนและอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวนมี
คาเทากับศูนยตลอดขอบดานลางของขอบเขต สวนความดันหาโดยใชการ
ประมาณคานอกชวง ที่ขอบดานบนของขอบเขตใชการประมาณคานอกชวงกับทุก
ตัวแปร ส ําหรับเง่ือนไขขอบของพลังงานรวมจํ าเพาะหาไดจากความสัมพันธ

BCD;) 8D ++=  รูปที่ 4.2ค แสดงเง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบของการไหล
ผานแผนเรียบ เน่ืองจากการกํ าหนดเง่ือนไขขอบของคาแกไขความดันสํ าหรับการ
ไหลผานแผนเรียบและการไหลผานสวนโคงกลมมีขั้นตอนและวิธีด ําเนินการ
เหมือนกัน ดังนั้นจะกลาวถึงการก ําหนดเง่ือนไขขอบของคาแกไขความดันในภาย
หลัง

4.3.2.2 การไหลผานสวนโคงกลม
เงื่อนไขขอบที่ทางเขาถูกก ําหนดจากการแกปญหาการไหลผานแผนเรียบ

ยกเวนความดันซึ่งหาโดยใชการประมาณคานอกชวง เง่ือนไขขอบท่ีทางออก ขอบ
ดานลาง และขอบดานบนของขอบเขตกํ าหนดเชนเดียวกันกับกรณีการไหลผาน
เรียบ รูปท่ี 4.3ค แสดงเง่ือนไขเร่ิมตนและเง่ือนไขขอบของการไหลผานสวนโคง
กลม

ในสวนของเง่ือนไขขอบของคาแกไขความดัน สรุปไดดังนี ้จากนิยาม
ของคาแกไขความดัน 777 : ′+=  ทํ าใหคาแกไขความดันที่ทางออกของขอบเขตมี
คาเทากับศูนย คาแกไขความดันที่ขอบดานบนของขอบเขตหาโดยใชการประมาณ
คานอกชวง สวนที่ทางเขาและที่พื้นผิวซึ่งเปนตํ าแหนงท่ีทราบคาท่ีแนนอนของ
ความเร็ว การก ําหนดเง่ือนไขขอบของคาแกไขความดันท่ีทางเขาของขอบเขต
พิจารณาจากสมการ (4.19) ดังตอไปน้ี

ξ∂
′∂+= 7<$$ :

'EFG*=='EFG*
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แตเน่ืองจากทราบคาท่ีแนนอนของ Uinflow ดังน้ันเง่ือนไขขอบท่ีทางเขาของ
ขอบเขตจึงถูกก ําหนดโดย 0

7
=

ξ∂
′∂  สวนท่ีขอบดานลางของขอบเขตพิจารณาใน

แนวทางเดียวกันกับท่ีทางเขาของขอบเขตดังน้ันจึงไดวา 0
7
=

η∂
′∂

4.3.3 ขั้นตอนการค ํานวณ
ขั้นตอนการคํ านวณภายหลังจากการสรางกริด กํ าหนดเง่ือนไขเร่ิมตนและกํ าหนด

เงื่อนไขขอบ ส ําหรับการไหลแตละประเภทแสดงดังตอไปนี้

4.3.3.1 การไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัว
1)! คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาความเร็ว
2)! คํ านวณสมการความดันเพื่อหาความดัน
3)! คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
4)! ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

5)! กลับไปท ําในข้ันตอนท่ี 1 จนกระทั่งผลการค ํานวณลูเขาหาค ําตอบ

4.3.3.2 การไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
1)! คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาความเร็ว
2)! คํ านวณสมการความดันเพื่อหาความดัน
3)! คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
4)! ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

5)! คํ านวณพลังงานจลนของการปนปวนและอัตราการสูญเสียพลังงาน
จลนของการปนปวน โดยเลือกใชแบบจ ําลองการปนปวนประเภท
หนึ่งสมการ

6)! กลับไปท ําตามข้ันตอนท่ี 1 จนกระทั่งการค ํานวณครบ 500 รอบ เพ่ือ
สรางเง่ือนไขเร่ิมตน

7)! คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาความเร็ว
8)! คํ านวณสมการความดันเพื่อหาความดัน
9)! คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
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10)!ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

11)!คํ านวณสมการพลังงานจลนของการปนปวนเพื่อหาพลังงานจลนของ
การปนปวน

12)!คํ านวณสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวนเพื่อหา
อัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน

13)!กลับไปท ําในข้ันตอนท่ี 7 จนกระทั่งผลการค ํานวณลูเขาหาค ําตอบ

4.3.3.3 การไหลแบบราบเรียบและอัดตัวได
1)! คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาความเร็ว
2)! คํ านวณสมการความดันเพื่อหาความดัน
3)! คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
4)! ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

5)! คํ านวณสมการพลังงานเพื่อหาพลังงานรวมจํ าเพาะ
6)! คํ านวณความหนาแนนจากสมการสภาวะ
7)! คํ านวณความหนืดพลวัตรจากกฎของ Sutherland
8)! คํ านวณสภาพนํ าความรอนจากนิยามของเลขพรันดเทิล
9)! กลับไปท ําในข้ันตอนท่ี 1 จนกระทั่งผลการค ํานวณลูเขาหาค ําตอบ

4.3.3.4 การไหลแบบปนปวนและอัดตัวได
1)! คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาคาความเร็ว
2)! คํ านวณสมการความดันเพื่อหาคาความดัน
3)! คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
4)! ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

5)! คํ านวณพลังงานจลนของการปนปวนและอัตราการสูญเสียพลังงาน
จลนของการปนปวนโดยเลือกใชแบบจ ําลองการปนปวนประเภท
หนึ่งสมการ

6)! คํ านวณสมการพลังงานเพื่อหาพลังงานรวมจํ าเพาะ
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7)! คํ านวณความหนาแนนจากสมการสภาวะ
8)! คํ านวณความหนืดพลวัตรจากกฎของ Sutherland
9)! คํ านวณสภาพนํ าความรอนจากนิยามของเลขพรันดเทิล
10)!กลับไปท ําตามข้ันตอนท่ี 1 จนกระทั่งการค ํานวณครบ 500 รอบ เพ่ือ
สรางเง่ือนไขเร่ิมตน

11)!คํ านวณสมการโมเมนตัมเพ่ือหาความเร็ว
12)!คํ านวณสมการความดันเพื่อหาความดัน
13)!คํ านวณสมการคาแกไขความดันเพื่อหาคาแกไขความดัน
14)!ปรับแกความเร็วที่ไดจากสมการโมเมนตัมดวยคาแกไขความดัน ดัง
สมการ (4.12)

15)!คํ านวณสมการพลังงานจลนของการปนปวนเพื่อหาพลังงานจลนของ
การปนปวน

16)!คํ านวณสมการอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวนเพื่อหา
อัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวน

17)!คํ านวณสมการพลังงานเพื่อหาพลังงานรวมจํ าเพาะ
18)!คํ านวณความหนาแนนจากสมการสภาวะ
19)!คํ านวณความหนืดพลวัตรจากกฎของ Sutherland
20)!คํ านวณสภาพนํ าความรอนจากนิยามของเลขพรันดเทิล
21)!กลับไปท ําตามข้ันตอนท่ี 11 จนกระทั่งผลการค ํานวณลูเขาหาค ําตอบ

ตารางท่ี 4.1 ความหนาของช้ันชิดผิวบนแผนเรียบ
ประเภทของการไหล ความหนาของช้ันชิดผิวบนแผนเรียบ(1)

การไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัว
HI)
0@J

H
≈δ

การไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
K

HI)
AL@0

H
≈δ

การไหลแบบราบเรียบและอัดตัวได ( )











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∞
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
≈  และ Taw คือ Adiabatic-Wall Temperature
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 L= µRe x/ρUα

δ

"δ

รูปท่ี 4.2ก รายละเอียดของแผนเรียบ

รูปท่ี 4.2ข การกระจายตัวของกริดส ําหรับการไหลผานแผนเรียบ (แสดงทุก 5 เสนกริด)
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รูปท่ี 4.2ค เงื่อนไขขอบและเงื่อนไขเริ่มตนของการไหลผานแผนเรียบ
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รูปท่ี 4.3ก รายละเอียดของสวนโคงกลม (หนวยเปนมิลลิเมตร)

รูปท่ี 4.3ข การกระจายตัวของกริดส ําหรับการไหลผานสวนโคงกลม (แสดงทุก 5 เสนกริด)

จากผลการคาํนวณ
การไหลผานแผนเรียบ
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รูปท่ี 4.3ค เงื่อนไขขอบและเงื่อนไขเริ่มตนของการไหลผานสวนโคงกลม



บทท่ี 5
ผลการวิจัยและการวิเคราะหผล

ในบทน้ีจะนํ าเสนอในสวนของผลการวิจัย โดยผลการคํ านวณเชิงตัวเลขท่ีไดจาก
ซอฟตแวรจะน ําไปเปรียบเทียบกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห ผลการค ํานวณเชิงตัวเลขท่ีเปนท่ียอมรับ
และขอมูลที่ไดจากการทดลอง หัวขอท่ี 5.1 จะกลาวถึงผลการวิจัยและการวิเคราะหผลของการไหล
ผานแผนเรียบ สวนขอที ่5.2 จะกลาวถึงผลการวิจัยและการวิเคราะหผลของการไหลผานสวนโคง
กลม

5.1 การไหลผานแผนเรียบ
ตารางที ่5.1 แสดงขอมูลปอนเขาของการไหลผานแผนเรียบ
5.1.1 การไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัว

การไหลแบบราบเรียบและไมอัดตัวนั้นถูกน ํามาใชเพ่ือตรวจสอบความถูกตองของ
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในงานวิจัย รูปท่ี 5.1 และ 5.2 แสดงการกระจายตัวของความเร็ว
และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและไม
อัดตัวบนแผนเรียบ ตามล ําดับ จะเห็นไดวาผลการคํ านวณเชิงตัวเลขท่ีไดจากซอฟตแวรมีคา
สอดคลองอยางดีกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห รูปท่ี 5.3 แสดงลูกศรความเร็วท่ีระยะ x ตาง ๆ จะ
เห็นวารูปทรงของช้ันชิดผิวคอย ๆ หนาข้ึน ซึ่งเปนไปตามที่คาดการณไว

5.1.2 การไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
การไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวนั้นถูกน ํามาใชเพ่ือตรวจสอบความถูกตองของ

แบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการที่ใชในงานวิจัย รูปท่ี 5.4-5.7 แสดงการ
กระจายตัวของความเร็ว ความเคนเฉือนของการปนปวน พลังงานจลนของการปนปวน
และอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และไมอัดตัวบนแผนเรียบท่ี !"!#$% =θ  ตามล ําดับ จะเห็นไดวาผลการคํ านวณเชิงตัวเลขท่ี
ไดจากซอฟตแวรมีคาคลาดเคลื่อนไปจากขอมูล DNS ของ Spalart (1988) เพียงเล็กนอยเทา
น้ัน ซึ่งแสดงใหเห็นวาแบบจ ําลองการปนปวนที่เลือกใชในงานวิจัยนี้สามารถจํ าลองการ
ปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวไดเปนที่นาพอใจ
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5.1.3 การไหลแบบราบเรียบและอัดตัวได
การไหลแบบราบเรียบและอัดตัวไดนั้นถูกน ํามาใช เพ่ือตรวจสอบความถูกตอง

ของระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่ใชในการค ํานวณสมการพลังงาน รูปท่ี 5.8 แสดงการกระจายตัว
ของความเร็วของการไหลของช้ันชิดผิวแบบราบเรียบและอัดตัวไดบนแผนเรียบท่ีเลขมัค
0.4 0.6 0.8 4 และ 8 รูปท่ี 5.9 แสดงการกระจายตัวของอุณหภูมิของการไหลของช้ันชิดผิว
แบบราบเรียบและอัดตัวไดบนแผนเรียบท่ีเลขมัค 0.4 0.6 และ 0.8 จะเห็นไดวาผลการ
คํ านวณเชิงตัวเลขที่ไดจากซอฟตแวรมีคาสอดคลองกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห เปนท่ีนา
สังเกตวาการกระจายตัวของความเร็วที่เลขมัค 0.4 0.6 และ 0.8 มีความคลายกันมาก โดย
การกระจายตัวของความเร็วจะมีความแตกตางอยางชัดเจนเมื่อเลขมัคมีคาสูงขึ้น ในรูปที่
5.8 ที่เลขมัค 4 และ 8 การกระจายตัวของความเร็วจะมีความแตกตางอยางชัดเจนเม่ือเปรียบ
เทียบกับที่เลขมัค 0.4 0.6 และ 0.8

5.1.4 การไหลแบบปนปวนและอัดตัวได
จากผลการคํ านวณเชิงตัวเลขท่ีไดในหัวขอท่ีผานมา จะเห็นไดวาซอฟตแวรไดรับ

การพัฒนาจนถึงขั้นที่สามารถจ ําลองไดทั้งการไหลแบบอัดตัวไดและการไหลแบบปนปวน
ดังน้ันในหัวขอนี้จะแสดงผลการคํ านวณเชิงตัวเลขของการไหลแบบปนปวนและอัดตัวได

รูปที่ 5.10-5.13 แสดงการกระจายตัวของความเร็วของการไหลของช้ันชิดผิวแบบ
ปนปวนและอัดตัวไดบนแผนเรียบท่ี &'"(#) =∞  จะเห็นไดวาผลการค ํานวณเชิงตัวเลขท่ี
ไดจากซอฟตแวรมีคาสอดคลองกับผลการทดลองของ Maise and McDonald (1968),
Fernholz and Finley (1980), Motallebi (1994) และ Motallebi (1996) โดยที่
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5.2 การไหลผานสวนโคงกลม
การไหลผานสวนโคงกลมเปนการศึกษาอิทธิพลจากความชันของความดัน และความโคง

ของวัตถุที่ขวางการไหลตอการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและไมอัดตัว งานวิจัยในอดีต
(Barlow and Johnston, 1988; Bradshaw et al., 1988a; 1988b; Gillis and Johnston, 1983; Moser
and Moin, 1987; So and Mellor, 1973; Webster et al., 1996) และงานวิจัยของ Wu and Squires
(1998a, 1998b) แสดงใหเห็นถึงอิทธิพลจากความชันของความดัน และความโคงของวัตถุที่ขวาง
การไหล สวนโคงกลมที่นํ ามาใชเปนกรณีทดสอบนี้ประกอบขึ้นจากการสัมผัสกันของสวนโคงกลม
3 สวน คือสวนโคงกลมควํ่ า 1 สวนและสวนโคงกลมหงาย 2 สวน ซึ่งสัมผัสกับสวนโคงกลมควํ่ า
และแผนเรียบท่ีตํ าแหนงดานหนาและดานหลังของสวนโคงกลมควํ ่า ดังรูปท่ี 4.3ก ท่ีทางเขาของ
ขอบเขต กํ าหนดใหความหนาของช้ันชิดผิวมีขนาด 1.5 เทาของความสูงของสวนโคงกลม โดยคณุ
สมบัติตาง ๆ ที่ทางเขาของขอบเขตสรางขึ้นจากการแกปญหาการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานแผนเรียบ ผลการค ํานวณเชิงตัวเลขท่ีไดจากซอฟตแวรไดรับการตรวจสอบความถูกตองโดย
การเปรียบเทียบกับขอมูลที่ไดจากการทดลองของ DeGraaff (1999) ตารางที ่5.2 แสดงขอมูลปอน
เขาส ําหรับการไหลผานสวนโคงกลม

เนื่องจากความหนาของชั้นชิดผิวที่ทางเขาของขอบเขตมีขนาดสูงกวาความสูงของสวนโคง
กลม และมุมระหวางแผนเรียบและเสนสัมผัสสวนโคงกลมมีขนาดมากที่สุดเพียง 15 องศาเทาน้ัน
ดังน้ันจึงกํ าหนดใหทิศทางในแนวแกน y คือทิศทางในแนวตั้งฉากกับแผนเรียบ การระบุพิกัดของ
สวนโคงกลมนี้ก ําหนดใหจุดก ําเนิดอยูที่จุดสัมผัสระหวางแผนเรียบกับสวนโคงกลมหงายที่ดาน
หนาของสวนโคงกลมควํ ่าดังรูปท่ี 4.3ก

รูปท่ี 5.14 และ 5.15 แสดงสัมประสิทธิ์ความดันสถิตที่พื้นผิว และสัมประสิทธิ์ความเสียด
ทานที่พื้นผิว ตามล ําดับ จากรูปที ่5.14 แสดงใหเห็นวาการประกอบกันของสวนโคงกลมทั้งสาม
สวนดังกลาวทํ าใหเกิดการเปลี่ยนแปลงความดันทั้งหมด 4 ชวง คือ ที่บริเวณสวนโคงกลมหงายดาน
หนาของสวนโคงกลมควํ ่า ซึ่งความดันเพิ่มขึ้นเล็กนอย หลังจากนั้นความดันจะลดลงอยางรวดเร็ว
เมื่อเขาสูดานหนาของสวนโคงกลมควํ่ าและความดันจะมีคาตํ ่าที่สุดที่จุดยอดของสวนโคงกลมควํ ่า
หลังจากน้ันความดันจะเพ่ิมข้ึนอยางรวดเร็วท่ีดานหลังของสวนโคงกลมคว่ํ า และความดันจะลดลง
อีกครั้งที่บริเวณสวนโคงกลมหงายดานหลังสวนโคงกลมควํ่ า จากรูปที ่5.15 แสดงใหเห็นวาปจจัยที่
มีผลตอสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิว ไดแก ความชันของความดันและลักษณะการโคงของ
สวนโคงกลม กลาวคือ สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวจะมีคาลดลงเมื่อชั้นชิดผิวไหลผานสวน
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โคงกลมควํ ่า หรือไหลผานบริเวณท่ีมีความชันของความดันสวนทิศการไหล (Adverse Pressure
Gradient) และสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวจะมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อชั้นชิดผิวไหลผานสวนโคง
กลมหงาย หรือไหลผานบริเวณท่ีมีความชันของความดันตามทิศการไหล (Favourable Pressure
Gradient) (Bandyopadhyay and Ahmed, 1993 quoted in Wu and Squires, 1998a) จากรูปที ่5.15 จะ
เห็นไดวาในชวง #7899(# : ≤≤−  สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวมีคาลดลงเนื่องจากการไหล
ของชั้นชิดผิวไดรับผลกระทบจากความชันของความดันสวนทิศการไหล สัมประสิทธิ์ความเสียด
ทานที่พ้ืนผิวมีคาเพ่ิมข้ึนอยางรวดเร็วในชวง !;(#7<8# : <<  เนื่องจากการไหลของชั้นชิดผิวไดรับ
ผลกระทบจากอิทธิพลจากความชันของความดันตามทิศการไหลมากกวาอิทธิพลของการไหลผาน
สวนโคงกลมควํ ่า ท่ีบริเวณกอนถึงจุดยอดของสวนโคงกลมคว่ํ า สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้น
ผิวมีคาคอนขางคงที ่เน่ืองจากเกิดปรากฏการณ Relaminarization ขึ้นที่บริเวณน้ี โดยปรากฏการณ
ดังกลาวจะทํ าลายสวนแปรผันของการไหลแบบปนปวน (Webster, DeGraaff and Eaton, 1996)
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวมีคาลดลงอยางรวดเร็วบริเวณดานหลังของสวนโคงกลมควํ ่า
เนื่องจากความชันของความดันสวนทิศการไหลและการไหลผานสวนโคงกลมควํ ่า หลังจากนั้น
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวมีคาเพิ่มขึ้นอยางรวดเร็วอีกครั้ง เนื่องจากการเปลี่ยนแปลงจาก
ความชันของความดันสวนทิศการไหลไปเปนความชันของความดันตามทิศการไหล (Wu and
Squires, 1998a) รูปท่ี 5.14 และ 5.15 แสดงใหเห็นวาสัมประสิทธิ์ความดันสถิตที่พื้นผิวและ
สัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวที่ไดจากการค ํานวณเชิงตัวเลขมีคาสอดคลองกับขอมูลจากการ
ทดลอง

รูปท่ี 5.16 แสดงคาของ %=  ซึ่งมีนิยามคือ >,8% -??(#= =  เมื่อ >,8-  คือคาของความเร็วสูง
สุดในแตละตํ าแหนงตามแนวแกน x จะเห็นไดวาที่จุดยอดและดานหลังของสวนโคงกลมควํ ่า คา
ของ %=  สอดคลองเปนอยางดีกับขอมูลที่ไดจากการทดลอง แตท่ีตํ าแหนงตั้งแตสวนโคงกลมหงาย
ซึ่งอยูดานหลังสวนโคงกลมควํ ่าจนถึงทางออกของขอบเขต %=  ที่ไดจากการค ํานวณเชิงตัวเลขมีคา
สูงกวาขอมูลที่ไดจากการทดลอง รูปท่ี 5.17 แสดงลูกศรความเร็วท่ีระยะ x ตาง ๆ รูปท่ี 5.18 แสดง
เสนคอนทัวรของความดัน

การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวที่ต ําแหนงตาง ๆ ตามแนวแกน x ดัง
รูปที่ 5.19-5.29  แสดงใหเห็นวาผลการคํ านวณเชิงตัวเลขมีคาสอดคลองเปนอยางดีกับขอมูลที่ได
จากการทดลอง ยกเวนที่ต ําแหนง x/Lc = 11/12 ดังรูปท่ี 5.22 เน่ืองจากท่ีบริเวณดังกลาวขนาดของ
Intermittent Reversal มีคามากกวาบริเวณใกลเคียงมาก (Wu and Squires, 1998a)

รูปที่ 5.30-5.41 แสดงการกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลของชั้นชิดผิวที่
ตํ าแหนงตาง ๆ ตามแนวแกน x หากพิจารณาในเชิงคุณภาพจะเห็นไดวาผลการคํ านวณเชิงตัวเลขมี
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คาสอดคลองเปนอยางดีกับขอมูลที่ไดจากการทดลอง แตหากพิจารณาในเชิงปริมาณจะพบวาความ
เคน '- ′  ที่ไดจากการค ํานวณเชิงตัวเลขมีคานอยกวาขอมูลที่ไดจากการทดลองในทุก ๆ ตํ าแหนง
ตลอดแนวแกน x พอสมควร ท้ังน้ีเน่ืองจากแบบจํ าลองการปนปวนที่ใชในงานวิจัยนี้เปนแบบ
จํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการแบบเชิงเสน ซึ่งอยูภายใตสมมุติฐานที่วา สวนแปรผันของ
ความเร็วมีคาเทากับคาเฉลี่ยของสวนแปรผันของความเร็วทั้งสามทิศทาง ท ําใหสวนแปรผันของ
ความเร็วทั้งสามทิศทางมีคาเทากัน คือ 4@- ′=′=′  ซ่ึงในความเปนจริงน้ันสวนแปรผันของ
ความเร็วในแตละทิศทางมีคาไมเทากัน โดยสวนแปรผันของความเร็วในทิศทางเดียวกับทิศทาง
หลักของการไหลจะมีคาสูงที่สุด หากท ําการเปลี่ยนแบบจ ําลองการปนปวนจากเดิม คือแบบจํ าลอง
ประเภทสองสมการแบบเชิงเสนไปเปนแบบจ ําลองประเภทสองสมการแบบไมเชิงเสน มีแนวโนม
ที่จะทํ าใหผลการค ํานวณเชิงตัวเลขสอดคลองกับขอมูลที่ไดจากการทดลองมากยิ่งขึ้น ในรูปที ่5.31
แสดงการกระจายตัวของความเคน '- ′  ที่จุดยอดของสวนโคงกลม จะเห็นไดวาเกิด Knee Point ขึ้น
ที ่ !;(#5 ≈δ  ซึ่งเปนผลที่เกิดขึ้นเนื่องจากการท ําลาย Turbulence Production ใน Outer Region โดย
ความโคงบริเวณดานหนาของสวนโคงกลมควํ ่า ความชันของความดันตามทิศการไหล และการ
สราง Internal Layer เหนือพื้นผิวบริเวณดานหนาของสวนโคงกลมควํ ่า จะสังเกตเห็นไดวาท่ี
ตํ าแหนงต่ํ ากวา Knee Point คือท่ี !;(#5 <δ  ความเคน '- ′  ที่จุดยอดของสวนโคงกลมมีคามากกวา
ความเคน '- ′  ท่ีบริเวณทางเขาของขอบเขต (x/Lc = -6/12) แตท่ีตํ าแหนงสูงกวา Knee Point คือท่ี

!;(#5 >δ  ความเคน '- ′  ที่จุดยอดของสวนโคงกลมกลับมีคานอยกวาความเคน '- ′  ท่ีทางเขาของ
ขอบเขต สวนท่ีบริเวณดานหลังจุดยอดของสวนโคงกลม ตํ าแหนงของ Knee Point และคาสูงสุด
ของความเคน '- ′  จะเกิดขึ้นที่ระยะหางจากพื้นผิวมากขึ้น ซึ่งเปนคุณลักษณะของการไหลของชั้น
ชิดผิวผานบริเวณที่มีความชันของความดันสวนทิศการไหลขนาดใหญ (Baskaran et al., 1987;
Simpson, 1989 quoted in Wu and Squires, 1998a)

รูปที่ 5.42-5.52 แสดงการกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวน จะเห็น
ไดวา ความเคนเฉือนมีคาเพิ่มขึ้นเมื่อชั้นชิดผิวไหลผานบริเวณสวนหลังของสวนโคงกลมควํ ่า ซึ่ง
บริเวณน้ีมีความชันของความดันสวนทิศการไหลขนาดใหญ หลังจากนั้น เม่ือการไหลของช้ันชิดผิว
เขาสูบริเวณแผนเรียบดานหลังของสวนโคงกลม ความเคนเฉือนจะมีคาลดลงเนื่องจากอิทธิพลจาก
ความชันของความดันตามทิศการไหล

รูปที่ 5.53-5.63 แสดงใหเห็นวา การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนมีลักษณะ
เดียวกันกับการกระจายตัวของความเคนเฉือน คือ มีคาเพ่ิมข้ึนเม่ือช้ันชิดผิวไหลผานบริเวณสวน
หลังของสวนโคงกลมควํ ่า และมีคาลดลงเมื่อการไหลของชั้นชิดผิวเขาสูบริเวณแผนเรียบดานหลัง
ของสวนโคงกลม
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จากรูปที่ 5.42-5.63 แสดงใหเห็นวา ผลการค ํานวณเชิงตัวเลขท่ีไดจากซอฟตแวรของการ
กระจายตัวของความเคนเฉือนและการกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนมีคาคลาด
เคลื่อนไปจากขอมูลจากการทดลองในลักษณะเดียวกัน คือ ผลการค ํานวณเชิงตัวเลขมีคามากกวาขอ
มูลที่ไดจากการทดลอง เน่ืองจากแบบจํ าลองการปนปวนที่ใชในงานวิจัยนี้เปนแบบจ ําลองการปน
ปวนประเภทสองสมการแบบเชิงเสน ซึ่งอยูภายใตสมมุติฐานที่วา สวนแปรผันของความเร็วมีคาเทา
กับคาเฉลี่ยของสวนแปรผันของความเร็วทั้งสามทิศทาง

ตารางท่ี 5.1 ขอมูลปอนเขาของการไหลผานแผนเรียบ
ตัวแปร การไหลแบบ

ราบเรียบ
และไมอัดตวั

การไหลแบบ
ปนปวน
และไมอัดตวั

การไหลแบบ
ราบเรียบ
และอัดตัวได

การไหลแบบ
ปนปวน
และอัดตัวได

>,8ξ 101 201 151 151
>,8η 101 151 151 151
7$% A!##'(# × A!#A× A!#'× A!#;(!? ×

∞) 0.01 0.1 0.4, 0.6, 0.8, 4, 8 0.824
∞3  (K) 300 300 300 300
∞B  (Pa) 101,325 101,325 101,325 110,995.5
43  (K) - - 300 Adiabatic

Recovery
Temperature

-α 0.2 0.2 0.5 0.5
@α 0.2 0.2 0.5 0.5
Cα - 0.2 0.5 0.5
εα - 0.2 0.5 0.5
3%α - - 0.5 0.5
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ตารางท่ี 5.2 ขอมูลปอนเขาของการไหลผานสวนโคงกลม
ตัวแปร การไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว

>,8ξ 201
>,8η 101

∞= (m/s) 14.4
∞3 (K) 300
∞B (Pa) 101,325
-α 0.2
@α 0.2
Cα 0.2
εα 0.2
3%α 0.2
Dα 0.02
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0.0

0.4

0.8

1.2

0 2 4 6 8 10
y[ρU∞/µL]1/2

u/U∞

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
ผลเฉลยของบลาเซียส

รูปท่ี 5.1 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและไมอัดตัวบนแผน
เรียบ

0.0
0.2
0.4
0.6
0.8
1.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

106Rex

102Cf

ผลเฉลยเชิงตัวเลข
ผลเฉลยเชิงวิเคราะห

รูปท่ี 5.2 การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวของการไหลของชั้นชิดผิวแบบ
ราบเรียบและไมอัดตัวบนแผนเรียบ
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รูปท่ี 5.3 ลูกศรความเร็ว (บางสวน) ที่ระยะ x ตาง ๆ ของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและ
ไมอัดตัวบนแผนเรียบ

0
5

10
15
20
25

0 1 10 100 1000 10000
y+

u+

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Spalart (1988)

รูปท่ี 5.4 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและไมอัดตัวบนแผน
เรียบท่ี Reθ = 1410
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-u'v'+

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Spalart (1988)

รูปท่ี 5.5 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการปนปวนของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และไมอัดตัวบนแผนเรียบท่ี Reθ = 1410

0

1

2

3

4

5

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
y+

k+

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Spalart (1988)

รูปท่ี 5.6 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวน
และไมอัดตัวบนแผนเรียบท่ี Reθ = 1410
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ε
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Spalart (1988)

รูปท่ี 5.7 การกระจายตัวของอัตราการสูญเสียพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลของชั้นชิด
ผิวแบบปนปวนและไมอัดตัวบนแผนเรียบท่ี Reθ = 1410

0.0

0.4

0.8

1.2

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0

y[ρ∞U∞/µ∞L]1/2

u/U∞
ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.4
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.4
ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.6
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.6
ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.8
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.8
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 4
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 8

รูปท่ี 5.8 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและอัดตัวไดบนแผน
เรียบที่เลขมัค 0.4, 0.6, 0.8, 4 และ 8
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1.00

1.01

1.02

1.03

0 2 4 6 8 10

y[ρ∞U∞/µ∞L]1/2

T/T∞

ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.4
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.4
ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.6
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.6
ผลการคํานวณเชิงตัวเลขที่เลขมัค 0.8
ผลเฉลยเชิงวิเคราะหที่เลขมัค 0.8

รูปท่ี 5.9 การกระจายตัวของอุณหภูมิของการไหลของชั้นชิดผิวแบบราบเรียบและอัดตัวไดบนแผน
เรียบที่เลขมัค 0.4, 0.6 และ 0.8

0

10

20

30

0 2 4 6 8 10
ln(yρwuτ/µw)

u*/uτ

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Law of the Wall

รูปท่ี 5.10 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและอัดตัวไดบนแผน
เรียบ เม่ือ M∞= 0.824
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0
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
y/δ

(uδ*-u*)/uτ

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Maise and McDonald (1968)

รูปท่ี 5.11 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและอัดตัวไดบนแผน
เรียบ เม่ือ M∞= 0.824

0
2
4
6
8

10

-3.0 -2.5 -2.0 -1.5 -1.0
ln(y/∆*)

(uδ*-u*)/uτ

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Fernholz and Finley (1980)

รูปท่ี 5.12 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลของชั้นชิดผิวแบบปนปวนและอัดตัวไดบนแผน
เรียบ เม่ือ M∞= 0.824
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8 9 10 11ln(Reθw)

ln(Re∆*)
ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
Motallebi (1996)
Fernholz and Finley (1980)

รูปท่ี 5.13 ความสัมพันธระหวาง Re∆* กับ Reθw ของการไหลของช้ันชิดผิวแบบปนปวนและอัดตัว
ไดบนแผนเรียบ
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-0.3

-0.1
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0.3

-0.5 0 0.5 1 1.5 2
x/Lc

Cpw

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.14 การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์ความดันสถิตที่พื้นผิวของการไหลแบบปนปวนและไม
อัดตัวผานสวนโคงกลม
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102Cf

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.15 การกระจายตัวของสัมประสิทธิ์ความเสียดทานที่พื้นผิวของการไหลแบบปนปวนและไม
อัดตัวผานสวนโคงกลม
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17

-0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
x/Lc

Ue

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.16 การกระจายตัวของ Ue ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลม
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รูปท่ี 5.17 ลูกศรความเร็ว (บางสวน) ที่ระยะ x ตาง ๆ ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผาน
สวนโคงกลม

รูปท่ี 5.18 เสนคอนทัวรของความดันของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลม
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.19 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 6/12
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y/δref

u/Ue

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.20 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 8/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.21 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 10/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.22 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 11/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.23 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 12/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.24 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 13/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.25 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 14/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.26 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 16/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.27 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 20/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.28 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 26/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.29 การกระจายตัวของความเร็วของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคงกลมที่
ตํ าแหนง x/Lc = 32/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.30 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = -6/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.31 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 6/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.32 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 8/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.33 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 10/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.34 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 11/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.35 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 12/12

0.000

0.005

0.010

0.015

0.020

0 1 2 3 4
y/δref

u'2/Ue
2

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.36 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 13/12
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รูปท่ี 5.37 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 14/12
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ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.38 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 16/12
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รูปท่ี 5.39 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 20/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.40 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 26/12
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รูปท่ี 5.41 การกระจายตัวของความเคน '- ′  ของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 32/12
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รูปท่ี 5.42 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 6/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.43 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 8/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.44 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 10/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.45 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 11/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.46 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 12/12
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รูปท่ี 5.47 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 13/12

0.0000

0.0020

0.0040

0.0060

0 1 2 3 4
y/δref

-u'v' /Ue

ผลการคํานวณเชิงตัวเลข
DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.48 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 14/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.49 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 16/12
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รูปท่ี 5.50 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 20/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.51 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 26/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.52 การกระจายตัวของความเคนเฉือนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัวผานสวนโคง
กลมที่ตํ าแหนง x/Lc = 32/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.53 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 6/12
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รูปท่ี 5.54 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 8/12
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รูปท่ี 5.55 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 10/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.56 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 11/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.57 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 12/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.58 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 13/12
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รูปท่ี 5.59 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 14/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.60 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 16/12
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รูปท่ี 5.61 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 20/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.62 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 26/12
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DeGraaff (1999)

รูปท่ี 5.63 การกระจายตัวของพลังงานจลนของการปนปวนของการไหลแบบปนปวนและไมอัดตัว
ผานสวนโคงกลมที่ต ําแหนง x/Lc = 32/12



บทท่ี 6
สรุปผลการวิจัยและขอเสนอแนะ

ในบทน้ีจะกลาวถึงผลการวิจัยโดยสรุปรวมถึงขอเสนอแนะในการวิจัยตอไป หัวขอ 6.1 จะ
กลาวถึงผลสรุปการวิจัย ไดแก กรรมวิธีวิธีตาง ๆ ที่น ํามาใชในงานวิจัย และกรณีทดสอบเพ่ือตรวจ
สอบความถกูตองของซอฟตแวร หัวขอ 6.2 จะกลาวถึงขอเสนอแนะในการวิจัยตอไปเพื่อปรับปรุง
ใหซอฟตแวรมีความสามารถและความถูกตองสูงขึ้น

6.1 สรุปผลการวิจัย
จุดประสงคของงานวิจัยนี ้คือ การสรางซอฟตแวรเพือ่จํ าลองการไหลที่ความเร็วตํ ่ากวา

ความเร็วเสียงแบบสองมิติ โดยดํ าเนินการหาผลเฉลยของสมการนาเวียรสโตคสที่สภาวะคงตัว
ระเบียบวิธีเชิงตัวเลขที่เลือกใชในงานวิจัยนี ้คือ ระเบียบวิธีปริมาตรจํ ากัดรวมกับระบบกริดแบบจุด
รวม (Collocated Grid System) โดยตัวแปรทั้งหมดถูกเก็บไวที่ต ําแหนงเดียวกันทั้งหมดเพื่อลด
ความซับซอนของการเขียนรหัสโปรแกรม การประมาณคาในชวงของ Rhie and Chow ถูกน ํามาใช
เพื่อปองกันการไมเกี่ยวพันกันระหวางความเร็วกับความดัน แบบจํ าลองการปนปวนประเภทสอง
สมการ k-ε ของ Launder and Sharma (1974) ถูกนํ ามาใชในกรณีที่การไหลเปนการไหลแบบปน
ปวน เนื่องจากซอฟตแวรที่พัฒนาขึ้นนี้เปนการจ ําลองการไหลที่ยานความเร็วตํ ่ากวาความเร็วเสียง
ซึ่งความดันและความหนาแนนมีความเกี่ยวพันกันอยางไมชัดเจน ดังน้ันจึงเลือกใหความดันเปนตัว
แปรปฐมฐานแทนความหนาแนน โดยความดันหาไดจากข้ันตอนวิธี SIMPLER ซอฟตแวรไดรับ
การตรวจสอบความถูกตองโดยการเปรียบเทียบผลการค ํานวณที่ไดกับผลเฉลยเชิงวิเคราะห ขอมูล
จากการจํ าลองเชิงตัวเลขโดยตรง (Direct Numerical Simulation Data, DNS data) ของ Spalart
(1988) และขอมูลจากการทดลอง ไดแก Maise and McDonald (1968), Fernholz and Finley (1980),
Motallebi (1994), Motallebi (1996) และ DeGraaff (1999) พบวาผลการคํ านวณสวนใหญที่ไดจาก
ซอฟตแวรมีความถูกตองสอดคลองกับขอมูลที่น ํามาเปรียบเทียบ แตในบางกรณีพบวาผลการ
คํ านวณที่ไดยังมีความคลาดเคลื่อนอยูบาง ซึ่งนาจะเปนผลที่เกิดขึ้นเนื่องจากแบบจ ําลองการปนปวน
ที่เลือกใชยังไมสามารถจ ําลองการปนปวนไดอยางถูกตองสมบูรณแบบ
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6.2 ขอเสนอแนะในการวิจัยตอไป

เนื่องจากซอฟตแวรที่สรางขึ้นอยูภายใตเงื่อนไขการไหลที่ความเร็วตํ ่ากวาความเร็วเสียง
(Subsonic Flow) ในสภาวะคงตัว (Steady State) แบบสองมิติ (Two-Dimensional Flow) ดังน้ันเพ่ือ
ใหซอฟตแวรมีความสามารถสูงขึ้น จึงมีความเห็นวาควรปรับปรุงใหซอฟตแวรสามารถจํ าลองการ
ไหลในสภาวะไมคงตัว (Unsteady State) แบบสามมิติ (Three-Dimensional Flow) และปรับเปลี่ยน
แบบจํ าลองการปนปวนประเภทสองสมการแบบเชิงเสนไปเปนแบบจํ าลองการปนปวนประเภท
สองสมการแบบไมเชิงเสน เพ่ือใหซอฟตแวรสามารถจํ าลองการปนปวนไดถูกตองมากยิ่งขึ้น รวม
ท้ังนํ ากระบวนการค ํานวณแบบขนาน (Pararell Computing) มาใชในซอฟตแวร เพ่ือใหการคํ านวณ
มีความรวดเร็วย่ิงข้ึน
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ก.2.3 สมการพลังงาน
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ก.4.2 สมการโมเมนตัมในแนวแกน y
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ภาคผนวก ค
รหัสโปรแกรม

หมายเหตุ : ภาคผนวก ค ดูที่ตัวเลมวิทยานิพนธ
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ประวัติผูเขียน

นายบุญลือ สวัสดิ์มงคล เกิดเม่ือวันท่ี 2 มีนาคม พุทธศักราช 2519 ส ําเร็จการศึกษา
วิศวกรรมศาสตรบัณฑิต (วิศวกรรมเคร่ืองกล) (เกียรตินิยมอันดับสอง) จากมหาวิทยาลัยเทคโนโลยี
สุรนารี เมื่อปพุทธศักราช 2542 ภายหลังส ําเร็จการศึกษาไดเขาศึกษาตอในระดับปริญญาโท
วิศวกรรมศาสตรมหาบัณฑิต สาขาวิศวกรรมเคร่ืองกล มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี

ปจจุบัน เปนผูชวยวิจัยของ อาจารย ดร.เอกชยั จันทสาโร อาจารยประจํ าสาขาวิศวกรรม
เคร่ืองกล ส ํานักวิชาวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสุรนารี


