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ค ำน ำ 

(พิมพแ์ละปรับปรุง คร้ังที่ ๕) 

 วิชาคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวันเป็นวิชาหนึ่งในหมวดวิชาศึกษาทั่วไปโดยวัตถุประสงค์ของวิชา

เพ่ือให้นักศึกษามีความรอบรู้ความเข้าใจและมีความสามารถในการประยุกต์หลักการและแนวคิดทาง

คณิตศาสตร์ส าหรับการท าความเข้าใจปัญหาพื้นฐานในชีวิตประจ าวันและแก้ปัญหาได้และที่ส าคัญที่สุดคือ

สามารถสร้างกระบวนการคิดด้วยเหตุและผลทางหลักการคณิตศาสตร์ได้ 

 ส าหรับการปรับปรุงเนื้อหาครั้งที่ 5 นี้ เอกสาร ยังคงรักษาลักษณะเดิมไว้ นั่นคือ การมีพ้ืนที่ให้ผู้เรียน

ได้ใช้ส าหรับทด คิดค านวณ หรือจดบันทึกได้ภายในเล่ม เพ่ือสะดวกต่อการพกพาและอ่านประกอบนอก

ห้องเรียน  

 ทางผู้เรียบเรียงขอขอบคุณคณาจารย์ของสาขาวิชาคณิตศาสตร์ ได้แก่ ผศ.ดร.ธิดารัตน์อารีรักษ์ และ

ผศ.ดร.เบญจวรรณโรจนดิษฐ์ ส าหรับความช่วยเหลือในกระบวนการเรียบเรียงต้นฉบับในครั้งแรก ซึ่งเป็น

ประโยชน์ส าหรับนักศึกษาในการใช้เป็นแนวทางในการศึกษาและการค้นคว้าเพิ่มเติม  

 ขอขอบคุณคณะนักศึกษารุ่นพ่ีและคณะผู้ช่วยสอน ที่เอ้ือเฟ้ือด้านข้อมูล โจทย์ และจัดพิมพ์เพ่ิมเติมท า

ให้เอกสารชุดล่าสุดนี้ มีตัวอย่างและโจทย์ปัญหาที่มากข้ึนกว่าเดิม อันจะเป็นประโยชน์ต่อนักศึกษารุ่นน้อง

ต่อไป 

 เอกสารประกอบการสอนนี้เป็นจุดเริ่มต้นในการพัฒนางานวิชาการซึ่งเป็นประโยชน์โดยตรงต่อ

นักศึกษา จึงต้องมีการพัฒนาอย่างต่อเนื่องมีการเพ่ิมเติมตัวอย่างและโจทย์ปัญหาเพ่ือให้ทันสมัยและได้งาน

วิชาการท่ีมีคุณค่าในการเรียนการสอนวิชาคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวันส าหรับนักศึกษามหาวิทยาลัย

เทคโนโลยีสุรนารีทุกคน  

 อนึ่ง ผู้เรียบเรียงขออภัยในทุกข้อผิดพลาดที่อาจจะยังมีปรากฏภายในเล่ม มา ณ โอกาสนี้ด้วย  

 

        สายันต์ แก่นนาค า 

               ๓o   มิถุนายน  ๒๕๕๘ 
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บทที่ 1 

บทที่ 1ทบทวน (Reviews)  
 ในการศึกษาวิชาคณิตศาสตร์ตลอดจนบทประยุกต์ของการใช้คณิตศาสตร์ในแขนงต่างๆ นั้น การมีพื้นฐานความ

เข้าใจในหลักการทางคณิตศาสตรอ์ย่างถูกต้องถือเป็นสิ่งที่ส าคัญเปน็อย่างมาก ในบทแรกนี้ จักไดม้ีการรวบรวมเอาความรู้และ

หลักการพื้นฐานทางคณิตศาสตร์มาน าเสนอ เพื่อเพ่ิมความแม่นย าในการประยุกต์ใช้ในบทถัดๆ ไป และก่อให้เกิดทักษะการคิด

แบบมีตรรกะ ใช้เหตุ และผล ได้อย่างถูกต้อง 

1.1 ระบบจ ำนวนและจ ำนวนจริง(Real Numbers) 

 จ ำนวนจริง คืออะไร ? 

 ในโลกของการประยุกต์ใช้คณติศาสตร์ในสาขาต่างๆ ไม่ว่าจะเป็น การวิเคราะห์ข้อมลู ระบบสมการกราฟ รวมถึง

คณิตศาสตร์เชิงค านวณต่างๆ ระบบตัวเลขท่ีเกี่ยวข้องส่วนใหญ่นัน้จะเป็นจ านวนท่ีรูจ้ักกันในนามของ "จ านวนจริง (Real 

Numbers)" ซึ่งสามารถให้ค าจ ากดัความโดยรวมได้วา่ เป็น จ านวนท่ีอยู่บนเส้นจ านวนจริง จ านวนจริงเหล่านีม้ีคณุสมบตัิ

เฉพาะตัวหลายประการ และสามารถแบ่งออกเป็นกลุ่มๆ ได้หลายประเภท เช่น จ านวนนับ (หรือจ านวนธรรมชาติNatural 

Numbers),จ านวนเตม็(Integers), ตรรกยะ (Rational Numbers)  และอตรรกยะ (Irrational Numbers). 

จ านวนนับ ได้แก่ 1, 2, 3, 4, ... 

จ านวนเต็ม ได้แก่ ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ... ซึ่งจะเห็นว่า ทุกจ านวนนับ เป็นจ านวนเต็ม 

จ านวนตรรกยะ ได้แก่ จ านวนที่สามารถเขียนเป็นเศษส่วนของจ านวนเต็มได้ เช่น 5
3
,
1

4
,
9

5
, −

7

25
… ซึ่งจะเห็นว่า ทุกๆ 

จ านวนเต็ม เป็นจ านวนตรรกยะ (เนื่องจากสามารถเขียนเป็นเศษส่วนท่ีมีส่วนเป็น 1 ไดเ้สมอ) 

จ านวนอตรรกยะ ได้แก่ จ านวนทีไ่ม่ใช่จ านวนตรรกยะ 

ซึ่งเมื่อเราน าประเภทของจ านวนจริงทั้งหลายตามที่ได้แจกแจงมานี้ มาเขียนเป็นแผนภาพ ก็จะไดด้ังนี ้

 

แผนภำพที่  1จ านวนจริงและส่วนต่างๆ ของจ านวนที่จัดอยู่ในจ านวนจริง 

            

          

         

             
           

10

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 คุณสมบัตเิอกลักษณ์เบื้องต้นที่ส ำคัญของจ ำนวนจริง 

ก าหนดให้ 𝑥, 𝑦,𝑎, 𝑏 และ𝑐เป็นจ านวนจริงใดๆ    

1. คุณสมบตัิการสลับท่ีของการบวกและการคูณ ตามล าดับดังนี้ 𝑎 +  𝑏 =  𝑏 +  𝑎 และ 𝑎𝑏 =  𝑏𝑎 

 เช่น  2.5𝑥 + 3𝑦 = 3𝑦 + 2.5𝑥และ1
8
×
𝑥

3
= 

𝑥

3
×
1

8
 

2. คุณสมบตัิการเปลี่ยนกลุ่มของการบวกและการคณู ตามล าดบัดังนี้ 

𝑎 + (𝑏 +  𝑐)  =  (𝑎 +  𝑏)  +  𝑐  และ𝑎(𝑏𝑐)  =  (𝑎𝑏)𝑐 

 เช่น  (𝑎 + 3𝑏) + 2𝑐 = 𝑎 + (3𝑏 + 2𝑐)และ1
8
∙ (
𝑥

3
∙ 𝑦) =  (

1

8
∙
𝑥

3
) ∙ 𝑦 

3.คุณสมบัติการกระจาย ดังน้ี𝑎(𝑏 +  𝑐)  =  𝑎𝑏 +  𝑎𝑐   หรือ  (𝑏 +  𝑐)𝑎 =  𝑏𝑎 +  𝑐𝑎 

 เช่น (𝑥 + 3𝑦)2 = 2𝑥 + 6𝑦 

4. เอกลักษณ์ส าหรับการบวก คือ " 0 " และ เอกลักษณ์ส าหรับการคณู คือ " 1 " ตามล าดับดังนี𝑎้ +  0 =  0 +

 𝑎 =  𝑎และ 𝑎(1)  =  1(𝑎)  =  𝑎 

5. ตัวผกผันส าหรับการบวกของ 𝑎 คือ −𝑎 และตัวผกผันส าหรับการคณูของ 𝑎  คือ 1
𝑎

 

6. คุณสมบตัิต่างๆ ที่เกีย่วกับค่าสมับูรณ์ เมื่อนิยามการหาคา่สัมบูรณ์ ดังนี้ 

 ค่าสัมบรูณ์ของจ านวนจริง 𝑎 เขียนแทนด้วย |𝑎|และนิยามโดย 

|𝑎| =  {
𝑎 ถ้า 𝑎 ≥ 0
−𝑎 ถ้า 𝑎 < 0

 

7. คุณสมบัติทางพีชคณิตอื่นๆ ที่พบบ่อยของจ านวนจริง แสดงได้ดังตารางข้างล่างนี้ เมื่อก าหนดให้ 𝑚 และ𝑛 เป็น

จ านวนเต็มใดๆ  และ 𝑟เป็นจ านวนจริงใดๆ 

ตำรำงที่  1ตารางแสดงการด าเนนิการทางพีชคณิตเบื้องต้นทีส่ าคญัของจ านวนจริง 

ล าดับที ่ คุณสมบัติอื่นๆ และสูตรที่พบบ่อย ล าดับที ่ คุณสมบัติอื่นๆ และสูตรที่พบบ่อย 

1 𝑎𝑛𝑎𝑚 = 𝑎𝑛+𝑚 14 √
𝑎

𝑏

𝑛
=

√𝑎
𝑛

√𝑏
𝑛 ,   𝑏 ≠ 0 

2 (𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛𝑚 15 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑏 = 1, 𝑙𝑜𝑔𝑏 1 = 0 

3 (𝑎𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 16 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑏 = 𝑥,   𝑏
𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 = 𝑥 

4 𝑎−𝑛 =
1

𝑎𝑛
 17 𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑥

𝑟) = 𝑟 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 

5 (
𝑎

𝑏
)
−𝑛

= (
𝑏

𝑎
)
𝑛

=
𝑏𝑛

𝑎𝑛
 18 𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑥𝑦) = 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 + 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑦 

6 𝑎𝑛

𝑎𝑚
= 𝑎𝑛−𝑚 =

1

𝑎𝑚−𝑛
 19 𝑙𝑜𝑔𝑏 (

𝑥

𝑦
) = 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑦 

7 𝑎0 = 1, 𝑎 ≠ 0 20 𝑥2 − 𝑎2 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 − 𝑎) 
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8 (
𝑎

𝑏
)
𝑛

=
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 21 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑎2 = (𝑥 + 𝑎)2 

9 1

𝑎−𝑛
= 𝑎𝑛,   𝑎 ≠ 0 22 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 = (𝑥 − 𝑎)2 

10 𝑎
𝑛

𝑚 = (𝑎
1

𝑚)
𝑛

= (𝑎𝑛)
1

𝑚 23 𝑥2 + (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑎𝑏 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑏) 

11 √𝑎
𝑛

= 𝑎
1

𝑛 24 𝑥3 + 3𝑎𝑥2 + 3𝑎2𝑥 + 𝑎3 = (𝑥 + 𝑎)3 

12 √√𝑎
𝑛𝑚

= √𝑎
𝑛𝑚  25 𝑥3 + 𝑎3 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥2 − 𝑎𝑥 + 𝑎2) 

13 √𝑎𝑏
𝑛

= √𝑎
𝑛 √𝑏

𝑛
 26 𝑥3 − 𝑎3 = (𝑥 − 𝑎)(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2) 

 

 ข้อเข้ำใจผิดที่พบเห็นบ่อยครั้ง  

ในตารางข้างล่างนี้ จะเป็นการรวบรวมเอารูปแบบและข้อสังเกต(พร้อมด้วยค าอธิบาย)ท่ีส าคัญของการใช้พีชคณิต

ของจ านวนจริง 

ตำรำงที่  2 ข้อเข้าใจผิดที่พบบ่อยครั้งในการด าเนินการทางพีชคณิตของจ านวนจริง 

ข้อสังเกต ค าอธิบายและรูปที่ถูกต้อง 

2

0
≠ 0 ,

2

0
≠ 2 การหารด้วยศูนย์นั้น ถือว่าไม่นิยามในทางคณิตศาสตร ์

−32 ≠ 9 −32 = −9, (−3)2 = 9 

(𝑥2)3 ≠ 𝑥5 (𝑥2)3 = 𝑥2𝑥2𝑥2 = 𝑥6 

𝑎

𝑏 + 𝑐
≠
𝑎

𝑏
+
𝑎

𝑐
 

1

2
=

1

1 + 1
≠
1

1
+
1

1
= 2 

1

𝑥2 + 𝑥3
≠ 𝑥−2 + 𝑥−3 เหตุผลเดียวกันกับข้อสังเกตข้างบนนี้ 

𝑎 + 𝑏𝑥

𝑎
≠ 1 + 𝑏𝑥 

𝑎 + 𝑏𝑥

𝑎
=
𝑎

𝑎
+
𝑏𝑥

𝑎
= 1 +

𝑏𝑥

𝑎
 

−𝑎(𝑥 − 1) ≠ −𝑎𝑥 − 𝑎 −𝑎(𝑥 − 1) = −𝑎𝑥 + 𝑎 

(𝑥 + 𝑎)2 ≠ 𝑥2 + 𝑎2 (𝑥 + 𝑎)2 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑎) = 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑎2 

√𝑥2 + 𝑎2 ≠ 𝑥 + 𝑎 5 = √25 = √32 + 42 ≠ √32 +√42 = 3 + 4 = 7 

√𝑥 + 𝑎 ≠ √𝑥 + √𝑎 เหตุผลเดียวกันกับข้อสังเกตข้างบนนี้ 

(𝑥 + 𝑎)𝑛 ≠ 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛 

𝑎𝑛𝑑 √𝑥 + 𝑎
𝑛

≠ √𝑥
𝑛
+ √𝑎

𝑛  
เหตุผลเดียวกันกับข้อสังเกต 3 ข้อข้างบนน้ี 

2(𝑥 + 1)2 ≠ (2𝑥 + 2)2 
2(𝑥 + 1)2 = 2(𝑥2 + 2𝑥 + 1) = 2𝑥2 + 4𝑥 + 2  

และ(2𝑥 + 2)2 = 4𝑥2 + 8𝑥 + 4 
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√−𝑥2 + 𝑎2 ≠ −√𝑥2 + 𝑎2 √−𝑥2 + 𝑎2 = (−𝑥2 + 𝑎2)
1

2 

 

แบบฝึกทักษะที่ 1.1.1จงหาผลคณูของเลขจ านวนจริงในแต่ละข้อตอ่ไปนี้ 

1) 7(−4)=..................................................... 4) (−13)(−14)=............................................. 

2) (−1)(−5)=............................................ 5) (−
2

7
) (−

14

5
)=............................................... 

3) (−3) [
5

2
(−

4

3
)]=................................... 6) 7(−2.25)=..................................................... 

แบบฝึกทักษะที1่.1.2จงหาผลหำรของเลขจ านวนจริงในแต่ละข้อตอ่ไปนี้ 

1) −120

−20
=............................................................. 4) (−10) ÷ (

−14

5
)=......................................... 

2) (
−1

5
) ÷ (

−2

5
)=.......................................... 5) (−

2

7
) ÷ (−

14

5
)=......................................... 

3) [
5

2
÷ (−

4

3
)]=.............................................. 6) 7 ÷ (1 ÷ (

2

7
))=........................................... 

แบบฝึกทักษะที1่.1.3จงหาผลของการด าเนินการเชิงพชีคณิตของเลขจ านวนจริงในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1) 9(−4)

−6−(−2)
=....................................................... 

.............................................................................. 

.............................................................................. 

4) −4[8−(−3+7)]

−6[3−(−2)]−3(−3)
=......................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

2) −3−(−4+1)

−7−(−6)
.................................................... 

............................................................................. 

............................................................................. 

5) 22+42

52−32
=................................................................. 

................................................................................... 

................................................................................... 

3) (−1)−[−(3−4)]

−2
=.......................................... 

............................................................................. 

.............................................................................. 

6) (−1)3(−2)3

6−[−1+(2−5)]2
=.............................................. 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

1.2 ห.ร.ม.(G.C.F) และ ค.ร.น.(L.C.M.) 

  ตัวหำรร่วมท่ีมำกที่สุด (หรือ ห.ร.ม.) หรือ ตัวประกอบค่ำมำกที่สุด ของจ านวนใดๆ   ตั้งแต่ 2จ านวนขึน้

ไป  หมายถึง  จ านวนที่มีค่ามากทีสุ่ดที่สามารถหารจ านวนทั้งหมดเหล่านั้นได้ลงตัว 
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ในการหาค่าตัวประกอบร่วมค่ามากท่ีสุด หรือ ตัวหารร่วมมาก (ห.ร.ม.) นั้น สามารถหาได้หลายวิธี อย่างไรก็ตาม ในเอกสาร

ประกอบการสอนนี้ จักได้น าเอาวธิีการหาค่า ห.ร.ม. เพียงวิธีเดยีวมาน าเสนอ ซึ่งในขั้นแรกนี ้มาท าความรู้จักกับส่วนประกอบ

แต่ละส่วนก่อน ซึ่งสามารถเรยีงตามล าดับไดแ้ก่ ตัวประกอบ(Factor) , ตัวประกอบร่วม(Common Factor) และตัวประกอบร่วม

ที่มากท่ีสุด(Greatest Common Factor) 

 "ตัวประกอบ (Factor)"  คือ อะไร ?  

 ตัวประกอบ(Factor) คือ จ านวนที่เมื่อน ามาคณูกันแล้วได้จ านวนใหม่ขึ้นมา เช่น 2 × 3 = 6เราจะได้ว่า 2 และ 3 

เป็นตัวประกอบของ 6 ซึ่งในบางครั้ง เราต้องการตัวประกอบทุกตวัของเลขจ านวนหนึ่ง เช่น ตัวประกอบของ 12 ได้แก่ 1, 2, 

3, 4, 6 และ 12 เนื่องจากว่า 2 × 6 = 12,   4 × 3 = 12,   1 × 12 = 12ทั้งสิ้น 

 "ตัวประกอบร่วม(Common Factor)" คือ อะไร ?  

 เมื่อเราสามารถหาตัวประกอบของจ านวนตั้งแต่ 2 จ านวนได้แล้ว เช่น พิจารณาการหาตัวประกอบของ 12 และ 30 

ดังนี ้

 

แล้วเราจะได้ว่า ตัวประกอบร่วม (Common Factor) ของ 12 และ 30 คือ ตัวประกอบท้ังหลาย ที่ปรากฎเป็นตัวประกอบของ

ทั้ง 12 และ 30 ซึ่งก็ได้แก่ 1, 2, 3 และ 6 

 

 "ตัวประกอบร่วมมำกที่สุด(Greatest Common Factor)" คืออะไร ? 

 ตัวประกอบร่วมมากท่ีสดุ (Greatest Common Factor) ของจ านวนตั้งแต่ 2 จ านวนขึ้นไป คือ ตัวประกอบร่วมของ

จ านวนเหล่านั้นท่ีมีค่ามากท่ีสุด เชน่ จากตัวอย่างที่ 1.2.2 ข้างต้น จะเห็นว่า ตัวประกอบร่วมมากท่ีสุดของ 15, 30 และ 105 

คือ 15 เพราะ ในบรรดาตัวประกอบร่วมทั้งหลาย ซึ่งมี 1, 3, 5 และ 15 น้ัน 15 มีค่ามากที่สุดและ ซึง่ก็เป็นค่า ห.ร.ม. ด้วย 

แบบฝึกทักษะที่ 1.2.1จงแสดงวิธีการหาค่าตัวประกอบร่วมมากทีส่ดุ หรือ ห.ร.ม. ของจ านวนต่างๆ ในแต่ละข้อต่อไปนี ้

ตวัอยา่งท่ี 1.2.2จงหำตัวประกอบร่วมของ 15, 30 และ 105 

 ตัวประกอบ ของ 15 ได้แก่ 1, 3, 5 และ 15 

 ตัวประกอบ ของ 30 ไดแ้ก่ 1, 2, 3, 5, 6, 10,15 และ 30 

 ตัวประกอบ ของ 105 ได้แก่ 1, 3, 5, 7, 15, 21, 35 และ 105 

จะเห็นว่ำ ตัวประกอบที่ปรำกฎเป็นตัวประกอบของทั้ง 15, 30 และ 105 ได้แก่ 1, 3, 5 และ 15  

นั่นคือ ตัวประกอบร่วมของ 15, 30 และ 105 คือ 1, 3, 5 และ 15 นั่นเอง 
 

 

ตวัอยา่งท่ี 1.2.1 

 ตัวประกอบ ของ 12 ไดแ้ก่ 1, 2, 3, 4, 6 และ 12 

 ตัวประกอบ ของ 30 ไดแ้ก่ 1, 2, 3, 5, 6, 10,15 และ 30 
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1) ห.ร.ม. ของ 9 และ 12 คือ  

....................................................................................................................... 

2) ห.ร.ม. ของ 6 และ 18 คือ  

..................................................................................................................... 

3) ห.ร.ม. ของ 24 และ 108 คือ  

........................................................................................................................ 

4) ห.ร.ม. ของ 56, 84 และ 140 คือ  

..................................................................................................................... 

 

 "ตัวประกอบร่วมมำกที่สุด (Greatest Common Factor)" มีประโยชน์อย่ำงไร ? 

ตัวอย่างหนึ่งที่เป็นการใช้ประโยชน์ตัวประกอบร่วมมากที่สดุ คือ การลดทอนเศษส่วน  

 

 ตัวคูณร่วมน้อยที่สุด (ค.ร.น.)(Least Common Multiple) ของจ านวนใดๆ   ตั้งแต ่ 2 จ านวนขึ้น

ไป  หมายถึง  จ านวนที่น้อยท่ีสุดที่จ านวนเหล่านั้นมาหารไดล้งตัว  หรือจ านวนท่ีน้อยที่สดุที่มีจ านวนเหล่านั้นเป็นตัวประกอบ

เช่นเดียวกันกับการหา ห.ร.ม. การหา ค.ร.น. นี้ มีวิธีการอยู่หลายวธิี แต่ในเอกสารประกอบการสอนนี้ จักได้น าเสนอแค่2วิธีซึ่ง

ได้แก่ โดยการใช้ ห.ร.ม. และ โดยการพิจารณาจ านวนประกอบเฉพาะ(Prime Factor) ของแต่ละจ านวนท่ีให้มานั้น  

 กำรหำ ตัวคูณร่วมน้อยที่สุด (ค.ร.น.) โดยกำรใช้ ห.ร.ม.  

ในหัวข้อท่ีผ่านมา เราได้ทราบวิธกีารหา ห.ร.ม. มาแล้ว ในหัวข้อน้ี เราจะท าการหาค่า ค.ร.น. โดยใช้ค่า ห.ร.ม. โดย ค.ร.น. 

ของจ านวน จ านวน a และจ านวน b หาได้จากการใช้ความสมัพันธ์นี้ 

 ค. ร. น. (𝑎, 𝑏)  =  
(𝑎 ∙ 𝑏)

ห. ร. ม. (𝑎, 𝑏)
 (1.1)  

ตวัอยา่งท่ี 1.2.3จงลดทอนเศษส่วน 12
30

 

วิธีท า  

จำกตัวอย่ำงที่ 1.2.1 เรำสำมำรถหำได้ว่ำ ตัวประกอบค่ำมำกทีสุ่ดของ12 
และ 30 คือ 6 ดงันั้น จึงได้ว่ำจ ำนวนที่มำกที่สุดที่สำมำรถไปหำรทั้ง 12 
และ 30 ได้ลงตัวคือ 6 จึงสำมำรถลดทอนเศษส่วนดังกล่ำวได้เปน็ 2

5
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 กำรหำตัวคูณร่วมน้อยที่สุด (ค.ร.น.) โดยกำรพิจำรณำจ ำนวนประกอบเฉพำะ(Prime Factor) 

 จ านวนเฉพาะ(Prime Number) คือ จ านวนนับท้ังหลายที่มากกว่า 1 ที่มีตัวประกอบเพยีง 2 ตัว คือ 1 และตัวของมัน

เอง เช่น 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19 และอื่นๆ  เป็นจ านวนมาก  และในคณิตศาสตร์ ก็เป็นท่ีทราบกันว่า ทุกๆ จ านวนเต็มบวก

ที่ไม่ใช่ 1 จะสามารถเขียนกระจายออกเป็นตัวประกอบท่ีเป็นจ านวนเฉพาะ(ต่อไปจะเรียกสั้นๆ ว่า "ตัวประกอบเฉพาะ")ได้

เพียงรูปแบบเดยีวเท่านั้น เช่น  เราสามารถกระจาย 90 ออกเป็นผลคณูของตัวประกอบท่ีเป็นจ านวนเฉพาะได้ดังนี้  90 =

2 × 3 × 3 × 5หมายความว่า 90 ได้จากการคูณกันของ 2 จ านวน 1 ตัว กับ 3 จ านวน 2 ตัว กับ 5 จ านวน 1 ตัว เราจะใช้

แนวคิดนี้ในการหา ค.ร.น. โดยกระบวนการดังต่อไปนี ้

      1) แยกตัวประกอบเฉพาะของจ านวนทุกจ านวนท่ีต้องการหา  ค.ร.น.  

              2)  เลือกตัวประกอบเฉพาะตัวท่ีซ้ ำกันมาเพียงตัวเดียว 

                3)  เลือกตัวประกอบเฉพาะตัวท่ีไมซ้่ ำกันมาทุกตัว 

                4)  น าจ านวนท่ีเลือกมาจากข้อ 2และ 3มาคณูกันท้ังหมด  เป็นค่าของ  ค.ร.น. 

 

ตวัอยา่งท่ี 1.2.6จงหำ ค.ร.น. ของ 10, 24 และ 30 โดยกำรใชต้วัประกอบเฉพำะ 

วิธีท า เรำสำมำรถแยกตัวประกอบเฉพำะของทั้ง 2 จ ำนวนไดโ้ดย 

10= 5 x 2 

24 = 2 x 3 x 2 x 2 

             30 = 5 x 2 x 3 

ตัวประกอบเฉพำะที่ซ้ ำกันได้แก ่5, 2  และ 3 และตัวประกอบเฉพำะที่ไม่ซ้ ำกันไดแ้ก่ 2 ดังนั้น เมื่อท ำตำม

ทั้ง 4 ขั้นตอนข้ำงต้น จะได้ว่ำ ค.ร.น. (10, 24, 30) คือ 5 x 2 x 3 x 2 x 2 = 120  

ตวัอยา่งท่ี 1.2.5จงหำ ค.ร.น. ของ 12 และ 30 โดยกำรใช้ตวัประกอบเฉพำะ 

วิธีท า เรำสำมำรถแยกตัวประกอบเฉพำะของทั้ง 2 จ ำนวนไดโ้ดย 

12= 4 x 3 = 2 x 2 x 3 

30 = 2 x 15 = 2 x 3 x 5  

ตัวประกอบเฉพำะที่ซ้ ำกันได้แก ่2 และ 3 (เพรำะปรำกฎอยู่ทัง้ใน 12 และ 30) และตวัประกอบเฉพำะที่ไม่

ซ้ ำได้แก่ 2 และ 5 ดังนั้น เมื่อท ำตำมทัง้ 4 ขั้นตอนข้ำงต้น จะไดว้่ำ ค.ร.น. (12, 30) คือ 2 x 2 x 3 x 5=60 

ตวัอยา่งท่ี 1.2.4จงหำ ค.ร.น. ของ 12 และ 30 โดยกำรใช้ ห.ร.ม. 

วิธีท า จำกตัวอย่ำงที่ 1.2.3 เรำสำมำรถหำได้แล้วว่ำ ห.ร.ม. ของ 12 และ 30 คือ 6 ดังนั้น ใช้

ควำมสัมพันธใ์นสมกำรที่ (1.1) จึงได้ว่ำ  

ค. ร. น. (12,30) =  
(12 ∙ 30)

ห. ร. ม. (12,30)
=
360

6
= 60 

ดังนั้น ค.ร.น. ของ 12 และ 30 คือ 60 
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แบบฝึกทักษะที่ 1.2.2จงใช้วิธีที่ถนัดในการหาค่า ค.ร.น. ของกลุ่มจ านวนแต่ละกลุ่มที่ก าหนดให้ต่อไปนี้ 

1) ค.ร.น.ของ 3 และ 7 คือ  

.........................................................................................................................

..........................................................................................................................

............. 

2) ค.ร.น.ของ 18 และ 28 คือ  

........................................................................................................

........................................................................................................

........... 

3) ค.ร.น.ของ 32 และ 22 คือ  

.........................................................................................................................

..........................................................................................................................

......... 

4) ค.ร.น.ของ 6, 14 และ 21 คือ  

........................................................................................................

........................................................................................................

......... 

 

 ประโยชน์ของค่ำ ค.ร.น. 

ที่ใช้กันบ่อยท่ีสุดได้แก่การหาผลบวก-ลบของเศษส่วน โดยการท าส่วนให้เท่ากัน  

 

แบบฝึกทักษะที่ 1.2.3จงหาค่าของการบวก-ลบ เศษส่วนในข้อต่อไปนี ้

1)
9

17
+
8

6
=…………………………………………… 2)

16

19
+
26

3
=……………………………………… 

3)
18

16
+
43

14
=…………………………………………… 4)

43

8
+
48

5
=……………………………………… 

5)
36

24
+

9

11
=…………………………………………. 6)

1

7
+
13

17
=………………………………………. 

7) 
4

5
−
1

2
=………………………………………… 8) 

11

3
−
15

5
=…………………………………….. 

9) 
23

25
−
21

50
=……………………………………… 10) 

4

3
−
1

4
=……………………………………… 

11) 
19

6
+
17

3
−
35

4
=……………………………….. 

……………………………………………………………................ 

12) 
9

5
+
1

4
−

2

34
=……………………………………................ 

…………………………………………………………................ 

13) 
1

𝑥+ℎ
−
1

𝑥
=………………………………………................ 14) 

(𝑥+ℎ)2

ℎ
−
𝑥

ℎ
=…………………………………................ 

ตวัอยา่งท่ี 1.2.7จงหำค่ำของ 3
10
+

7

24
−

1

30
 

วิธีท า จำกตัวอย่ำงที่ 1.2.6 เรำทรำบแล้วว่ำ ค.ร.น. ของ 10, 24 และ 30 คือ 120 ซึ่งเรำพบกว่ำ 10 x 12 

= 24 x 5 = 30 x 4 = 120 ดังนั้น จงึสำมำรถหำผลบวก-ลบของเศษส่วนดังกล่ำวได้โดย 
3

10
+
7

24
−
1

30
=  
3(12) +  7(5) − 1(4)

120
=  
36 + 35 − 4

120
=  
67

120
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…………………………………………………………..…................ ……………………………………………………........…................ 

15) √
𝑥

𝑥+1
+
𝑥+1

√𝑥
=………………………………………................ 

………………………………………………………….......................... 

16) 
𝑥+1

𝑥2+5𝑥+6
+

𝑥+2

𝑥2+4𝑥+3
=………………………… 

……………………………………………………………................ 

1.3 เลขฐำน (Number Systems) 

ในชีวิตประจ าวันทุกวันนี้ เราได้มีส่วนเกี่ยวข้องกับหลายสิ่งที่ต้องอาศัยหลักการของตัวเลขเริ่มต้นจากการนับสิ่งต่างๆ  

การพัฒนาการของมนุษย์และวิทยาศาสตร์ก่อเกิดระบบเลขฐานต่างๆ  เริ่มตั้งแต่ที่เราคุ้นเคยและใช้กันมากคือเลขฐานสิบ และ

ที่ใช้ในระบบการท างานของคอมพิวเตอร์คือเลขฐานสอง นอกจากนี้ยังมีเลขฐานอื่นๆ เช่น ฐานแปด ฐานสิบหก เป็นต้น ใน

เอกสารประกอบการสอนฉบับน้ี จะได้มีการน าเสนอเฉพาะสองฐานแรกเท่าน้ันคือ เลขฐานสิบและเลขฐานสอง 

 เลขฐำนสิบ 

ถือว่าเป็นเลขฐานท่ีเราใช้และพบกันมากท่ีสุดในชีวิตประจ าวัน เลขฐานสิบนี้ประกอบไปด้วยตัวเลขสบิตัวคือ 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

7, 8 และ 9ซึ่งเราจะใช้เลขท้ังสิบตวันี้ประกอบกันขึ้นเป็นจ านวนจ านวนหน่ึง และจ าแนกค่าตา่งๆ ของแต่ละตัวเลขเหลา่นั้นโดย 

“ค่าประจ าต าแหน่ง” ดังแสดงในตารางข้างล่างนี ้

ตำรำงที่  3 ตารางแสดงค่าประจ าต าแหน่งของเลขฐานสิบ 

 หน้าจุดทศนิยม หลังจุดทศนิยม 

หลักท่ี 𝑛 𝑛 − 1 ⋯ 2 1 1 2 ⋯ 𝑚 ⋯ 

ค่าประจ าต าแหน่ง 10𝑛−1 10𝑛−2 ⋯ 101 100 10−1 102 ⋯ 10−𝑚 ⋯ 

ซึ่งจากตารางแสดงค่าประจ าต าแหน่งดังกล่าว เราสามารถเขยีนจ านวนทุกจ านวนในเลขฐานสิบให้อยู่ในรูปของผลบวกของ

ตัวเลขประจ าต าแหน่งคูณกับค่าประจ าต าแหน่งได้ ดังในตัวอย่างต่อไปนี ้

 

 เลขฐำนสอง 

ตวัอยา่งท่ี 1.3.1จงเขยีนจ ำนวนต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปของผลบวกของเลขต ำแหน่งคูณกับค่ำประจ ำต ำแหนง่

ของเลขนั้น 

1) 365  =  (3 × 102) + (6 × 101) +  (5 × 100) 

2) 4,021  =  (4 × 103) + (0 × 102) + (2 × 101) + (1 × 100) 

3) 254.87 = (2 × 102) + (5 × 101) +  (4 × 100) + (8 × 10−1) + (7 × 10−2) 

4) 21.896 = (2 × 101) +  (1 × 100) +  (8 × 10−1) + (9 × 10−2) + (6 × 10−3) 
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 เลขฐานสองนี้ใช้กันมากโดยเฉพาะอย่างยิ่งในด้านของระบบประมวลผลของคอมพิวเตอร์  เลขฐานสองประกอบด้วย

ตัวเลข 2 ตัวคือ 0 และ 1 ดังนั้นการเขียนตัวเลขใดๆ ในระบบเลขฐานสองนี้ จะประกอบไปด้วยตัวเลขเพียง 2 ตัวคือ 0 และ 1 

ตัวอย่างเช่น  

10112   อ่านว่า  หนึ่ง ศูนย์ หนึ่ง หน่ึง ฐานสอง 

1100112  อ่านว่า  หนึ่ง หน่ึง ศูนย์ ศูนย์ หนึ่ง หน่ึง ฐานสอง 

10.0112  อ่านว่า หนึ่ง ศูนย์ จุด ศูนย์ หนึ่ง หน่ึง ฐานสอง 

ซึ่งในการเขียนเลขฐานสองนั้น สามารถเขียนไดโ้ดยอาศยัตารางแสดงค่าประจ าต าแหน่งดังแสดงข้างลา่งนี้ 

ตำรำงที่  4 ตารางแสดงค่าประจ าต าแหน่งของเลขฐานสอง 

 หน้าจุดทศนิยม หลังจุดทศนิยม 

หลักท่ี 𝑛 𝑛 − 1 ⋯ 2 1 1 2 ⋯ 𝑚 ⋯ 

ค่าประจ าต าแหน่ง 2𝑛−1 2𝑛−2 ⋯ 21 20 2−1 22 ⋯ 2−𝑚 ⋯ 

 

 กำรเปลี่ยนระบบเลขฐำนสองเป็นระบบเลขฐำนสิบ 

 ในการเปลี่ยนเลขจ านวนหนึ่งที่อยู่ในระบบเลขฐาน 2 ให้เป็นจ านวนท่ีอยู่ในระบบเลขฐาน 10 นั้น สามารถท าได้

โดยง่าย โดยน าตัวเลขแตล่ะตัวในจ านวนนั้น คูณเข้าด้วยค่าประจ าต าแหน่ง(ดังแสดงใน ตารางที่  4)แล้วน ามาบวกกัน ดัง

ตัวอย่างที่ 1.3.2 

 

 กำรเปลี่ยนระบบเลขฐำนสิบให้เป็นระบบเลขฐำนสอง 

 ส าหรับการเปลี่ยนจ านวนที่อยู่ในระบบเลขฐานสิบ ให้เป็นจ านวนท่ีอยู่ในระบบเลขฐานสองนั้น สามารถท าได้ 2 

แบบซึ่งขึ้นอยู่กับรูปแบบของจ านวนในเลขฐานสิบ ดังนี ้

แบบท่ี 1 ในกรณีที่จ านวนในเลขฐานสิบ เป็นจ านวนเต็ม สามารถท าได้โดยขั้นตอนดังน้ี  

ตวัอยา่งท่ี 1.3.2จงเขยีนจ ำนวนสองจ ำนวนที่อยูใ่นระบบเลขฐำนสองนี้ ให้อยูใ่นระบบเลขฐำนสิบ 

ก) 101012 ข) 101.1012 

วิธีท า 

ก) 101012 = (1 × 24) + (0 × 23) + (1 × 22) + (0 × 21) + (1 × 20) 

  = 16 +  0 + 4 + 0 + 1 

  = 21 

ข) 101.1012 = (1 × 22) + (0 × 21) + (1 × 20) + (1 × 2−1) + (0 × 2−2) + (1 × 2−3) 

  = 4 + 0 + 1 + 0.5 + 0 + 0.125 

 = 5.625 
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 ให้น าเอา 2 ไปหารจ านวนที่อยู่ในระบบเลขฐานสิบนั้น ซึ่งในแต่ละครั้งของการหารจะเหลือเศษ ใหเ้ขียน

เศษนั้นไว้ทางขวามือ ท าอย่างนี้ไปเรื่อยๆ จนกระทั่งไดผ้ลลัพธ์เป็นศนูย ์

 จ านวนในระบบเลขฐานสองที่ได้ คือการเขียนเศษทั้งหลายที่เขียนไว้ทางขวามือของการหารในขั้นตอนแรก 

โดยเขียนจากล่างขึ้นบน ดังแสดงในตัวอย่างดังต่อไปนี ้

 

แบบท่ี 2 กรณีที่จ านวนในเลขฐานสิบนั้น ประกอบด้วยเลขทศนิยม สามารถท าได้โดยขั้นตอนต่อไปนี ้

 ให้แบ่งจ านวนนั้นออกเป็น 2 ส่วนคือ ส่วนท่ีอยู่ทางขวาของจุดทศนิยม และส่วนท่ีอยู่ทางซ้ายของจุดทศนิยม 

 ส าหรับส่วนท่ีอยู่ทางซ้ายของเลขทศนิยม ให้ด าเนินการดัง แบบท่ี 1 ข้างต้น 

 ส าหรับส่วนท่ีอยู่ทางขวาของจุดทศนิยมนั้น ให้น า 2 มาคูณกับเลขหลังทศนิยมนั้น โดยในแต่ละครั้ง ให้เอาเลขหลัง

ทศนิยมของผลลัพธ์ที่ได้มาตั้งใหม ่ และน าการคูณด้วย 2 อีกครั้ง และน าเลขหลังทศนิยมของผลลัพธ์ที่ได้มาตั้งแล้ว

คูณด้วย 2 อย่างนี้ไปเรื่อยๆ  จนกระทั่งเลขหลังทศนิยมของผลคูณนั้นเป็นศูนย์ทุกตัว ซึ่ง จ านวนในเลขฐานสองที่ได ้

จะไดม้าจาก ตัวเลขท่ีอยู่หน้ำจดุทศนิยมของผลลัพธ์ที่ได้จากการคณูแต่ละครั้งดังกล่าวข้างต้น ดังตัวอย่าง 

ตวัอยา่งท่ี 1.3.3จงเขยีน 21 และ 135 ให้อยูใ่นระบบเลขฐำนสอง 

วิธีท า 

2 ) 21   2 ) 135   
2 ) 10 เศษ 1 2 ) 67 เศษ 1 
2 ) 5 เศษ 0 2 ) 33 เศษ 1 
2 ) 2 เศษ 1 2 ) 16 เศษ 1 
2 ) 1 เศษ 0 2 ) 8 เศษ 0 
0 เศษ 1 2 ) 4 เศษ 0 

ดังนั้น 21 ในระบบเลขฐำน 2 คอื 101012 
 

2 ) 2 เศษ 0 
2 ) 1 เศษ 0 
0 เศษ 1 

 ดังนั้น 135 ในระบบเลขฐำน 2 คือ 100001112 
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แบบฝึกทักษะที่ 1.3.1จงเปลี่ยนจ านวนที่อยู่ในระบบเลขฐานสองในแต่ละข้อต่อไปนี้ ให้อยู่ในระบบเลขฐานสิบ 

1)   1102 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2)101012 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3)   1101.012 

............................................................................................................................. ............................................... 

............................................................................................................................. ............................................... 

4)  1010.1112 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

แบบฝึกทักษะที่ 1.3.2จงเปลี่ยนจ านวนที่อยู่ในระบบเลขฐานสิบในแต่ละข้อต่อไปนี้ ให้อยู่ในระบบเลขฐานสอง 

1) 15 

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

2) 105 

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

ตวัอยา่งท่ี 1.3.4จงเขยีน 21.1875 ให้อยู่ในระบบเลขฐำนสอง 

วิธีท า 

เรำแยกจ ำนวนดังกล่ำวออกเป็นสองส่วนคือ ส่วนที่อยู่ทำงซ้ำยมอืของจุดทศนิยมคือ 25 และส่วนที่อยู่

ทำงขวำมือของจุดทศนิยมคือ 1875 

จำกตัวอย่ำงที่ 1.3.3 เรำจะได้ว่ำ 21 สำมำรถเขยีนในระบบเลขฐำนสองได้คือ 101012 

เรำจะพยำยำมเขยีน .1875 เป็นเลขในระบบเลขฐำนสองได้โดย 

0.1875x 0.3750x 0.7500x 0.5000x 

            2             2             2             2 
0.3750 0.7500 1.5000  1.0000 

ดังนั้น เรำจะเขียนตัวเลขที่อยู่หน้ำทศนิยมของผลลัพธข์องกำรคณูแต่ละครั้งได้คือ 00112 

นั่นคือ 0.1875 = .00112 ดังนั้น เรำจะเขียนรวมกันทัง้สองส่วนไดด้ังนี้21.1875  =  10101.00112 
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................................................................................................................. 

 

................................................................................................................. 

3) 154.125 

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

............................. . 

4) 3651.625 

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

.................................................................................................................

......................... 

1.4 เซต(Sets) 

 ในทางคณิตศาสตรเ์ราจะไม่นิยามค าว่า "เซต" แต่เราใช้ค าว่าเซตในความหมายของค าว่า กลุ่ม หมู่ เหล่า กอง ฝูง 

หรือ ชุด เป็นต้น โดยเมื่อเรากล่าวถึงเซตของสิ่งใดๆ แล้ว เราจะสามารถบอกไดเ้สมอว่าในเซตนั้นมีอะไรบ้าง  

 ข้อสังเกตและคุณสมบัติที่ส ำคัญของเซต  

ได้แก ่

 สิ่งที่บรรจุอยู่ในเซตหนึ่งๆ  เราเรยีกว่า "สมาชิก" ของเซตนั้น 

 เราใช้สัญลักษณ์ "∈" แทนค าว่า "เป็นสมาชิกของ" 

 เครื่องหมาย " {… } " แทน เซต 

 การเขียนเซตเรามักจะใช้อักษรอังกฤษตัวพิมพ์ใหญ่แทน "เซต" และอักษรอังกฤษตัวพิมพ์เล็กแทน "สมาชิก" ของเซต 

ซึ่งการเขียน อาจเขียนเป็นแบบแจกแจงสมาชิก หรือ แบบบอกเงื่อนไขก็ได้  

 ล าดับการเรยีงตัวของสมาชิก ถือว่าไมส่ าคัญ 

 เซตจ ากดั(Finite  sets)คือ เซตที่สามารถบอกได้แน่นอนว่ามีสมาชิกเป็นจ านวนเท่าใด เช่น {1, 2, 3, 4} 

 เซตอนันต(์Infinite sets) คือ เซตที่ไม่ใช่เซตจ ากัด เช่น เซตของจ านวนเต็มบวกท้ังหมด{1, 2, 3, 4, … } 

 เอกภพสัมพัทธ(์Relative universe) คือ เซตที่ก าหนดขอบเขตของสิ่งที่ต้องการศึกษาเขียนแทนด้วย 𝑈 

 ขนาดของเซตจ ากัด𝐴เขียนแทนด้วย|𝐴|ให้หมายถึง จ านวนสมาชิกในเซต𝐴 

 สมาชิกทีป่รากฎขึ้นในเซตหนึ่งมากกว่า 1 ครั้ง ให้ถือว่าเป็นสมาชิกตัวเดิมและนับจ านวนเป็น 1 เสมอ 

 เซตที่ไม่มีสมาชิกเลย เรียกว่า "เซตว่าง" และใช้สัญลักษณ์  { } หรือ   ∅ 

ดังตัวอย่างต่อไปนี ้
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แบบฝึกทักษะที่ 1.4.1 จงเขียนเซตต่อไปนี้ ในรูปแบบการแจกแจงสมาชิก 

 1) เซตของอาหารที่ฉันชอบ   = ………………………………………………………………. 

 2) เซตของเพื่อนสนิทของฉัน  =………………………………………………………………. 

 3) เซตของจ านวนเต็มที่น้อยกว่า 6   =………………………………………………………………. 

 4) เซตของจ านวนเต็มลบท่ีเป็นเลขหลักเดยีว =………………………………………………….. 

 5) เซตของวันในหนึ่งสัปดาห ์  =………………………………………………………………. 

 

 ตัวอย่ำงของเซตที่ควรทรำบ 

ตำรำงที่  5ตัวอย่างของเซตที่ควรทราบ 

สัญลักษณ ์ ความหมาย เขียนแบบแจกแจงสมาชิกไดเ้ป็น 

𝐼+ เซตของจ านวนเตม็บวก {1, 2, 3, 4, 5, … } 

𝐼− เซตของจ านวนเตม็ลบ {−1,−2,−3,−4,−5,… } 

𝐼 หรือ ℤ เซตของจ านวนเตม็ {0,1, −1, 2, −2, 3, − 3, … } 

ℕ เซตของจ านวนนับ {1, 2, 3, 4, 5, … } นั่นคือ ℕ ∈ 𝐼 

𝑃 เซตของจ านวนเฉพาะที่เป็นบวก {2, 3, 5, 7,11,… } 

ℚ เซตของจ านวนตรรกยะ  

ℚ𝑐  เซตของจ านวนอตรรกยะ  

ℝ เซตของจ านวนจริง  

ข้อสังเกต เซตบางประเภทไม่สามารถเขียนเป็นแบบแจกแจงสมาชิกได้  

แบบฝึกทักษะที่ 1.4.2จงพิจารณาแต่ละข้อต่อไปนี้ว่าข้อใดถูก และข้อใดผิด พร้อมท้ังแสดงเหตผุลด้วย 

ข้อ รูปแบบ ถูก หรือ ผิด ค าอธิบาย 

1 2 ≠ {2} .................. ............................................................................. 

2 {3} = {𝑥 ∈ 𝐼 |𝑥2 = 9} …………….. ............................................................................. 

ตวัอยา่งท่ี 1.4.1จงเขยีนเซตตำมเงื่อนไขในแต่ละข้อต่อไปนี ้

A = {𝑎 โดยท่ี 𝑎 เป็นเดือน 3 เดือนแรกของปีหนึ่งๆ } จะได้ว่ำA = {มกรำคม, กุมภำพนัธ์, มีนำคม} 

B= {𝑏 โดยที่ 𝑏 เป็นจ ำนวนเต็มที่มำกกว่ำ 0 } จะได้ว่ำB = {1, 2, 3, 4, … } 

C= {𝑐 โดยท่ี 𝑐 เป็นตัวประกอบของ 30}  จะได้ว่ำC= {1,2,3,5,6,10,15,30 } 

D =   {𝑑 โดยที่ 𝑑 เป็นเดือนที่มีจ ำนวนวันมำกกว่ำ 31 วัน}จะได้ว่ำ  D = {} 

ซึ่งเรำจะได้ว่ำ  มกรำคม ∈A,      2 ∈B  และ      5 ∈C เป็นต้น 
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3 {2} = {𝑥 ∈ 𝐼 | 𝑥3  ≤ 8} …………….. ............................................................................. 

4 {𝑥 ∈ 𝐼 | 𝑥3  ≤ 8} เป็นเซตอนันต ์ …………….. ............................................................................. 

5 {𝑥 ∈ 𝐼 | 𝑥2 < 0} = ∅ …………….. ............................................................................. 

6 {𝑥 ∈ 𝐼− | − 5 < 𝑥 < 0} 

เป็นเซตอนันต ์
…………….. ............................................................................. 

............................................................................. 

7 {2,2,2,1,1,2} = {1,2} …………….. ............................................................................. 

8 {2,5,1,4,3} = {1,2,3,4,5} …………….. ............................................................................. 

 

 ควำมสัมพันธ์ของเซต และกำรกระท ำกันระหว่ำงเซต 

 สับเซต (Subset)  :  เซต A เป็นสบัเซตของ B ก็ต่อเมื่อ สมาชิกทุกตวัในเซต A เป็นสมาชิกของเซต B และเขียนแทน

ด้วยสญัลักษณ์ A  B (และ A  B แทนเซต A ไม่เป็นสับเซตของเซต B) เช่น จากตัวอย่างที่ 1.4.1 จะเห็นว่า C B เพราะ

สมาชิกทุกตัวของ C เป็นสมาชิกของ B ด้วย  

 กำรเท่ำกันของเซต:A = B  ก็ต่อเมือ่ A  B และ  B  A   

 เพำเวอร์เซต (Power set) : เพาเวอร์เซตของ A คือ เซตของสับเซตทั้งหมดของ A และ ถ้า A มีจ านวนสมาชิก n ตัว 

แล้วเพาเวอรเ์ซตของ A จะมีจ านวนสมาชิกท้ังหมด 2𝑛ตัว เราเขียน  P(A) แทนเพาเวอร์เซตของ  Aเช่น ถ้าก าหนดให้ A 

=1,2,3 แล้ว P(A)=1,2,3,1,2,1,3,2,3,1,2,3, ∅ 

 กำรยูเนียนกันของเซต (Union):เซต A ยูเนียนเซต B คือ เซตใหม่ท่ีประกอบไปด้วยสมาชิกที่มาจากเซต Aหรือเซต B 

เขียนแทนด้วยสญัลักษณ์ AUB และเขียนเป็นแบบบอกเงื่อนไขไดด้ังนี้  

𝐴 ∪ 𝐵 = {𝑥 โดยที่ 𝑥 ∈ 𝐴 หรือ 𝑥 ∈  𝐵} 
 กำรอินเตอร์เซคชันของเซต (Intersection): เซต A อินเตอร์เซคเซต B คือ เซตใหม่ท่ีประกอบไปด้วยสมาชิกท่ีมา

จากเซต Aและเซต B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ AB และเขียนเป็นแบบบอกเงื่อนไขไดด้ังนี ้

𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑥 โดยที่ 𝑥 ∈ 𝐴 และ 𝑥 ∈  𝐵} 

 ผลต่ำงระหว่ำงเซต (Difference): ผลต่างของเซต A และเซต B คือ เซตใหม่ท่ีประกอบไปด้วยสมาชกิท้ังหลายที่อยู่

ใน  A แต่ไม่อยู่ใน B เขียนแทนด้วยสัญลักษณ์ A-B และเขียนเป็นแบบบอกเงื่อนไขไดด้ังนี้ 

𝐴 − 𝐵 = {𝑥 โดยที่ 𝑥 ∈ 𝐴 และ 𝑥 ∉  𝐵} 

 คอมพลีเมนต์ (Complement): คอมพลีเมนต์ของเซต A คือ เซตที่ประกอบไปด้วยสมาชิกที่ไมไ่ด้อยู่ใน A  แต่อยู่ใน

เอกภพสัมพัทธ𝑈์ ใช้สัญลักษณ์คือ 𝐴𝑐และเขียนเป็นแบบบอกเงื่อนไขได้ดงันี้ 

𝐴𝑐 = {𝑥 โดยที่ 𝑥 ∈ 𝑈 และ 𝑥 ∉  𝐴} 
 

 กำรหำจ ำนวนสมำชิกของเซต 

 ในการหาจ านวนสมาชิกของเซตทีเ่กิดจาการกระท ากันระหว่าง 2 เซตขึ้นไปนั้น สามารถหาไดจ้ากความสัมพันธ์ ดังนี้  

 |𝐴 ∪ 𝐵| =  |𝐴| + |𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐵| (1.2)  

 |𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶| =  |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| − |𝐴 ∩ 𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐶| − |𝐵 ∩ 𝐶| + |𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶| (1.3)  
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 |𝐴 − 𝐵| =  |𝐴| − |𝐴 ∩ 𝐵| (1.4)  

 |𝐴𝑐| =  |𝑈| − |𝐴| (1.5)  

ข้อควรจ ำ  ในต าราบางเลม่ จะใช้สัญลักษณ์ " 𝑛(𝐴) " แทนจ านวนสมาชิกของเซต  𝐴 

 

 
 

ตวัอยา่งท่ี 1.4.2ก ำหนดให้ A ={1,2,3}   B= {3,4,5} และเอกภพสัมพัทธ์ U = {1,2,3,4,5}  

จงหำ 𝐴 ∪ 𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵, 𝐴 − 𝐵, และ𝐴𝑐  

วิธีท า เรำสำมำรถใชแ้ผนภำพเวนน-์ออยเลอร(์Venn-Euler diagram) แสดงได้ดังนี้  
𝐴 ∪ 𝐵 = {1,2,3,4,5} 𝐴 ∩ 𝐵 = {3} 

 

 

 

 
 
 

𝐴 − 𝐵 = {1,2} 𝐴𝑐 = {4,5} 
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แบบฝึกทักษะที่ 1.4.4ก าหนดให้ 𝑈 =  {−5,−4,−3,−2,1, … ,6,7,8}, 𝐴 =  {𝑥 | 𝑥 เป็นจ านวนเต็มที่มากกว่า 4} 

และ 𝐵 =  {𝑥 | 𝑥 เป็นจ านวนคู่} 

           1) จงเขียนแผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ แสดงความสัมพนัธ์ของเซตทั้ง 3 น้ี 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. 

 2) |𝐴 ∪ 𝐵|=   …………….   และ |𝐴 ∩ 𝐵|=  …………………. 

แบบฝึกทักษะที่ 1.4.5จากการสอบถามนักเรียนจ านวน 100 คน เกี่ยวกับการใช้เวลาว่าง พบว่า ม ี

 20 คน ที่ชอบทั้งเล่นกีฬาและเล่นดนตรีและดภูาพยนตร์ 

 42 คน ท่ีชอบเล่นดนตรีและชอบดูภาพยนตร ์

 38 คน ท่ีชอบเล่นกีฬาและเล่นดนตร ี

 35 คน ท่ีชอบเล่นกีฬาและดูภาพยนต ์

 62 คน ท่ีชอบดูภาพยนต์  

 55 คน ท่ีชอบเล่นดนตร ี

 48 คน ท่ีชอบเล่นกีฬา  

จงหาว่ามีนักเรยีนกี่คนท่ี 1) ชอบกีฬาอย่างเดียว    2) ชอบดนตรีอย่างเดียว    3) ชอบดูภาพยนต์อยา่งเดียว 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

ตวัอยา่งท่ี 1.4.3 ก ำหนดให้  |𝑈| = 25 , |𝐴| = 20  , |𝐵| = 12  และ  |(𝐴 ∪ 𝐵)𝑐| = 4 

จงหำ |𝐴 ∩ 𝐵| 

วิธีท าท่ี 1 

ให้ x เป็นจ ำนวนสมำชิกของ 𝐴 ∩ 𝐵ดังแผนภำพทำงขวำมือน้ี 

เน่ืองจำกจ ำนวนสมำชิกทั้งหมดในเอกภพสัมพทัธ์ เท่ำกบั 40 

จึงได้ว่ำ (20 − 𝑥) + 𝑥 + (12 − 𝑥) = 25 

ดังนั้น 𝑥 = 11 =  |𝐴 ∩ 𝐵|  
วิธีท าท่ี 2 

 จำกโจทย์ |(𝐴 ∪ 𝐵)𝑐| = 4   และ |𝑈| = 25  จึงไดว้่ำ  |𝐴 ∪ 𝐵| = 21 

 ใชสูตร (1.2) |𝐴 ∪ 𝐵| =  |𝐴| + |𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐵| 
 แทนค่ำ จะได้ว่ำ 21 =  20 + 12 − |𝐴 ∩ 𝐵| 

|𝐴 ∩ 𝐵| = 11 
 

12-xx20-x

A

B

U
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.......................................................................................................................................................................................................

........................................ 

แบบฝึกทักษะที่ 1.4.6นักเรียนห้องหนึ่งมี 48 คน ท าการสอบวิชาคณิตศาสตร์ ภาษาอังกฤษ และ ภาษาไทย 

ปรากฎผลดังนี้มีนักเรียน สอบผ่านวิชาคณิตศาสตร์ 20 คนสอบผ่านวิชาภาษาอังกฤษ 15 คน สอบผ่านวิชา

ภาษาไทย 25 คน สอบผ่านวิชาคณิตศาสตร์อย่างเดียว 10 คน สอบตกทั้ง 3 วิชา 3 คน จงหาว่า นักเรียนที่

สอบได้ทั้งวิชาภาษาไทย และ ภาษาอังกฤษ มีก่ีคน โดยวิธีการใช้แผนภาพของเวนน์-ออยเลอร์ และการ

พิจารณาใช้สูตร (1.2)-(1.5) 

............................................................................................................................. ............................................... 

............................................................................................................................. ............................................... 

................................................................................... .........................................................................................  

............................................................................................................................. ............................................... 

............................................................................................................................. ............................................... 

............................................................................ ................................................................................................  

............................................................................................................................. ............................................... 

............................................................................................................................. ............................................... 

..................................................................... .......................................................................................................  

1.5 ช่วง (Intervals) 

ในเรื่องแคลคูลสัซึ่งเป็นแขนงหนึ่งที่มีบทบาทส าคัญเป็นอย่างมากในด้านของการประยุกต์ใช้คณติศาสตร์กับปัญหา

ทางวิศวกรรมศาสตร์ มักจะเกีย่วข้องกับเซตต่างๆ ของจ านวนจริง ซึ่งถูกอ้างถึงในนามของ "ช่วง" ที่ปรากฎอยู่บนเส้นจ านวน 

ซึ่งตัวอย่างของเส้นจ านวน ดูจากแผนภาพข้างล่างนี ้

 
ตัวอย่างเช่น ถ้า  𝑎 < 𝑏แล้ว; 

 "ช่วงเปิด" จาก 𝑎 ถึง 𝑏 คือ ส่วนของเส้นจ านวนท่ีเริม่จากจุด 𝑎 ไปยังจุด 𝑏ซึ่งไม่รวมจุดเริ่มต้น (คือ 𝑎 ) และไม่

รวมจุดสิ้นสดุ(คือจุด 𝑏) ดังรูป 

 
 ซึ่งเขียนเป็นสญัลักษณ์ และเซต ได้คือ (𝑎, 𝑏) = {𝑥 |𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 
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 "ช่วงปิด" จาก 𝑎 ถึง 𝑏 คือ ส่วนของเส้นจ านวนท่ีเริ่มจากจดุ 𝑎 ไปยังจุด 𝑏 ซึ่งรวมทั้งจุดเริ่มต้น (คือ 𝑎 ) และรวม

จุดสิ้นสุด(คือจุด 𝑏) ดังรูป 

 
 ซึ่งเขียนเป็นสญัลักษณ์ และเซต ได้คือ (𝑎, 𝑏) = {𝑥 |𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏} 

นอกจากน้ี ยังมีช่วงที่รวมจุดใดจุดหนึ่งเพียงจุดเดียว ซึ่งอาจเป็นจุดเริ่มต้น หรือ จุดสิ้นสุดกไ็ด้ ช่วงเหลา่นี้ เรียกว่า 

"ช่วงครึ่งเปิด-ครึ่งปิด" ยิ่งไปกว่าน้ัน ช่วง ยังสามารถขยายไปยังถึงค่าอนันต์ในทิศทางใดทิศทางหนึ่งของเส้นจ านวน รูปแบบ

ต่างๆ ของช่วงได้สรุปไว้ในตารางขา้งล่างนี้ 

ตารางที่  6 ช่วงต่างๆ  บนเส้นจ านวนจริง พร้อมสัญลักษณ ์

ช่วง เซต บนเส้นจ านวน ประเภท 

(𝑎, 𝑏) {𝑥 |𝑎 < 𝑥 < 𝑏} 
 ช่วงเปิด 

[𝑎, 𝑏] {𝑥 |𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏}  ช่วงปิด 

[𝑎, 𝑏) {𝑥 |𝑎 ≤ 𝑥 < 𝑏}  ช่วงครึ่งปิด-ครึ่งเปิด 

(𝑎, 𝑏] {𝑥 |𝑎 < 𝑥 ≤ 𝑏}  ช่วงครึ่งเปิด-ครึ่งปิด 

(−∞, 𝑏] {𝑥 |𝑥 ≤ 𝑏}  ช่วงปิด 

(−∞, 𝑏) {𝑥 |𝑥 < 𝑏}  ช่วงเปิด 

[𝑎, +∞) {𝑥 |𝑎 ≤ 𝑥 }  ช่วงปิด 

(𝑎, +∞) {𝑥 |𝑎 < 𝑥 }  ช่วงเปิด 

(−∞,+∞) ℝ  ช่วงเปิดและปิด 

ข้อสังเกต ช่วงต่างๆ ทีป่รากฎในตารางข้างบนน้ี ล้วนแล้วแตเ่ป็นสับเซตชองเซตของจ านวนจริงทั้งสิ้น 

 

แบบฝึกทักษะที่ 1.5.1จงพิจาราณาการกระท ากันของช่วงแต่ละกลุ่มในแตล่ะข้อต่อไปนี้ โดยการเขยีนแทนในรูปของเซตและ

วาดภาพเส้นจ านวนประกอบด้วย 

1)[(−∞,−2) ∪ (2,+∞)] ∩ (−3,3] 

ตวัอยา่งท่ี 1.5.1 ส ำหรับกำรกระท ำกับของช่วงตั้งแต่ 2 ชว่งขึ้นไป เพื่อกำรเห็นภำพที่ชัดขึ้น มกัจะพิจำรณำช่วง

ในรูปของเซต(และก ำหนดให้เอกภพสัมพัทธ์เป็นเซตของจ ำนวนจริง) แทน ดังนี้ 

1)  (0,5) ∪ (1,7) = {𝑥 |0 < 𝑥 < 5} ∪ {𝑥 |1 < 𝑥 < 7} = {𝑥 |0 < 𝑥 < 7} =  (0,7) 

2)  (−∞, 1) ∩ [0,+∞) =   {𝑥 |𝑥 < 1} ∩ {𝑥 |0 ≤ 𝑥 } = {𝑥 |0 ≤ 𝑥 < 1} = [0,1) 
 

3) (−∞, 0) ∩ (0,+∞) =   {𝑥 |𝑥 < 0} ∩ {𝑥 |0 < 𝑥 } = ∅ 
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.................... 

2)[(−10,0) ∩ (−5,5)] ∩ (0,+∞) 

.......................................................................................................................................................................................................

.......... 

3)[ℝ − (−∞,−1)] ∩ (100,102) 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.................... 

4)[(−∞,−3) ∪ (−2,−1)] ∩ [(3, +∞) ∪ (1,2)] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.................... 

1.6 อสมกำร(Inequalities) และกำรหำช่วงของผลเฉลย(Solutions Finding) 

 ควำมหมำยของอสมกำร  

อสมการ หมายถึง ประโยคสญัลักษณ์ทางคณิตศาสตร์ที่แสดงการไมเ่ท่ากันของสิ่ง 2 สิ่ง โดยมีเครื่องหมาย 

"มากกว่า>"  "น้อยกว่า<"  "น้อยกว่าหรือเท่ากับ≤"  "มากกว่าหรือเท่ากบั≥"  หรือ เครื่องหมาย "ไม่เท่ากับ≠"  เช่น 3𝑥 +

1 ≥ 5และตัวทีไ่ม่ทราบค่า 𝑥เราเรียกว่า "ตัวแปร" 

อสมการมีอยู่หลายประเภท ทั้งแบบท่ีเป็นเชิงเส้น และไม่เป็นเชิงเส้น ตัวแปรเดียว หลายตัวแปร ก าลังหนึ่ง หรือ

มากกว่า อย่างไรก็ตาม ในเอกสารประกอบการสอนฉบับน้ี จักได้มีการน าเสนอเพียงบางรูปแบบของอสมการเท่านั้น 

 คุณสมบัติท่ีส ำคัญบำงประกำรของระบบอสมกำร 

ก าหนดให้  𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑เป็นจ านวนจริงใดๆ  จะได้ว่า 

1. ถ้า 𝑎 <  𝑏 และ𝑏 <  𝑐 แล้วจะได้ว่า 𝑎 <  𝑐  

เช่น  −6 < −1 และ  −1 <  0    แล้วจะได้ว่า  −6 <  0  

2. ถ้า  𝑎 <  𝑏   แล้วจะได้ว่า  𝑎 +  𝑐 <  𝑏 +  𝑐  และ   𝑎 −  𝑐 <  𝑏 −  𝑐 

 เช่น−5 <  5   แล้วจะได้วา่  −5 +  1 <  5 +  1  และ   −5 −  1 <  5 −  1 

3. ถ้า 𝑎 <  𝑏  และ 𝑐 > 0 แล้วจะได้ว่า 𝑎𝑐 <  𝑏𝑐  
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 เช่น −5 <  3    แล้วจะได้ว่า −5(2)  <  3(2)  ซึ่งในท่ีนี้   𝑐 = 2 

4. ถ้า 𝑎 <  𝑏  และ 𝑐 < 0 แล้วจะได้ว่า 𝑎𝑐 >  𝑏𝑐  

 เช่น −5 <  3    แล้วจะได้ว่า −5(−2)  >  3(−2)  ซึ่งในท่ีนี้   𝑐 = −2 

5. ถ้า  𝑎, 𝑏   เป็นจ านวนบวกทั้งคู่ หรือ เป็นจ านวนลบท้ังคู่ และ 𝑎 <  𝑏 แล้วจะได้ว่า 1
𝑎
>
1

𝑏
 

 เช่น  −5 <  −3    แล้วจะได้ว่า − 1

5
> − 

1

3
 

แบบฝึกทักษะที่ 1.6.1จงพิจารณาหาผลลัพธ์ที่เกิดจาการด าเนินการที่ก าหนดในแตล่ะข้อต่อไปนี ้

ก าหนด การด าเนินการ ผลลัพธ์ที่ได ้

−5 <  3  บวกเข้าด้วย 8 ท้ังสองข้าง  

−5 <  3  ลบออกด้วย 4 ท้ังสองข้าง  

−5 <  3  คูณเข้าทั้งสองข้างด้วย 2  

−5 <  3  คูณเข้าทั้งสองข้างด้วย -2  

4 < 10 คูณเข้าทั้งสองข้างด้วย 5  

4 < 10 คูณเข้าทั้งสองข้างด้วย -5  

4 < 10 คูณเข้าทั้งสองข้างด้วย − 1

2
  

−4 < −1 น าแต่ละข้างไปหาร 1  

 

 อสมกำรเชิงเส้นตัวแปรเดียวและกำรหำผลเฉลย 

 อสมการเชิงเส้นตัวแปรเดยีว คือ อสมการที่มตีัวแปรเพียง 1 ตัว และมีก าลังสูงสุดเป็น 1 เท่าน้ัน เช่น  3𝑥 + 1 ≥

−2𝑥 + 5 หรือ5𝑥 ≠  −10𝑥เป็นต้น 

 ในการหาผลเฉลยของอสมการนี้ ค าตอบจะสามารถมีจ านวนอนันต ์ดังนั้น เวลาตอบ มักจะใหเ้ป็นเซตหรือช่วงของ

ผลเฉลย ลักษณะการแก้อสมการประเภทนี้ สามารถดไูด้จากตัวอยา่งข้างล่างนี้  
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ข้อสังเกต การด าเนินการทางพีชคณิตดังแสดงในตัวอย่างที1่.6.2 นี้ จะให้ผลเช่นเดียวกับหลักการ "ยา้ยข้าง" ที่นักศึกษาส่วน

ใหญ่เข้าใจกัน 

แบบฝึกทักษะที่ 1.6.2 จงพิจารณาหาช่วงหรือเซตของค าตอบของอสมการเชิงเส้นตัวแปรเดยีวของแต่ละข้อต่อไปนี ้

1)  𝑥 − 2 ≥ 13 − 𝑥 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

2)  √2𝑥 + 10 ≤ −3√2𝑥 + 20 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

3)  2𝑥 + 6 < 1 − 𝑥

2
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4)  𝑥
2
+
2

5
>
−1

10
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)   𝑥
2
+
2

5
≥
−𝑥

10
− 2 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6)  2𝑥
5
+ 7 >

13

5
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 1.6.1 จงหำเซตหรือช่วงของค ำตอบ ของอสมกำร 3 + 7𝑥 ≤ 2𝑥 − 9 

วิธีท า 

กำรด ำเนินกำร ผลที่ได้ 
โจทย์ก ำหนด 3 + 7𝑥 ≤ 2𝑥 − 9 

บวกเข้ำทัง้สองข้ำงดว้ย −3 7𝑥 ≤ 2𝑥 − 12 

ลบออกทั้งสองข้ำงด้วย 2𝑥 5𝑥 ≤ −12 

คูณเข้ำทั้งสองข้ำงด้วย 1
5
 𝑥 ≤ −

12

5
 

 ดังนั้นช่วงของค ำตอบของอสมกำรน้ีคือ (−∞,− 12

5
] 
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...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

 

1.7 สมกำร(Equations) และกำรหำผลเฉลย(Solution Finding) 

 ควมหมำยของสมกำร 

 สมการ หมายถึง การเท่ากันสมการในวิชาคณิตศาสตร์หมายถึง ประโยคสัญลักษณ์ที่มเีครื่องหมาย " = " แสดงการ

เท่ากันของทั้งสองข้างของเครื่องหมาย "เท่ากับ" ดังกล่าว สมการอาจมีความ "เป็นจริง" หรือไม่มีกไ็ด้ เช่น 

 สมการทีเ่ป็นจริงเช่น10 - 1 =9 

 สมการทีไ่ม่เป็นจริงเช่น 19 / 8=4 

ประโยคสญัลักษณ์ที่ไม่ใช่เครื่องหมาย " = "  ถือว่าไม่เป็นสมการ และถ้าในสมการมีตัวไม่ทราบค่ารวมอยู่ด้วย เรา

เรียกตัวไม่ทราบค่านั้นว่า "ตัวแปร" หรือ "ตัวไม่ทราบค่า (Unknowns)" เช่น 2𝑥 + 5 = 10เราเรียก𝑥ว่าเป็นตัวแปร 

 สมกำรเชิงเส้นตัวแปรเดียว และกำรแก้ 

 สมการเชิงเส้นตัวแปรเดยีวคือ สมการที่สามารถถูกจัดรูปได้ในรูปแบบ  𝐴𝑥 = 𝐵   เมื่อ  𝐴 ≠ 0  และ 𝐵   เป็น

จ านวนจริงใดๆ  และ 𝑥  เป็นตัวแปรที่เราต้องการทราบค่า  ตัวอย่างของสมการเชิงเส้นตัวแปรเดียวได้แก่ ทุกข้อในแบบฝึก

ทักษะที่ 1.5.2 

การหาผลเฉลยหรือการแกส้มการ หมายถึง การหาค่าของตัวแปรหรือตัวไม่ทราบค่าที่ปรากฎอยู่ในสมการ และอาจมี

จ านวนมากกว่า 1 ตัวก็ได้ ในกระบวนการแก้สมการนี้ อย่างง่ายที่สุดคือการจัดรปูให้ตัวแปรมารวมกนัอยู่ฝั่งเดียวของสมการ 

ดังตัวอย่างต่อไปนี ้

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 1.7.1จงพิจารณาหาค่าของ  𝑥 ที่ท าให้แต่ละสมการในข้อต่อไปนี้ เป็นจริง 

1)3𝑥 − 2 = 13 − 2𝑥 2)√2𝑥 + 12 = −3√2𝑥 + 20√2 

ตวัอยา่งท่ี 1.7.1จงหำค่ำของ 𝑥 ที่ท ำให้แต่ละสมกำรต่อไปนี้เป็นจริง 

วิธีท า 

1)     2𝑥 − 20 = 24 2)     
𝑥+3

2
= 3𝑥 3)    3𝑥 − 5 =

𝑥

2
− 1 

2𝑥 = 24 + 20 
2𝑥 = 44 

𝑥 =
44

2
 

ดังนั้น   𝑥 = 22 

 
 

𝑥 + 3 = 2(3𝑥) = 6𝑥 
𝑥 + 3 − 6𝑥 = 0 
(1 − 6)𝑥 + 3 = 0 
−5𝑥 = −3 

ดังนั้น𝑥 =  −3
−5
 =  

3

5
 

3𝑥 − 5 =  
𝑥 − 2

2
 

2(3𝑥 − 5) = 𝑥 − 2 
6𝑥 − 10 = 𝑥 − 2 
6𝑥 − 𝑥 = −2 + 10 
(6 − 1)𝑥 = 8 
(5)𝑥 = 8 

ดังนั้น  𝑥 =  8
5
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

. 

3)2+3𝑥
5𝑥

= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4)𝑥
2
+
2

5
=
−6

10
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)𝑥
2
+
3

5
=

𝑥

10
− 3 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)√2𝑥 + 7 = 10 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

....................................................................................... 

 

7)1+𝑥
2𝑥
+
−3

7
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

8)𝑥
2
+
𝑥

3
−
2𝑥

5
= −26 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 สมกำรเชิงเส้นหลำยตัวแปร และกำรแก้ 

 สมการเชิงเส้นหลายตัวแปร หมายถึง สมการที่สามารถเขยีนให้อยู่ในรูป 
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𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 +⋯𝑎𝑛𝑥𝑛 = 𝑏เมือ 𝑎1, 𝑎2, 𝑎2, … , 𝑎𝑛  ∈  ℝ − {0}และ𝑏เป็นจ านวนจริงใดๆ  เช่น

3𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 5 

 ในการแก้สมการประเภทนี้ คือ มี 1 สมการ แต่มตีัวแปรมากกว่า 1 ตัว โดยทางคณิตศาสตร์เป็นท่ีทราบกันดีว่า 

สมการรูปดังกลา่วนี้ สามารถมผีลเฉลยได้จ านวนนับไม่ถ้วน ดูตัวอย่างข้างล่างนี้  

 

 ระบบสมกำรเชิงเส้นหลำยตัวแปร และกำรแก้ 

 ระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปรหมายถึง กลุ่ม(ท่ีมีจ านวนจ ากัด)ของสมการเชิงเส้นหลายตัวแปร ตัวอย่างเช่น 

ระบบสมการเชิงเส้นท่ีประกอบด้วย  4 สมการ และมีตัวแปรทั้งหมดเป็นจ านวน 6 ตัวแปร เขียนได้ ดังนี้  

 5𝑥 + 2𝑦 − 10𝑧 − 𝑤 + 3𝑢 − 2𝑣 = 5 (1.6)  

 𝑥 + 𝑦 − 12𝑧 − 𝑤 + 𝑢 − 12𝑣 = 20 (1.7)  

 −5𝑥 + 6𝑦 − 𝑧 + 3𝑢 − 5𝑣 = −32 (1.8)  

 2𝑦 − 10𝑧 − 3𝑢 − 22𝑣 = 25 (1.9)  

 

ซึ่งเราจะกล่าวว่า "ผลเฉลย" ของระบบสมการนั้น คือ กลุ่มของค่าของตัวแปร 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤, 𝑢, 𝑣 ที่ท าให้แต่ละสมการขา้งบน

นี้ เป็นจริงพร้อมกัน และจะเรียกผลเฉลยชุดดังกล่าวว่า "เซตของผลเฉลย" ของระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปร 

 ในทางคณิตศาสตร์ เมื่อเรามีระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปรอยู่ระบบหนึ่ง เราจะได้อย่างใดอย่างหนึ่งในข้อต่อไปนี้

เสมอ  

 1. ระบบสมการดังกล่าวไมม่ีผลเฉลย หรือ 

 2. ระบบสมการดังกล่าวมีผลเฉลยเพียง 1 ชุดผลเฉลย (หรือมีเพยีง 1 เซตของผลเฉลย) หรือ 

 3. ระบบสมการดังกล่าวมีจ านวนผลเฉลยที่นับไม่ถ้วน หรือมจี านวนผลเฉลยเป็นอนันต์  

 ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปรนั้น สามารถท าได้หลายวิธี เช่น โดยวิธีก าจดัตัวแปร  โดย

การใช้การวาดกราฟ โดยปกติแลว้ 2 วิธีไม่เป็นทีส่ะดวกนักเมื่อเรามีระบบสมการที่ใหญ่ที่ประกอบดว้ยหลายตัวแปรและหลาย

สมการ ดังนั้น เมื่อเรามรีะบบสมการเชิงเส้นท่ีใหญ่ขึ้น จ าเป็นที่จะตอ้งใช้ความรู้ทางเมทริกซ์และการด าเนินการบนเมทริกซ์ ซึ่ง

ตวัอยา่งท่ี 1.7.2จงหำค่ำของ 𝑥 ที่ท ำให ้  2𝑥 − 20𝑦 = 2 

วิธีท า สมกำร 5𝑥 − 20𝑦 = 2 มีควำมเทยีบเท่ำกับ สมกำร 5𝑥 = 20𝑦 + 2  (โดยกำรบวกเข้ำด้วย 

20𝑦 ทั้งสองข้ำงนั่นเอง) และยังเทียบเท่ำกับ 𝑥 = 20𝑦+2

5
  ดังนั้น เรำจะเห็นว่ำ เมื่อเรำก ำหนดค่ำ 𝑦 ที่เป็น

จ ำนวนจรงิใดๆ  เรำกจ็ะได้ค่ำของ 𝑥 ทันที แสดงว่ำ ค่ำ 𝑦 สำมำรถเป็นจ ำนวนจรงิตัวไหนก็ได้ กจ็ะได้ค่ำของ 

𝑥 ที่เป็นคู่ของมัน ที่ท ำให้สมกำรดงักล่ำวเป็นจริง ตัวอย่ำง คือ เมื่อ 𝑦 = 1  จะได้  𝑥 =  22
5
 และเมื่อ 𝑦 =

2  จะได้  𝑥 =  42
5
 อย่ำงนี้ไปเรื่อยๆ ไม่มทีี่สิ้นสุด จึงบอกได้ว่ำ จ ำนวนผลเฉลยของสมกำรนี้ มีจ ำนวนไม่

จ ำกัดหรือเป็นจ ำนวนอนันต์ นั่นเอง 
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บรรจุอยู่ในหัว 2.4 ไปในเอกสารนี้ ดังนั้น ในเบื้องต้นนี้ จักขอยกตัวอย่างระบบสมการเชิงเส้นท่ีประกอบด้วย 2 ตัวแปรก่อน 

ซึ่งสามารถแสดงการหาผลเฉลยไดโ้ดยง่ายดังตัวอย่างข้างล่างนี้  

 

เราสามารถหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นในตัวอย่าง 1.7.3 ได้ โดยใช้วิธีก าจัดตัวแปรที่ละตัว ไดเ้ช่นกัน ดังตัวอย่างที่ 

1.7.4 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 1.7.4จงหำค่ำของ 𝑥, 𝑦 ที่ท ำให้ระบบสมกำรสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปรข้ำงล่ำงนี้ เป็นจริง 

   2𝑥 + 𝑦 = 2 
   3𝑥 − 𝑦 = 8 

 (1) 
(2) 

วิธีท าน ำสมกำรที่ (1) รวมเข้ำกบัสมกำรที่ 
(2) เพื่อก ำจัดตัวแปร 𝑦 จึงได้ทันทีว่ำ  

 
(2𝑥 + 3𝑥) + (𝑦 − 𝑦) = (2 + 8) 
 

 
(3) 

 5𝑥 = 10 
 

 

ดังนั้น 
𝑥 =  

10

5
= 2 

(4) 

น ำค่ำ𝑥 ที่ได้ใน (4) ไปแทนใน(2) เพื่อหำ
ค่ำ 𝑦 

3(2) − 𝑦 = 8 
−𝑦 = 8 − 3(2) = 2 
𝑦 = −2 

 

   
ดังนั้น จึงได้ ค ำตอบของระบบสมกำรเชิงเส้นดังกล่ำวนี้คือ (𝑥, 𝑦)  =  (2, −2 ) 

 

ตวัอยา่งท่ี 1.7.3 จงหำค่ำของ 𝑥 ที่ท ำให้ระบบสมกำรสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปรข้ำงล่ำงนี้ เป็นจริง 

   2𝑥 + 𝑦 = 2 
   3𝑥 − 𝑦 = 8 

 (1) 
(2) 

วิธีท าจำกสมกำร (1) เรำจะได้วำ่ 𝑦 = 2 − 2𝑥 (3) 
น ำค่ำ 𝑦 ที่ได้ใน (3) ไปแทนใน (2) จะได ้ 3𝑥 − (2 − 2𝑥) = 8 (4) 
ท ำหำรแก้สมกำร (4) เพื่อหำค่ำ 𝑥  3𝑥 − 2 + 2𝑥 = 8  
 (2 + 3)𝑥 = 8 + 2  
 5𝑥 = 10  
 

𝑥 =  
10

5
= 2 

(5) 

น ำค่ำ𝑥 ที่ได้ใน (5) ไปแทนใน(3) เพื่อหำค่ำ 𝑦 𝑦 = 2 − 2𝑥 = 2 − 2(2) = −2  
ดังนั้น จึงได้ ค ำตอบของระบบสมกำรเชิงเส้นดังกล่ำวนี้คือ (𝑥, 𝑦)  =  (2, −2 ) 
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แบบฝึกทักษะที่ 1.7.2 จงใช้วิธีการที่ถนัดในการหาค่าของ  𝑥, 𝑦 ที่ท าให้แต่ละระบบสมการเชิงเส้น 2 ตัวแปรในข้อต่อไปนี้ 

เป็นจริง 

1)  −𝑥 + 5𝑦 = 13 

2𝑥 + 𝑦 = 7 
 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)  2𝑥 + 10𝑦 = 16 

𝑥 − 2𝑦 = 1 
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3)  2
3
𝑥 + 5𝑦 = 43 

2

9
𝑥 + 𝑦 = 25 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4) −35 = 20 𝑥
𝑦
− 15 

𝑦

𝑥
+ 11 = 10 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)   𝑥
2
+
2

5
=

𝑦

10
− 2 

𝑥

2
+ 7

𝑦

2
= 39 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6)  𝑥 − 1 = 𝑦 

𝑥

2
+
𝑥

3
−
2𝑦

5
= −3 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

 ระบบสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปรในเชิงกรำฟ 
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 ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 2 ตัวแปร ใน 2 มิติ ในเชิงกราฟแล้ว คือ การหาจุดตัดของเส้นตรง 2 เส้น

ที่อธิบายโดยสมการแต่ละสมการในระบบนั้น ดังนั้น จึงเกิดกรณีที่เปน็ไปได้อยู่ 3 กรณี น่ันคือ เส้นตรง 2  เส้นนั้น  

 1. ขนานกัน นั่นคือ ไม่ตัดกัน หมายถึง ไม่มีผลเฉลย  

  เช่น เส้นตรง 𝑦 = 2𝑥 + 1 และเส้นตรง 𝑦 = 2𝑥 − 21 

 2. ตัดกัน ซึง่หมายถึง มีผลเฉลย 1 ชุดผลเฉลย  

  เช่น เส้นตรง 𝑦 = 2𝑥 + 1 และเส้นตรง 𝑦 = 3𝑥 − 7 

 3. เป็นเส้นเดียวกัน  หมายถึง มีผลเฉลยเป็นจ านวนนับไม่ถ้วน 

  เช่น เส้นตรง 𝑦 = 2𝑥 + 3 และเส้นตรง 3𝑦 = 3𝑥 + 9 

 

แบบฝึกทักษะที่ 1.7.3โดยการแบง่สเกลบนแกนที่เหมาะสม จงพิจารณาระบบสมการเชิงเส้น 2 ตัวแปรแต่ละคู่ต่อไปนี้ว่ามผีล

เฉลยหรือไม่ ถ้ามี ให้หาผลเฉลยนัน้ และใช้การวาดกราฟ ในการยืนยันผลเฉลยนั้นด้วย 

ตวัอยา่งท่ี 1.7.5 จงหำค่ำพิกัด (𝑥, 𝑦) ในระนำบ 2 มิต ิที่เป็นจุดตัดของเส้นตรง 2 เส้นทีม่ีสมกำร

ดังต่อไปนี้ พร้อมทั้งวำดกรำฟแสดงจุดตัดน้ันด้วย 

 2𝑥 + 1 = 𝑦 (1) 
 2𝑦 = 3𝑥 − 2 (2) 

วิธีท ำ   โดยกำรใช้วธิีกำรหำผลเฉลยเหมือนในตวัอย่ำงที่ 1.7.3 หรือในตัวอย่ำงที่ 1.7.4 จะได้ผลเฉลย

คือ 𝑥 = −4, 𝑦 = −7ซึ่งเรำสำมำรถเขียนกรำฟของเส้นตรงทั้ง 2 เส้นน้ัน พร้อมดว้ยจุดตัดซึ่งเป็นผล

เฉลยของระบบสมกำรดังกล่ำวได้ดังนี้ (โดยก ำหนดให้แกน 𝑥 คือแกนในแนวนอน และแกน 𝑦 คือแกน

ในแนวตั้งในรูป) 
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1)  2𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

4𝑥 − 𝑦 − 3 = 0 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

..................................................................................... 

 

2)𝑥 − 3𝑦 + 7 = 0 

4𝑥 −
1

2
𝑦 + 5 = 0 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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3)   5𝑥 − 10𝑦 = 20 

𝑥 − 𝑦 − 1 = 0 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 

4)  𝑥 − 10 = 𝑦 − 11 

6𝑥 + 1 = 𝑦 − 10 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 

 

1.8 บทประยุกต์ในชีวิตประจ ำวัน(Applications in Daily Life) 

 ในหัวข้อท่ีแล้ว เราได้ศึกษาวิธีการแก้ระบบสมการเชิงเส้นท่ีประกอบด้วย 2 ตัวแปรมาแล้ว ในหัวข้อน้ี เราจะศึกษา

ในเรื่องของการน ากระบวนการแกร้ะบบสมการดังกล่าวมาใช้ในชีวิตประจ าวัน ซึ่งการศึกษาเรื่องนี้ สิ่งที่นักศึกษาจะไดศ้ึกษาคือ

การเขียนประโยคสญัลักษณ์ หรือ การเปลี่ยนปัญหาจริงให้อยู่ในรูปของสมการ หรือระบบสมการทางคณิตศาสตร์ ต่อจากนั้น 

จะได้น าเอาวิธีการที่ศึกษาในหัวข้อท่ีแล้ว มาหาผลเฉลยของสมการหรือระบบสมการนั้น ดังตัวอย่างตอ่ไปนี ้
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แบบฝึกทักษะที่ 1.7.4 จงเปลี่ยนปัญหาต่อไปนี้ให้อยู่ในรูปสมการเชิงเส้น 2 ตัวแปร พร้อมทั้งหาผลเฉลยโดยวิธีที่ถนัด 

1. ถ้าเส้นรอบรูปสี่เหลี่ยมผืนผ้ารปูหนึ่งยาวเป็น 230 เมตร และด้านยาวยาวมากกว่า 2 เท่าของด้านกว้างอยู่ 10 เมตร จงหา

ด้านกว้างและด้านยาวของสี่เหลี่ยมผืนผา้นี ้

ตวัอยา่งท่ี 1.7.7ผลกำรแข่งขันกีฬำน้องใหม่ มทส. ปรำกฎว่ำ วชิำติ ไดจ้ ำนวนเหรยีญรวมมำกกว่ำดนัยอยู่ 

4 เหรียญ และจ ำนวนเหรยีญของทั้งคู่รวมกันได้ 28 เหรียญ จงหำว่ำ แต่ละคนได้เหรียญรวมคนละกี่เหรียญ 

วิธีท า ก ำหนดให้ 𝑥 เป็นจ ำนวนเหรียญรวมทีว่ิชำติได้ และ  
𝑦 เป็นจ ำนวนเหรยีญรวมที่ดนัยได้ ในกำรแขง่กีฬำน้องใหม่ มทส ครั้งนี้  
   จำกโจทย์ เรำจะไดว้่ำ 

    𝑥 − 𝑦 = 4      (1) 
  และ 𝑥 + 𝑦 = 28     (2) 
ซึ่งจะได้ผลเฉลยคือ 𝑥 = 16 และ  𝑦 = 12 

นั่นคือ วิชำตไิด้เหรียญรวมทั้งหมด 16 เหรยีญ และดนัยได้เหรียญรวมทั้งหมด 12 เหรียญ 

ตวัอยา่งท่ี 1.7.6 จ ำนวน 2 จ ำนวน ซึ่งมีผลต่ำงเท่ำกับ 6 และเมือ่รวมกันแล้วเท่ำกับ 9 จงหำจ ำนวน 2 

จ ำนวนนั้น  

วิธีท า ก ำหนดให้จ ำนวนแรกคือ 𝑥  และจ ำนวนที่สองคือ 𝑦 และสมมติให้ 𝑥 มำกกว่ำ 𝑦 

จำกโจทย ์สองจ ำนวนมีผลต่ำงเท่ำกับ 6 หมำยถึง    

   𝑥 − 𝑦 = 6      (1) 

และสองจ ำนวนนี้รวมกันแล้วได้ 9 หมำยถึง  

   𝑥 + 𝑦 = 9     (2) 

จำกสมกำรที่ (2) เรำจะได้ว่ำ  𝑥 = 9 − 𝑦 และน ำไปแทนในสมกำร (1) จะได้ 
(9 − 𝑦) − 𝑦 = 6 

−2𝑦 = 6 − 9 

−2𝑦 = −3 

𝑦 =
−3

−2
 =  

3

2
 

น ำค่ำ 𝑦 ที่ได้ ไปแทนสมกำรที่ (1) เพื้อหำค่ำของ 𝑥จะได้ว่ำ 

𝑥 = 6 + 𝑦 = 6 + 
3

2
=  
15

2
 

ดังนั้น จ ำนวน 2 จ ำนวนนั้นคือ 3
2
 และ 15

2
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. ............................................................................................................................................................... 

2. คืนวันหนึ่ง ผู้จัดการโรงแรมราชสีมาฮาเฮไดเ้ปิดห้องพักประเภทเดี่ยวให้ลูกค้าเช่าเป็นจ านวน 5 ห้อง และห้องคู่อีก 12 ห้อง 

ในราคารวม 10,900 บาท คืนต่อมา ผู้จัดการคนเดิมนีไ้ด้เปดิห้องเดีย่วให้ลูกค้าเช่าเป็นจ านวน 9 ห้อง และห้องคู่อีก 10 ห้อง 

ในราคารวม 11,500 จงหาว่าราคาเช่าห้อง ของห้องแต่ละประเภทคอืเท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. ......................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................... ...................................... 

3. ถ้าราคาตั๋วเข้าชมพิพิธภณัฑผ์ีเสื้อ มทส. ส าหรบัผู้ใหญเ่ป็น 30 บาท และเด็ก 20 บาทต่อคน และในการจัดแสดงผเีสื้อครั้ง

หนึ่ง รายได้จากการขายตั๋วได้รวมกันเป็นเงิน 8,400 บาท และจ านวนตั๋วผู้ใหญ่ที่ขายไปรวมแล้ว คดิเปน็ 2 เท่าของจ านวนตั๋วที่

จ าหน่ายให้กับเด็ก แล้ว จงหาว่า จ านวนตั๋วทั้งหมดที่จ าหน่ายไป มจี านวนเท่าใด  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. ............................................................................................................................................................... 

............................................................................................................................................................... ...................................... 

4. นายอุทิศ ได้เข้าร่วมการแข่งขนักีฬาน้องใหม่ มทส. ในประเภทกีฬาบาสเกตบอล และในการแข่งขันครั้งล่าสุด นายอุทิศ

สามารถท าแต้มได้ทั้งสิ้น 35 แต้ม โดยในน้ี ไม่มีประเภทชูต 3 แตม้เลย และเขาได้ท าการชูตทั้งหมดเปน็จ านวน 20 ครั้ง ซึ่งเป็น

การชดูอยู่ 2 ประเภทคือ ประเภทปกติ (ครั้งละ 2 แต้มต่อครั้ง) และชูตลูกโทษ (ครั้งละ 1 แต้มต่อครั้ง) จงหาค่า นายอุทิศ ชูต

ลูกโทษไปท้ังหมดกี่ครั้ง 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. ................................................................................................................................................................. 

 

5. ถ้าเครื่องบินเล็กสามารถบินไดร้ะยะทาง 4000 กิโลเมตร ใช้เวลาเท่ากับเวลาที่ครื่องบินล าใหญส่ามารถบินได้เป็นระยะทาง 

5,000 กิโลเมตร และถ้า เครื่องบินล าใหญ่บินได้ด้วยความเร็วที่มากกว่าความเร็วของเครื่องบินล าเลก็อยู่ 100 กิโลเมตรต่อ

ช่ัวโมง  แล้ว จงหาความเร็วของเครื่องบินท้ังสองล า (แนะ ระยะทาง เท่ากับ ความเร็วคณูด้วยเวลาที่ใช้) 
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.............................. ................................................................................................................................................................. 

 

6. นายคณิตขับรถด้วยความเร็วเฉลี่ยที่ 80 กิโลเมตรต่อช่ัวโมงจากหมู่บ้าน ก. ไปถึงหมู่บ้าน ข. และขับต่อจากหมู่บ้าน ข. ไปยัง

หมู่บ้าน ค. ด้วยความเร็วเฉลี่ยที่ 49 กิโลเมตรต่อช่ัวโมง ถ้าคณิตขับเป็นระยะทางรวมเท่ากับ1800  กิโลเมตรในเวลา 20 ช่ัวโมง 

แล้ว จงหาระยะทางจากหมู่บ้าน ข. ไปยังหมู่บ้าน ค.  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท(Additional Exercise) 

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย อสมกำร และสมกำรเชิงเส้นตัวแปรเดียว  

1. จงหาค าตอบของสมการในแตล่ะข้อต่อไปนี ้

 1.    
5

8
(𝑝 − 4) = 2 

 2.   𝑝 +
1

3
𝑝 =

2

3
 

 3.   0.07𝑥 + 9.95 = 12.47 

 4.   −
3

4
𝑦 +

1

4
=
1

2
 

 5.   
𝑥

4
−
3𝑥

2
= −

1

2
 

 6.   2.4𝑏 + 5.6 = −11.2 

 7.   4𝑥 + 2 = −28.4 

 8.   
1

3
(𝑥 − 9) = −1 

 9.   
2

7
𝑘 −

1

14
𝑘 = −3 

 10.   0.4(𝑎 + 2) = 2 

 11. 
1

2
(𝑥 − 2) =

1

2
 

 12.   1.2𝑐 + 2.6𝑐 = 4.56 

2. จงหาช่วงของค าตอบของอสมการในแต่ละข้อต่อไปนี ้

 1)3 < −5n + 2n 

 2)6𝑥 + 2 + 6𝑥 < 14 

 3)  – 𝑝 − 4𝑝 > −10 

 4)18 ≥ 5𝑘 + 4𝑘 

 5)  9 ≥ −2𝑚 + 2 − 3 

 6)  −3 − 6(4𝑥 + 6) > −111 

 7)  6 − 4(6𝑛 + 7) ≥ 122 

 8)  −138 ≥ −6(6𝑏 − 7) 

 9)  167 < 6 + 7(2 − 7𝑟) 

 10)  5(6 + 3𝑟) + 7 ≥ 127 

 11)  −8𝑥 + 2𝑥 − 16 < −5𝑥 + 7𝑥 

 12)  −1 − 6𝑥 − 6 > −11 − 7𝑥 

 13)  𝑎 − 6 ≤ 15 + 8𝑎 

 14)  13 + 2𝑣 − 8 + 6 > −7 − 𝑣 
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2 Extra)  จงหาช่วงของค าตอบของอสมการในแตล่ะข้อต่อไปนี ้

1. 2𝑥 +
𝑥

4
≥ 1 + 3𝑥 

2. 
𝑥

3
+
𝑥

5
≤ 2𝑥 + 3 

3. −5𝑥 + 1 ≥
𝑥

2
+
3

5
 

4. −2𝑥 +
2

3
𝑥 >

𝑥

2
+
1

2
 

5. 15𝑥 + 3 ≤ 2𝑥 +
3

2
 

6. 
𝑥

6
+ 32 ≥ 5𝑥 + 7 

7. 3𝑥 +
2

3
< −5𝑥 +

7

2
 

8. −
3

4
𝑥 + 9 ≥ −

5

2
𝑥 + 2 

9. 
5

6
𝑥 +

2

3
> 9 

10. 4𝑥 +
5

2
≤
7𝑥

2
+
1

2
 

3. จากโจทย์ต่อไปนี้ จงหาผลเฉลย 

3.1. จ านวนจ านวนหนึ่งเมื่อคูณเขา้ด้วย 2 และน าไปรวมกับ 7 แล้วขะไดผ้ลลัพธ์คือ 93 ถามว่า จ านวนที่ว่านั้นคืออะไร  

3.2. 5 เท่าของจ านวนจ านวนหนึ่งลบออกด้วย 6 จะได้ค่าเท่ากับ 7 เท่าของตัวมันพอดี จ านวนทีว่านี้คืออะไร 

3.3. พิพัฒน์เป็นพนักงานเสริฟในร้างอาหารแห่งหน่ึงได้รับค่าจ้าง 5.75 ดอลล่าต่อช่ัวโมง โดยมีทิปจากลูกค้าอีกด้วยซึ่งโดย

เฉลี่ยแล้วเขาจะได้ทิปเป็นเงิน 8.8 ดอลล่าต่อโตะ๊ ในแต่ละวันจงหาว่าถ้าวันหนึ่งเขาท างาน 8 ช่ัวโมงและไดเ้งินรวมเป็น

จ านวนทั้งสิ้น 169.2 ดอลลา่ แล้วจงหาว่าที่ร้านอาหารนีม้ีกี่โตะ๊ 

3.4. รถไฟสองขบวนออกจากสถานีพร้อมกัน ขบวนแรกไปทางทิศตะวันออกด้วยความเร็ว 50 กม.ต่อช่ัวโมง ส่วนอีกขบวนไป

ทางทิศตะวันตกด้วยความเร็ว 55 กม.ต่อช่ัวโมง จงหาว่าจะต้องใช้เวลานานเท่าไหรรถไฟสองขบวนนี้จึงจะอยู่ห่างกันเป็น

ระยะทาง 315 กม.พอดี 

3.5. ในฤดูอากาศอบอุ่นเราสามารถประมาณอณุหภมูิได้จากการนบัจ านวนครั้งท่ีจิ้งหรีดร้องใน 1 นาที โดยที่อุณหภูมิจะ

ลดลง 40 ฟาเรนไฮท์ จะเท่ากับ ¼ เท่าของจ านวนที่จิ้งหรีดร้องในหนึ่งนาที จงหาว่า 

  3.5.1 จิ้งหรีดจะร้องประมาณกี่ครัง้ต่อนาที ถ้าพบว่าอุณหภูมิอยุ่ที่ 90 องศาฟาเรนไฮท ์

  3.5.2 ถ้าจากการบันทึกพบว่าจิ้งหรีดร้อง 48 ครั้งในหนึ่งนาที แล้วอุณหภมูิควรเป็นก่ีองศาฟาเรนไฮท ์

3.6. จ านวนเต็มบวกจ านวนหนึ่งเมื่อไปรวมกับจ านวนเตม็บวกท่ีอยูถ่ัดไป (ตัวท่ี 1) และตัวถัดไปอีก (ตัวท่ี 2) แล้วจะมีค่า

เท่ากับ 9 จ านวนเต็มบวกน้ีคืออะไร 

3.7. สามเหลี่ยมรูปหนึ่งมีด้านประกอบด้านแรกยาวเป็น 1/3 ของเส้นรอบรูปและด้านประกอบด้านที่ 2 ยาวเป็น 1/5 เท่า

ของเส้นรอบรูป และมดี้านประกอบด้วนที่ 3 ยาว 7 เมตร จงหาว่าความยาวของเส้นรอบรูปสามเหลี่ยมนี้ยาวเท่าไหร 

3.8. เรือส าราญล าหนึ่งใช้เวลาในการแล่นทวนกระแสน้ าระยะทาว 360 กม.เป็น 1.5 เท่าของเวลาที่ใช้แล่นกลับตาม

กระแสน้ า ถ้าเรือล านี้แล่นที่ความเร็ว 15 กม.ต่อช่ัวโมงในน้ าน่ิง แล้วกระแสน้ ามีความเร็วเท่าใด 

ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย ระบบสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปร 

1.จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรต่อไปนี ้
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1.1)  y = -4x + 5        1.2)  y = -3x + 7       1.3)  x + 3y = 6  

       y = 3x – 9                           y = 2x – 3                x – 3y = 6  

1.4)  y = x + 6        1.5) y = 4x – 3   1.6) 3x – 2y = 4 

       y = -2x                   y = -2x + 9            y = -2x + 5 

1.7) 3x – 2y = 6   1.8) x + y = 4   1.9) 3x+4y=10 

       x – y = 2                   2x + 2y = 10         -6x+3y=-9 

1.10) 7x+4y=-5    1.11) 2x+4y=-12   1.12) x+2y=5 

       -2x+5y=26                   3x + 5y = -16                               2x+4y=1 

1.13) 7x - 2y=2    1.14) 6x+5y=28   1.15) 3x-2y=1 
1

2
x - 
1

7
y =
1

7
                   7x + 2y = 2                                  9x-6y=3 

1.16) 3x+2y=1    1.17) 3x-2y=4   1.18) 2x+4y=11 

         4x-3y=26                               12x -8y = 16                               6x+2y=3 

1.Extra) จงหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรต่อไปนี ้

1) 2𝑥 + 𝑦 = −2 
𝑥 − 2𝑦 = 2 

2) 3𝑥 = −1 − 2𝑦 
5𝑥 + 4𝑦 = 6 

3) 3𝑦 = 5 − 2𝑥 
5𝑥 − 6𝑦 = 10 

4) 𝑥 + 𝑦 = 5 
𝑥 − 𝑦 = 12 

5) 3𝑥 − 5𝑦 = 7 
𝑥 = 10 − 6𝑦 

6) 𝑦 = −2 − 5𝑥 
6𝑦 = 6 − 2 𝑥 

7) 7𝑥 = 2 + 5𝑦 
5𝑦 = 6 + 3 𝑥 

8) 5𝑦 = 10 + 6𝑥 
3𝑥 + 6𝑦 = 9 

9) −2𝑥 = 9 + 3𝑦 
2𝑥 − 5𝑦 = 10 

10) 𝑥 − 5 = 3𝑦 
−5𝑥 − 2𝑦 = 10 

 

2.ร้านเสือผ้าแห่งหนึ่งขายกางเกงยีนส์และเสื้อเช้ิตในราคาที่แตกต่างกัน อนิรุตเป็นเด็กบ้านนอกเมื่อเก็บเงินได้จ านวนหนึ่งจึงได้

ไปซื้อกางเกงยีนสส์องตัวและเสื้อยดือีกหกตัวในราคารวมที่ 60 บาท สุทิวัสเป็นเด็กในเมืองเมื่อเก็บเงินได้จ านวนหนึ่งจึงไดไ้ป

ซื้อกางเกงยีนส์สีต่ัวเสื้อเช้ิตสามตัวในราคารวมที่ 75 บาท 

 2.1 จงเขียนระบบสมการเชิงเส้นสองตัวแปรที่อธิบายสถานการณ์นี้ (ก าหนดให้ x แทนราคาของกางเกงยืนส์ และ y 

แทนราคาของเสื้อเชิต) 

 2.2 ในระบบพิกัด xy จงวาดกราฟของเส้นท้ังสอง 
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 2.3 จงหาพิกัดของจุดตดัของเส้นทั้งสอง 

 2.4 จงให้ความหมายของจุดตัดดังกล่าวในบริบทนี ้

3. อนิรุตต์ซื้อข้าวเปลือก 2 ถุง และข้าวสารอีก 3 ถุง ในราคารวมที่ 513 บาท วันต่อมา อนิรตุตไ์ปซื้อข้าวเปลือกอีก 1 ถุง และ

ข้าวสารอีก 2 ถุง ในราคารวม 309 บาทจงหาราคาข้าวเปลือกและข้าวสารต่อถุง 

4. เรือล าหนึ่งล่องไปตามน้ าในคลองเป็นระยะทาง 24 กิโลเมตร ใช้เวลา 2 ช่ัวโมง ส่วนขากลับล่องทวนน้ าใช้เวลา 4 ช่ัวโมง จง

หาความเร็วของเรือถ้าวิ่งในน้ านิ่งและความเร็วของกระแสน้ าในคลอง 

5. สุทิวัสต้องเดินทางเป็นระยะทาง 1,930 กิโลเมตร โดยรถยนตแ์ละเครื่องบิน เขาเริม่ขับรถยนตจ์ากบ้านไปถึงสนามบินใน

อัตราเร็วเฉลีย่ที่ 60 กิโลเมตรต่อช่ัวโมง จากนั้นเดินทางโดยเครื่องบินในอัตราเร็ว 350 กิโลเมตรต่อช่ัวโมงใช้เวลาทั้งหมด

รวมกัน 8 ช่ัวโมง จงหาว่าเขาใช้เวลาเท่าไรในการขับรถยนต์จากบา้นมาสนามบิน 

6. ตัวเลขสองหลักตัวเลขหนึ่งมผีลบวกของทั้งสองหลักเท่ากับ 7 และถ้าสลับต าแหน่งจะเป็นจ านวนท่ีมีค่ามากกว่าจ านวนเดิม

อยู่ 9 ถามว่าเลขสองหลักนีค้ือเลขอะไร 

7. โรงเรียนมัธยมศึกษาสองแห่งคอื โรงเรียน A และโรงเรียน B ได้เดินทางมาชมนิทรรศการที่มหาวทิยาลัยเทคโนโลยีสรุนาร ี

โดยโรงเรียน A ไดเ้ช่ารถตู้ 1 คัน และรถบสัอีก 6 คัน ส าหรับนักเรยีน 372 คน ส่วนโรงเรยีน B ได้เช่ารถตู้ 4 คัน และรถ

บัสอีก 12 คันส าหรับนักเรียน 780 คนจงหาว่ารถตู้หนึ่งคันจุได้กี่คนและรถบสัหนึ่งคันจไุด้กี่คน 

8. จากข้อที่แล้ว หลังจากกลับมาจากการไปชมนิทรรศการที่มหาวิทยาลัยเทคโนโลยีสรุนารี ก็ได้จดัการแสดงคอนเสริ์ตเพื่อ

ระดมทุนส าหรับการไปนิทรรศการครั้งต่อไป ในการขายตั๋ววันแรกทางโรงเรียนได้ขายตั๋วส าหรับผู้ใหญ่ไป 30 ใบ และตั๋ว

ส าหรับเด็กอีก 90 ใบ ได้เงินรวมทั้งสิ้น 7,500 บาท และในวันท่ีสองขายตั๋วส าหรับผู้ใหญไ่ด้ 80 ใบ และตั๋วส าหรบัเด็ก 50 

ใบ ได้เงินรวมทั้งสิ้น 6,700 บาทจงหาราคาตั๋วต่อใบของตั๋วแต่ละประเภท 

9. ถ้าครึ่งหนึ่งของจ านวน ๆ หนึ่ง เป็นสามเท่าของจ านวนอีกจ านวนหนึ่งและสีเ่ท่าของผลต่างของสองจ านวนนั้นเป็น 50 จงหา

จ านวนสองจ านวนนั้น 

10. ต้ามีเงิน x บาทและพลอยมเีงิน y บาทเงินของทั้งสองคนรวมกันเท่ากับ 1,000 บาทถ้าต้าได้เงินเพิ่มมาอีก 100 บาทจะมี

เงินเท่ากับพลอยจงหาว่าตา้และพลอยมีเงินคนละเท่าใด 

11. แม่ค้าซื้อสม้สองชนิดมาขายรวมกันในกิโลกรมัละ 12.50 บาทโดยราคาซื้อของส้มชนิดที่หนึ่งกิโลกรัมละ 13.50 บาทและ

ส้มชนิดที่สองกิโลกรัมละ 12 บาทแม่ค้าต้องผสมส้มทั้งสองชนิดในอัตราส่วนเท่าไหร่ที่จะขายส้มแล้วได้เงินเท่าทุน 

12.ถ่านไม้สนและไม้โกงกางราคาถุงละ 18 บาทและ 27 บาทตามล าดับเอามาคละกันแล้วขายไปถุงละ 24 บาทได้ก าไร 20% 

จงหาอัตราส่วนการผสม 

13. เรือล าหนึ่งแล่นด้วยอัตราเร็ว 29.5 กิโลเมตรต่อช่ัวโมงถึงท่าช้ากว่าปกติ 5 นาทีแต่ถ้าแล่นด้วยอตัราเร็ว 30 กิโลเมตรต่อ

ช่ัวโมงถึงท่าช้ากว่าปกต ิ2 นาทีจงหาระยะทางที่เรือแล่น 

14. วินัยนับจ านวนไก่และวัวท่ีเลี้ยงไว้ท้ังหมดเป็น 46 ตัว แต่นับขาของไก่และวัวได้ 100 ขา วินัยเลี้ยงไก่และวัวอย่างละกี่ตัว 
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15. เมื่อ 10 ปีกอ่น แดงมีอายุเป็น 3 เท่าของอายุด า แต่อีก 10 ปีข้างหน้า แดงจะมีอายุเป็น 2 เท่าของอายุด า จงหาอายุของ

แดงและด าในปัจจุบัน  

16. สมศรีมเีงิน 400 บาท ซื้อผ้าตดัเสื้อได้ 5 เมตร และผ้าตัดกระโปรงได้ 1.5 เมตร พอดี แต่ถ้าซื้อผา้ตัดเสื้อ 4 เมตร และผ้า

ตัดกระโปรง 1 เมตร จะเหลือเงิน 100 บาท จงหาว่าผ้าตดัเสื้อและผา้ตัดกระโปรงราคาเมตรละเท่าไร 

17. ผู้ใหญ่ 4 คน กับเด็ก 3 คน ท างานหนึ่งเสร็จในเวลา 4 ช่ัวโมง และผู้ใหญ่ 9 คน กับเด็ก 2 คน ท างานนี้เสร็จในเวลา 2 

ช่ัวโมง จงหาว่าผู้ใหญ่ท างานได้เปน็กี่เท่าของเด็ก 
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แบบเฉลยแบบฝึกทักษะ(Answers) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 1.1 ระบบจ ำนวน และจ ำนวนจริง 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.1.1 

1) -28,      2) 5,      3) 10,    4) 182,    5) 4/5  6) -15.75 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.1.2 

1) 6,       2) 1/2,     3) -15/8,    4) 25/7,    5) 5/49  6) 2 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.1.3 

1) 9,       2) 0,      3) 1,    4) 16/21,    5) 5/4  6) -4/5 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 1.2 ห.ร.ม. และ ค.ร.น. 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.2.1 

1) 3,       2) 6,      3) 12,     4) 28,     5) 7,  6) 9 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.2.2 

1) 21,       2) 252,      3) 352,    4) 42,     5) 72,  6) 7161 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.2.3 

1)95
51

 2) 542
57

  3) 235
56

 4) 599
40

 5) 51
22

  6) 108
119

 

7) 3
10

 8) 2
3
 9) 1

2
  10) 13

12
 11) 1

12
  12) 647

340
 

13) −ℎ

𝑥2+𝑥ℎ
14) 𝑥

2+(2ℎ−1)𝑥+ℎ2

ℎ
 15) 𝑥

2+3𝑥+1

(𝑥+1)∙√𝑥
 16) (𝑥+1)

2+(𝑥+2)2

(𝑥+1)(𝑥+2)(𝑥+3)
  

 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 1.4 เซต  

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.1 

3) {… ,−2, −1, 0, 1, 2, 3, 4, 5},    4){−9,−8,−7,−6,−5, −4,−3,−2,−1},      

5){อาทิตย์, จันทร์, อังคาร,พุธ, พฤหัสบดี, ศุกร์, เสาร}์   

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.2 

ข้อ ถูก หรือ ผิด ค าอธิบาย 
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1 ถูก 2 เป็นจ านวน ส่วน {2} เป็นเซต จึงไม่เท่ากัน 

2 ผิด {𝑥 |𝑥2 = 9}  =  {3, −3}  ≠  {3} 

3 ผิด {𝑥 ∈ 𝐼 | 𝑥3  ≤ 8} = {… ,−3,−2, −1,0,1,2} 

4 ถูก ดูค าอธิบายข้อ 3 

5 ถูก  ส าหรับทุก  𝑎 ∈ ℝจะได้ว่า 𝑎2  ≥ 0 

6 ผิด {𝑥 ∈ 𝐼− | − 5 < 𝑥 < 0}  =  {−4,−3,−2,−1} 

เป็นเซตจ ากัด มีจ านวนสมาชิกเทา่กับ 4 

7 ถูก สมาชิกทีป่รากฎมากกว่าหน่ึงครั้งในเซต ถือว่าเป็นตัวเดียวกัน 

8 ถูก การเรยีงตัวก่อน-หลังของสมาชิกในเซตถือว่าไม่ส าคญั 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.3 

1) 𝐴 ∪ 𝐵 ={1,2,3,4,6,8} 

2) 𝐴 ∪ 𝐶 ={1,2,3,4,5,6} 

3) 𝐴 ∩ 𝐵 ={2,4} 

4) 𝐵 ∪ 𝐶 ={2,3,4,5,6,8} 

5) 𝐵 − 𝐶 ={2,8} 

6) 𝐶 − 𝐴 ={5,6} 

7) (𝐴 ∪ 𝐵) ∪ 𝐶 ={1,2,3,4,5,6,8} 

8) (𝐴 ∪ 𝐵) ∩ 𝐶 ={3,4,6} 

9 𝑃(𝐴 ∩𝐵) =𝑃({1,4})={{2}, {4}, {2,4}, ∅} 

 

 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.4 

จากข้อมูลในโจทย์ จะได้ว่า    𝐴 = {5,6,7,8}, 𝐵 = {−4,−2,0,2,4,6,8} จึงสามารถเขียนแผนภาพของเวนน-์ออย

เลอรไ์ด้ดังนี ้
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|𝐴 ∪ 𝐵|=   ……9……….   และ |𝐴 ∩ 𝐵|=  ………2…………. 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.5 

จ านวนนักเรียนท่ีชอบเล่นกีฬาอยา่งเดียว เท่ากับ 10 คน 

จ านวนนักเรียนท่ีชอบเล่นดนตรีอย่างเดียว เท่ากับ 10 คน 

จ านวนนักเรียนท่ีชอบดูภาพยนต์อย่างเดียว เท่ากับ 5 คน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.4.6 

ตอบ 5 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่1.5 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.5.1 

1) (−3,−2) ∪ (2,3]2){ }  3) (100,102)4)∅ 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่1.7 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.7.1 

1)  𝑥 = 32)𝑥 = 5 − 3√2

2
3) 𝑥 = 14)𝑥 = −2 

5)  𝑥 = −96) 𝑥 = 9

2
7)𝑥 = −6    8)𝑥 = −60 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.7.2 

1)   𝑥 =  2  , 𝑦 =  3    2) 𝑥 =  3, 𝑦 =   1 3) 𝑥 = −1, 𝑦 =  3  

4)𝑥 = 2, 𝑦 =  −2 

5) 𝑥 = 8, 𝑦 = 106)𝑥 = 6, 𝑦 =  5  

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.7.3 

1) 𝑥 = 1  , 𝑦 = 3   2) 𝑥 = 4/23 , 𝑦 = 78/23    

3) 𝑥 = − 112

5
 , 𝑦 = −57/5     4) 𝑥 = −2  , 𝑦 = −14     

5) 𝑥 = −1

3
 , 𝑦 =

−22

3
   6) 𝑥 = −21 , 𝑦 = −46    

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 1.7.4 

1) สี่เหลี่ยมผืนผ้ามีความยาว 35 เมตร และกว้างเป็น 80 เมตร 

2) ราคาเช่าห้องประเภทห้องเดี่ยวเท่ากับ 500 และประเภทคู่เป็น 700 บาท 

3) จ านวตั๋วท่ีขายให้ผู้ใหญ่เท่ากับ 210 ใบ และจ านวนตั๋วท่ีขายใหเ้ดก็เท่ากับ 105 ใบ  

4) นายอุทิศต้องชุดลูกโทษเป็นจ านวน 10 ครั้ง 

5)เครื่องบินล าเล็กมีความเร็วเป็น 400 กม./ชม. และเครื่องบินล าใหญ่มีความเร็วเป็น 500 กม./ชม.                               

6) หมู่บ้าน ข. อยู่ห่างจากหมู่บ้าน ค. เป็นระยะทาง 1000 กม. 
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เฉลยแบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท 

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย อสมกำร และสมกำรเชิงเส้นตัวแปรเดียว  

1)  

1. 7
1

5
2. 
1

2
 3. 36 4. −

1

3
 5. 

2

5
 6. −7 7. −7.6 

8. 129. −14  10. 3 11. 2 12. 12 

1. Extra)  

1) −
2

5
, 𝑦 = −

6

5
 

2) 𝑥 = −8, 𝑦 = −
23

2
 

3) 𝑥 =
20

9
, 𝑦 =

5

27
 

4) 𝑥 =
17

2
, 𝑦 = −

7

2
 

5) 𝑥 = 4, 𝑦 = 1 

6) 𝑥 = −
9

14
, 𝑦 =

17

14
 

7) 𝑥 = 2, 𝑦 =
12

5
 

8) 𝑥 = −
5

17
, 𝑦 =

28

17
 

9) 𝑥 = −
15

16
, 𝑦 = −

19

8
 

10) 𝑥 = −
20

17
, 𝑦 = −

35

17
 

2)  

1. n < −1 2. n < 1 3. p < 2 4. k ≤ 2 5. m ≥ −5 

6. x < 3 7. n ≤ −6 8. b ≥ 5 9. r < −3 10. r ≥ 6 

11. x > −2 12. x > −4 13. x ≥ −3 14. v > −6 

2 Extra)  1)  (−∞,− 4

3
] 2)  [−

45

22
, ∞)3)  (−∞,

4

55
] 4)  (−∞,−

3

11
] 5)  (−∞,−

3

26
] 

6)  (−∞,
150

29
] 7)  (−∞,

17

48
) 8)  [−4,∞)9)  (10,∞)10)  [−∞,−4) 

 

3) 3.1) 433.2) -33.3) 143.4) 33.5.1) 2003.5.2) 773.6) 23.7) 153.8) 3 

 

ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย ระบบสมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแปร 

 

1.1) (2,-3)   1.2) (2,1)  1.3) (6,0) 

1.4) (-2,4)   1.5) (2,5)   1.6) (2,1) 

1.7) (2,0)   1.8) No Solution  1.9)(2,1) 

1.10) (-3,4)  1.11) (-2,-2) 1.12)No Solution 
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1.13) มีผลเฉลยเป็นจ านวนอนันต ์     1.14) (-2,8)  1.15)มีผลเฉลยเป็นจ านวนอนันต ์

1.16) (
7

17
,− 

2

17
)  1.17) No Solution 1.18)(−

1

2
,3) 

3. ราคาข้าวเปลือกต่อถุงคือ 99 บาท ราคาข้าวสารต่อถุงคือ 105 บาท 

4. ความเร็วของเรือในน้ านิ่งคือ 9 กิโลเมตรต่อชั่วโมง และความเร็วของน้ าคือ 3 กิโลเมตรต่อชั่วโมง 

5. รถยนต์ใช้เวลา 3 ชั่วโมง 

6. 34 

7. รถตู้จุได้ 18 คน และรถบัสจุได้ 59 คน  

8. ตั๋วผู้ใหญ่ 4 บาท ตั๋วเด็ก 7 บาท 

14. วินัยเลี้ยงไก่ไว้ 37 ตัว และเลี้ยงวัว 9 ตัว 

15. ปัจจุบันแดงมีอายุ 70 ปี และด ามีอายุ 30 ปี 
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บทที่ 2 

บทที่ 2 เมทริกซ์ (Matrices) 
  เมทริกซ์เป็นอีกหัวข้อหน่ึงที่นักศึกษาได้ท าความรู้จักมาแล้วในระดับมัธยมศึกษา เนื่องจากเมทริกซ์มีความส าคญัเป็น

อย่างมากในการประยุกต์ใช้กับการแก้ระบบสมการหลายตัวแปร ซึ่งเป็นหน่ึงในหัวข้อในเอกสารฉบบันี้ จึงมีความจ าเป็นเป็น

อย่างยิ่งท่ีจะต้องมีการทบทวนในเนื้อหาของเมทริกซ์เช่นเดยีวกัน  

2.1 เมทริกซ์และพีชคณิตเบ้ืองต้นบทเมทริกซ์(Algebra on Matrices) 

 เมทริกซ์ (Matrices) 

 ถ้าเราน าจ านวนมาเขียนเรียงเป็นแถว(Row) และหลัก(Column) อย่างมีระเบียบ คร่อมไว้ด้วยวงเล็บ  หรือวงเล็บ

ใหญ่      ตัวอย่างเช่น 

2 5

1 4
A

 
  
 

,     

1 8 0

2 5 8

2 7 10

B

 
 


 
 
 

 ,       
1

2
C

 
  
 

,           1D   

เราเรียกสญัลักษณ์เหล่านี้ว่า เมทริกซ์ 

ข้อตกลง 

 1.จ านวนแต่ละจ านวนในเมทริกซเ์ราเรยีกว่า  สมำชกิของเมทริกซ์  เช่น
1 0

1 2
A

 
  

 
เราเรียก  1, 0, -1, 2ว่า

เป็นสมาชิกของเมทริกซ์ A  

 2.เมทริกซ์ท่ีมี m  แถว n  หลัก เราเรยีกว่า เมทริกซ์มิติ m n  หรือ m n  เมทริกซ์ และเขียนในรูปทั่วไปได้

ดังนี ้

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

1 2 3

n

n

n

m m m mn

a a a a

a a a a

A a a a a

a a a a

 
 
 
 
 
 
 
 

 

เช่น  
1 0 2

1 3 4
B

 
  

  
  แสดงว่า B  เป็นเมทริกซ์ท่ีมี 2 แถว 3 หลัก ดังนั้นเราเรียก B  ว่า เมทริกซ์มติิ 2 3  
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3.การบอกต าแหน่งของสมาชิก เราจะบอกท้ังแถวและหลักท่ีสมาชิกตัวนั้นอยู่ ดังตัวอย่างเช่น 

 

1 5 2

0 1 7

 
 

 
 

เราจะได้ว่า  1 เป็นสมาชิกในต าแหน่ง  แถวที่ 1  หลักท่ี 1 

7 เป็นสมาชิกในต าแหน่ง  แถวที่ 2  หลักท่ี 3  เป็นต้น 

การระบตุ าแหน่งของสมาชิกในเมทริกซ์นี้ โดยปกติแล้วเราจะใช้สญัลักษณ์ 𝑖 และ 𝑗 แทนแถวท่ี และหลักท่ี ตามล าดบั 

ตัวอย่างเช่น ถ้าก าหนดสมาชิก 𝑎52จะได้ว่า สมาชิกตัวนี้ เป็นสมาชิกทีป่รากฎอยู่ในแถวท่ี 𝑖 = 5  และหลักท่ี 𝑗 = 2  ของ

เมทริกซ์นั้น 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 2.1.1 ก ำหนด  

1 0 2

5 3 9

1 8 7

3 4 10

A

 
 
 
 
 
 

 จะได้ว่ำ 

จะได้ว่ำ เพรำะ 
1) 𝐴เป็นเมทริกซ์ทีม่ีมติิเป็น 4 × 3 𝐴มีจ ำนวนแถวเป็น4 แถว และ3 หลัก 

2)สมำชิก 𝑎32 คือ 8 8 อยู่ทีต่ ำแหน่งแถวที ่3 และหลักที่ 2 

3) 10 มีค่ำ 𝑗 = 3 10 อยู่ในหลักที่ 3 ซึง่ต ำแหน่งหลักเรำแทนด้วย  𝑗 
4) -1 มีค่ำ  𝑖 = 3 -1 อยู่ในแถวที่ 3 ซึง่ต ำแหน่งของแถวเรำแทนด้วย 𝑖 

 

หลกัท่ี 1    หลกัท่ี 2      หลกัท่ี 3 แถวท่ี 1   

แถวท่ี 2   
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บทนยิำม2.1  
1) เมทริกซ์จัตุรสั(Square matrix) คอืเมทริกซ์ที่มีจ านวนแถวเท่ากับจ านวนหลัก เช่น 

1 2

0 3
A

 
  
 

,  1B  ,
0 1 1

5 2 4

0 4 3

C

 
 

 
 
 
 

 

 2) เมทริกซ์เอกลักษณ(์Identity matrix) คือเมทริกซ์จตัุรสัที่มสีมาชิกในแนวเส้นทแยงมุม เป็น 1 เท่านั้น ส่วนสมาชิกตัว

อื่นๆ  เป็น 0ทั้งหมด เช่น 

 2

1 0

0 1
I

 
  
 

,
3

1 0 0

0 1 0

0 0 1

I

 
 


 
 
 

,  1 1I   

3) เมทริกซ์ศูนย(์Zero matrix)  คือเมทริกซ์จัตรุัสที่มสีมาชิกทุกตัวเป็น 0ทั้งหมด เช่น 

 2 2

0 0
0

0 0


 
  
 

,
3 3

0 0 0

0 0 0 0

0 0 0



 
 


 
 
 

,  1 10 0   

 

 กำรเท่ำกันของเมทริกซ์  

บทนิยำม2.2 เมทริกซ์ 𝐴 เท่ากับเมทริกซ์ 𝐵 เขียนแทนด้วย𝐴 = 𝐵 ก็ต่อเมื่อ  

1.เมทริกซ์ท้ังสองมีมติิเท่ากัน และ  

2.สมาชิกที่อยู่ในต าแหน่งเดยีวกัน มีค่าเท่ากัน  

ข้อสังเกต :ถ้ามีสมาชิกในต าแหน่งใดท่ีตรงกันมีค่าไม่เท่ากัน แม้แต่ต าแหน่งเดียว สรุปได้เลยว่า เมทริกซ์ทั้งสองไม่เท่ากัน 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 2.1.2ก ำหนดให้ 𝐴 =  [1 3
0 6

] , 𝐵 = [
𝑥 𝑦
0 𝑧

] , 𝐶 = [
1 3
0 −6

]และ𝐷 = [
1 3
0 6
1 1

]แล้ว 

เรำจะได้ว่ำ 

1) ถ้ำ 𝐴 =  𝐵 แล้ว𝑥 = 1, 𝑦 = 3และ𝑧 = 6 

2) 𝐴 ≠ 𝐶   เพรำะ สมำชิกในต ำแหน่งแถวที ่2 หลักที่ 2 ของทั้งสองเมทริกซ์ มีค่ำไม่เท่ำกัน 

3) 𝐴 ≠ 𝐷   เพรำะ เมทริกซ์ทั้งสอง มีมติิไม่เท่ำกัน 
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 กำรบวก และกำรลบของเมทริกซ์ 

เมทริกซ์ตั้งแต่ 2 เมทริกซ์ขึ้นไปจะน ามาบวกหรือลบกันได้นั้น มีเง่ือนไขอยู่ว่า เมทริกซเ์หลา่นั้นจะตอ้งมีมิติที่เท่ำกัน   

วิธีการบวกหรือลบก็ให้น าสมาชิกในต าแหน่งที่ตรงกัน บวกหรือลบต่อกันโดยตรง นั่นคือ ถ้าเมทริกซ์ A และ B ต่างมีมิติ

เท่ากับ m n แล้ว เราจะได้ว่า เมทริกซ์  A และเมทริกซ์ B  สามารถบวกลบกันได้โดยที่ผลบวกและผลลบมีค่าดังนี้คือ 

ถ้า

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

,   และ 

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

b b b

b b b
B

b b b

 
 
 
 
 
 

แล้ว 

 

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b
A B

a b a b a b

   
 

  
  
 
 

   

 

และ  

11 11 12 12 1 1

21 21 22 22 2 2

1 1 2 2

n n

n n

m m m m mn mn

a b a b a b

a b a b a b
A B

a b a b a b

   
 

  
  
 
 

     
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 กำรคูณเมทริกซ์ด้วยจ ำนวนจริง 

 ก าหนดให้ c เป็นจ านวนจริงใดๆ  ที่ไม่เป็น 0และ  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

a a a

a a a
A

a a a

 
 
 
 
 
 

         จะได้ว่า    

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

m m mn

ca ca ca

ca ca ca
cA

ca ca ca

 
 
 
 
 
   

 สมบัติที่ส ำคัญบำงประกำรของเมทริกซ์ 

ก าหนดให้ , ,A B C เป็นเมทริกซ์ใดๆ  ที่มีขนาด m n  และ c เป็นจ านวนจริงใดๆ  จะได้ว่า 

 1)  A B B A    

 2)  ( )c A B cA cB    

 3) ( ) ( )A B C A B C      

 4)  0 0m n m nA A A      

               เมื่อ  

0 0 0

0 0 0
0

0 0 0

m n

m n





 
 
 
 
 
 

 

5)    0m nA A     

 

ตวัอยา่งท่ี 2.1.3ก ำหนดให้ 𝐴 =  [1 3
0 6

] , 𝐵 = [
10 −5
−2 −6

]และ𝐷 =  [
1 3
0 6
1 1

]แล้ว  

จงหำ  𝐴 + 𝐵, 𝐴 − 𝐵 และ 𝐴 + 𝐷 

วิธีท า 

1)  𝐴 + 𝐵 =  [
1 + 10 3 + (−5)
0 + (−2) 6 + (−6)

] =  [
11 −2
−2 0

] 

 

2) 𝐴 − 𝐵 =  [
1 − 10 3 − (−5)
0 − (−2) 6 − (−6)

] =  [
−9 7
2 12

] 

 

3) เรำไม่สำมำรถด ำเนินกำร 𝐴 + 𝐷  ได้ เนื่องจำก ทั้งสองเมทริกซ์มมีติิที่แตกต่ำงกัน คือ 𝐴 มมีิติเป็น 2 ×
2 ในขณะที่ 𝐷 มมีิติเป็น  3 × 2 
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แบบฝึกทักษะที่ 2.1.1 ก าหนดให้  
1 0 5 2 3 1

5 2 3 , 7 0 1

0 1 2 10 2 3

A B

   
   

    
   
   
   

  จงหา 

1)  2A B  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2)  
1

2
B A   

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3)  2A  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 2.1.4 ก ำหนดให้ 𝐴 =  [1 3
0 6

] , 𝐵 = [
10 −5
−2 −6

]แล้วจงหำ 2𝐴, (−1)𝐵 และ 2𝐴 −

1𝐵 

วิธีท า 

1)  2𝐴 =  [
2(1) 2(3)
2(0) 2(6)

] =  [
2 6
0 12

] 

 

2) (−1)𝐵 =  [
(−1)10 (−1)(−5)
(−1)(−2) (−1)(−6)

] =  [
−10 5
2 6

] 

 

3) 2𝐴 − 1𝐵 =  2𝐴 + (−1)𝐵 = [2 6
0 12

] + [
−10 5
2 6

] = [
−8 11
2 18

] 
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4)  จงหาเมทริกซ์ C  โดยที่ 0A B C        เมื่อ 0  คือ เมทริกซ์ศูนย ์

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

แบบฝึกทักษะที่ 2.1.2  จงหาคา่ของ  𝑥, 𝑦  และ 𝑧  ที่เป็นไปตามเง่ือนใขในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1)  [1 3
0 6

] = [
𝑥 3
0 𝑦

] 

....................................................................................................................................................................................................... 

2)  [−1 3𝑥
−2 𝑦 + 6

] = [
−1 −21
−2 −5

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3)[1 3𝑥
5 𝑦 + 3

] = [
1 −15
5𝑧 𝑧

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4)  [
𝑥 2
−1 𝑦
3𝑥 2

] + [
𝑧 −2
1 2𝑥
6 −1

] = [
5 0
0 2
3 1

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5)  (−1) [
𝑥 2
−1 𝑦
3𝑥 2

] + 2 [
𝑧 −2
1 2𝑥
6 −1

] = [
5 −6
3 1
−3 −4

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 กำรคูณเมทริกซ์ด้วยเมทริกซ์ 
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 ถ้า A  และ B  เป็นเมทริกซ์ 2 เมทริกซ์ใดๆ  การน าเมทริกซ์ A  มาคูณกับเมทริกซ์ B  จะส่งผลเกดิขึ้นอย่างใด

อย่างหนึ่งใน 2 อย่างต่อไปนี ้

1. ไม่สามารถหาผลคูณได ้

2. สามารถหาผลคูณได ้

ปัญหำท่ีเรำต้องทรำบก็คือ ถ้ำหำผลคูณได้ต้องมีเงื่อนไขอย่ำงไร และสมำชิกของเมทริกซ์ท่ีเป็นผลคูณจะหำมำได้อย่ำงไร 

บทนิยำม2.3 

 

ก าหนดให้ 

11 12 1

21 22 2

1 2

p

p

m m mp m p

a a a

a a a
A

a a a


 
 
 
 
  
 

,  

11 12 1

21 22 2

1 2

n

n

p p pn p n

b b b

b b b
B

b b b


 
 
 
 
  
 

 

 

แล้วผลคูณระหว่างเมทริกซ์ A และเมทริกซ์ B เขียนแทนด้วย AB  ก าหนดโดย 

 

11 11 12 21 1 1 11 12 12 22 1 2 11 1 12 2 1

21 11 22 21 2 1 21 12 22 22 2 2 21 1 22 2 2

1 11 2 21 1 1 12 2 22 2 1 1 2 2

p p p p n n p pn

p p p p n n p pn

m m mp p m m mp p m n m n

a b a b a b a b a b a b a b a b a b

a b a b a b a b a b a b a b a b a b
AB

a b a b a b a b a b a b a b a b

        

        


        mp pn m n
a b



 
 
 
 
   

 

 

ข้อสังเกตที่ส ำคัญ 

1) จากบทนิยามข้างบน เราจะเหน็ว่า ถ้า A เป็นเมทริกซ์มติิ m p และ B เป็นเมทริกซ์มติิ q n  

ผลคณู AB  จะเกิดขึ้นไดเ้มื่อ p q  และ AB  จะมีมิติ m n  

2) มิติของเมทริกซ์ตัวแรก (ด้านหน้า) จะเป็นอย่างไรกไ็ด ้

3) มิติของเมทริกซ์ตัวที่น ามาคณู จะต้องมีจ านวนแถวให้เท่ากันพอดีกับจ านวนหลักของเมทริกซ์ตัวแรก 

4) การคูณเมทริกซ์นี้ สามารถท่องเป็นข้อความง่ายๆ ได้คือ "แถวตัวหน้ำ คูณหลักตัวหลัง แล้วรวมกัน" 

 

สมบัติบำงประกำรส ำหรับกำรคูณเมทริกซ์ด้วยเมทริกซ์ 

 ถ้า ,A B  และ C  เป็นเมทริกซ์ที่บวก ลบ และคณูกันได้ และ k  เป็นจ านวนจริงใดๆ แล้ว 

 1. AI IA A    เมื่อ I เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ ์

 2.      k AB A k B AB k   

 3.    AB C A BC  

 4.  A B C AB BC    
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 5.  A B C AC BC    

 6.  
n n nkA k A     เมื่อ 

 term

n

n

A A A A A      

 7. AB   อาจจะเท่าหรือไม่เท่ากับ BA   ก็ได้ 

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 2.1.3จงหาผลคณูของเมทริกซต์่อไปนี ้

1.   [ 0 2
−2 −3

] [
4 −6
3 0

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2.   [   6  
−3
] [−3 4] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3.   [ −3 −5 
−1 2

] [
−2 −3
1 5

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4.   [ −3 4 
−2 1

] [
3 −2 
1 −5

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5.   [
0 5
 −3 1 
−5 1

] [
 −4 4 
−2 0

] 

ตวัอยา่งท่ี 2.1.5ก ำหนด 

1
1 2 40

, ,2
1 3 5

1 3

A B C

 
             

 

จงหำผลลัพธ์ของเมทริกซ ์

ก.)  AB ข.)  AB C  

วิธีท า 

ก.)  𝐴𝐵 =  [
1 2
−1 3

] [
0

1

2

1 3
] = [

1(0) + 2(1) 1 (
1

2
) + 2(3)

−1(0) + 3(1) −1 (
1

2
) + 3(3)

] = [
2

13

2

3
17

2

] 

 

ข.)  (𝐴𝐵)𝐶 =  [
2

13

2

3
17

2

] [
4
5
] = [

2(4) +
13

2
(5)

3(4) +
17

2
(5)
] = [

91

2
109

2

] 
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.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

6.   [5 3 5 
1 4 0

] [
−4 2
2 4 
3 −5

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

7.    [
−5 
6 
0
] [ 2 −2 ] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

8.   [ 3 2 5
2 3 1 

] [
4 5 −5 
 5 −1 6

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................. 

 

9.   [
3 1
−3 4
−6 −3

] [
−1 6
5 4

] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

10 .  [3 2
2 −1

] [
−4
3
] 

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

11.  [3 −5𝑣] [
−3𝑢 −𝑣
0 6

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................. 

12.  [ −4 −𝑦
−2𝑥 −4

] [
−4𝑥 1
2𝑦 −3

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................
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.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

แบบฝึกทักษะที่ 2.1.4  จงแก้ปัญหาต่อไปนี้โดยใช้ผลคูณเมทริกซ ์

 1. จากการศึกษาการเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอน หนึ่งในเมทริกซ์ทีม่ีบทบาทส าคญัที่รู้จักกันในนามของเมทริกซ์การ

หมุน Pauli ซึ่งเขียนได้โดย 

     𝑆 =  [
0 −𝑗
𝑗 0

] 

เมื่อ 𝑗 =  √−1   จงแสดงว่า  𝑠2 = 𝐼2 เมื่อ 𝐼2 = [
1 0
0 1

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

 2. จากการศึกษาศึกษาการหมุนของแขนหุ่นยนต์(ในรูปข้างล่าง)จากต าหน่ง(𝑥0, 𝑦0, 0)ไปในแนวราบเป็นมุม 𝜃(

โดยเคลื่อนในทิศทางทวนเข็มนาฬกิา และยดึต้นแขนเป็นต าแหน่งหมุน, (0, 0,0)) พบว่า สามารถก าหนดได้โดยการคณูกัน

ระหวา่งเมทริกซ์ก าหนดขนาดมมุ  [
𝑐𝑜𝑠 𝜃° −𝑠𝑖𝑛 𝜃° 0
𝑠𝑖𝑛 𝜃° 𝑐𝑜𝑠 𝜃° 0
0 0 1

]และเมทริกซ์ต าแหน่งเริ่มต้น[
𝑥0
𝑦0
0
] 

จงหาว่าถ้าแขนของหุ่นยนต์นี้ เริ่มหมุนจากต าแหน่งเริ่มต้นที่มีพิกัดเป็น (2, 4,0)และให้แขนของหุ่นยนตห์มุนทวนเข็มนาฬกิา

ไปเป็นมมุ 60°  กับแนวเริ่มต้น จะไปตกที่ต าแหน่งที่พิกัดเป็นเท่าใด 

 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

.................................................................................................. 

2.2 ตัวก ำหนด (Determinant) 

 ตัวก าหนดของเมทริกซ์ หรือ ดีเทอร์มิแนนต์ เป็นค่าตัวเลข ซึ่งจัดวา่เป็นคุณสมบตัิอย่างหน่ึงของเมทริกซ์จัตุรัสก็ได ้

ส ำหรับเมทริกซ์จัตุรัสใดๆ  จะหำค่ำดีเทอร์มิแนนต์ได้เสมอ 
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 สัญลักษณ์ของดีเทอรม์ิแนนต์ คือ det A  หรือ A    เมื่อ A เป็นเมทริกซ์จตัุรสัใดๆ  

ในที่น้ีเราจะพิจารณาดีเทอรม์ิแนนต์ของเมทริกซ์ขนาด 1 1, 2 2  และ 3 3 ตามล าดับดังนี ้

 1.  ก าหนดให้  1A a  จะได้ว่า 
1det A a  หรือจะกล่าวง่ายๆ คือ ดีเทอร์มิแนนต์ของเมทริกซ์ท่ีมีสมาชิก

เพียงตัวเดียว จะมีค่าเท่ากับสมาชิกตัวนั้น 

 2. ก าหนดให้ 
11 12

2

21 22

a a
A

a a

 
  
 

  จะได้ว่า  
2 11 22 21 12det A a a a a   

 3.   ก าหนดให้
11 12 13

3 21 22 23

31 32 33

a a a

A a a a

a a a

 
 


 
 
 

 จะได้ว่า  

 
ซึ่งการหาค่าดเีทอร์มิแนนต์ ของเมทริกซ์ท่ีมีมติิเป็น   3 × 3  นี้ จะหาได้โดยง่าย โดยขั้นตอนดังต่อไปนี้  

ขั้นที่1ให้น าหลักท่ี 1 และที่ 2 ในเมทริกซ์นั้น มาเขียนต่อท้ายทางขวาของเมทริกซ ์

ขั้นที่2 ลากเส้นแทยงลงจากมุมซ้ายของเมทริกซ์ลงมาทางมมุขวาใหแ้ต่ละเส้นท่ีลากผ่านสมาชิก 3 ตัว จะ ได้

ทั้งหมด 3 เส้น 

ขั้นที่3 ในแต่เส้นท่ีลากในข้ันท่ี 2 นั้น ให้น าสมาชิกที่อยู่บนเส้นเดียวกันมาคณูกัน ดังนั้นจะได้เป็นจ านวน 3 

 จ านวน(เพราะม ี 3 เส้น) จากนั้น น าเอาจ านวนท้ังสามมารวมกัน สมมติว่าผลรวมดังกล่าวไดเ้ป็น

 จ านวนจริง M 

ขั้นที่4ลากเส้นแทยงข้ึนจากมุมล่างซ้ายของเมทริกซ์ขึ้นไปทางมมุบนขวาให้เส้นแตล่ะเส้นท่ีลากผ่านสมาชิก  3 ตัว 

จะได้ทั้งหมด 3 เส้น  

ขั้นที่5 ในแต่ละเส้นท่ีลากในข้ันท่ี 4 น้ัน ให้น าสมาชิกที่อยู่บนเส้นเดยีวกันมาคูณกัน ดังนั้น จะไดเ้ป็น จ านวน 3 

จ านวน(เพราะมี 3 เส้น) จากน้ัน ให้น าเอาจ านวนทั้งสามดังกล่าว มารวมกัน สมมติว่า ผลรวมดังกล่าวไดเ้ป็น

จ านวนจริง N 

 จากท้ัง 5 ขั้นตอน เราจะได้ว่า ดีเทอร์มิแนนท์ของเมทริกซ์ดังกลา่ว มีค่าเท่ากับ M - N หรือ เขียนเป็นข้อคำวมได้คือ    

(ผลรวมคูณล่ำง) - (ผลรวมคูณขึน้)ดังในตัวอย่างข้างล่างนี้  

    3 11 22 33 12 23 31 13 32 21 31 22 13 32 23 11 33 12 21det A a a a a a a a a a a a a a a a a a a     
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แบบฝึกทักษะที่ 2.2.1จงหาค่าตัวก าหนด หรือค่าดีเทอร์มิแนนท์ของเมทริกซ์ในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1) [
3 −2 1
3 −1 −2
3 −2 −3

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2) [
−3 2 −3
0 −1 −1
3 0 −3

] 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3) |
5 3 3
−4 −5 1
5 3 0

|=? 

ตวัอยา่งท่ี 2.2.1จงหำค่ำดีเทอร์มิแนนทข์องเมทริกซ์ [
1 0 2
2 5 −1
−4 0 3

] 

 
วิธีท า   เมื่อด ำเนินกำรตำมขั้นที่ 1 จะได้ว่ำ 

     
และเมื่อด ำเนินกำรตำมขั้นที่ 2 ถึง 5 จะได้ดังแสดงข้ำงล่ำงนี ้

 
ดังนั้น ค่ำดีเทอร์มิแนนท ์จึงเท่ำกับ (ผลรวมคณูล่าง) - (ผลรวมคณูขึน้) 
   =  (15 + 0 + 0) − (−14 + 0 + 0) 
   =    15 − (−14)  
   =    15 + 14 

=   29 
 

 

 

 

 

15 0 0

-40 0 0
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4)|
−6 −6 1
3 −5 −2
4 3 −3

|=? 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5)|
6 2 −1
−5 −4 −5
3 −3 1

|=  ? 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

6)|
−2 5 −4
0 −3 5
−5 5 −6

|= ? 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

7)|
3 4 5
−4 6 3
1 −4 3

|= ? 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

12)จงพิจารณาว่าค่า 𝑥 ที่ท าให้ เมทริกซ์ |
−2 0 0
−6 𝑥 1
−4 0 −1

|  มีค่า ดีเทอรม์ิแนนท์เป็น −4 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 
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2.3 เมทริกซ์ผกผัน (Inverse Matrix) 

 การศึกษาเรื่องการหาตัวผกผัน หรืออินเวอร์สของเมทริกซ์หนึ่งๆ นี ้ ในทางคณิตศาสตรจ์ะมีอยูห่ลายประเภท เช่น 

ตัวผักผันส าหรับการบวก หรือ ตัวผกผันส าหรับการคณู ในหัวข้อน้ี ผู้เรยีบเรยีงให้ข้อตกลงว่า เมื่อใช้ค าว่า "ตัวผกผัน" หรือ "อิน

เวอร์ส" จะให้หมายถึง ตัวผกผันส าหรับกำรคูณเท่านั้น 

 การศึกษาเรื่องการหาเมทริกซ์ผกผันนี้ เป็นเรื่องที่มีประโยชน์เป็นอย่างยิ่ง โดยเฉพาะเมื่อเราน าเอาความรู้ทางด้าน

เมทริกซ์ ไปแก้ไขและหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นท่ีมปีระกอบไปด้วยตัวแปรหลายตัว และหลายสมการ อย่างไรก็ตาม 

ในเอกสารชุดนี้ ผู้เรียบเรียงจักขอน าเสนอเฉพาะเมทริกซ์ที่มีมิตไิมเ่กิน 3 ซึ่งในขั้นแรกของการศึกษาในบทนี้ นักศึกษามาท า

ความรู้จักกับความหมายของเมทรกิซ์ผกผันกันก่อน 

 "เมทริกซ์ผกผัน" หรือ "อินเวอร์สของเมทริกซ์" คืออะไร 

บทนิยำม2.1 ส าหรับเมทริกซ์จัตุรัส𝐴 ที่มีมติิเป็น 𝑛เราจะเรยีกเมทริกซ์ 𝐵 ที่ท าให้  𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 =  𝐼𝑛 เมื่อ 𝐼𝑛 คือเมทริกซ์

เอกลักษณ์ที่มมีิติ 𝑛  ว่า เมทริกซ์ผกผัน หรือ อินเวอรส์เมทริกซ์ของ 𝐴 และในขณะเดียวกัน ก็จะเรยีกเมทริกซ์   𝐴 ว่าเป็น

เมทริกซผ์กผันของ 𝐵 ด้วยเช่นกัน  
 

ข้อสังเกตเพ่ิมเติม 

 1) ไม่ใช่เมทริกซ์จัตรุัสทุกตัว จะสามารถหาอินเวร์สได้  

 2) เมทริกซ์จัตุรสัที่หาอินเวอรส์ได้ เราเรยีกว่า“เมทริกซ์ไม่เอกฐำน” (Non-singular Matrix)  คือ เมทริกซ์ท่ีมีค่า

ตัวก าหนดไม่เท่ำกับ 0และเมทริกซ์ที่หาอินเวอร์สไมไ่ด้ เราเรยีกว่า“เมทริกซ์เอกฐำน (Singular Matrix) ” 

 3) โดยทั่วไป อินเวอร์สของเมทริกซ์ 𝐴 ใดๆ ที่หาอินเวอร์สได้ จะเขียนแทนด้วย 𝐴−1 

 
สมบัติของอินเวอร์สกำรคูณ 

ถ้า A  และ B เป็นเมทริกซ์ไม่เอกฐาน และ k  เป็นจ านวนจริงใดๆ  แล้ว 

1. 1 1AA A A I    

2. ถ้า  AB I   แล้ว  1A B  และ 1B A  

3.  
1

1A A


   

4.  
1 1 1AB B A
     

ตวัอยา่งท่ี 2.3.1ส ำหรบัเมทริกซ์   𝐴 =  [4 3
3 2

]  จะได้ว่ำ อินเวอร์สของเมทริกซ์ 𝐴 นี้คือ 

𝐴−1 = [
−2 3
3 −4

] 

เพรำะ  𝐴𝐴−1 = [4 3
3 2

] [
−2 3
3 −4

] = [
1 0
0 1

] =  𝐼2 

และ   𝐴−1𝐴 = [−2 3
3 −4

] [
4 3
3 2

] = [
1 0
0 1

] =  𝐼2 
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5. ถ้า  A  เป็นเมทริกซ์ไมเ่อกฐาน แล้ว det 0A   

6. ถ้า A  เป็นเมทริกซ์เอกฐาน แล้ว det 0A   

7. ถ้า AX B   แล้วจะได้  1X A B  

 กำรหำเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์ท่ีมีขนำด 𝟐 × 𝟐 

 ส าหรับเมทริกซไ์มเ่อกฐานที่มีขนาด 2 × 2จะสามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้โดยง่าย ดังน้ี  

ส าหรับ 𝐴 =  [𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

]  จะได้ทันทีว่า อินเวอรส์ หรือเมทริกซ์ผกผันของ 𝐴  คือ   

 𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] =  
1

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐
[
𝑑 −𝑏
−𝑐 𝑎

] 

 

(2.1)  

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 2.3.1จงหาเมทรกิซ์ผกผัน(ถ้ามี)ของเมทริกซ์ที่มีมติเิป็น 2 ในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1)[−9 −9
−2 −2

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)[−2 1
−6 1

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3)[ 4 −5
−9 6

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4)[ 0 0
−6 4

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

ตวัอยา่งท่ี 2.3.2ก ำหนดเมทริกซ์  𝐴 = [1 2
3 4

]  จงหำ 𝐴−1พร้อมตรวจสอบควำมถูกต้อง 

วิธีท าเรำจะได้ว่ำ 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = 1(4) − 3(2) =  −2 

ดังนั้น เมื่อใช้สมกำรที่ (2.1) จะได้ว่ำ  

𝐴−1 = 
1

−2
[
4 −2
−3 1

] =  [
−2 1
3

2
−
1

2

] 

ซึ่งสำมำรถตรวจสอบควำมถูกตอ้ง ได้ดังนี้ 

𝐴𝐴−1 = [
1 2
3 4

] [
−2 1
3

2
−
1

2

] = [
1 0
0 1

] =  𝐼2 

และ   𝐴−1𝐴 = [
−2 1
3

2
−
1

2

] [
1 2
3 4

] = [
1 0
0 1

] =  𝐼2 
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5)[11 −5
2 −1

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)[ 0 −2
−1 −9

] 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

 กำรหำเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซ์ท่ีม่ีขนำด 𝟑 × 𝟑 

ในหัวข้อน้ี จะได้มีการน าเสนอวิธีการหาเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซท์ี่มีมิติเป็น 3 อยู่ 2 วิธี คือ  

 วิธีการหาโดยใช้การแปลงแถวเบื้องต้น 

 วิธีการหาโดยการใช้เมทริกซ์ผูกพันธ์ (Adjoint Matrix) 

ในการน าเรื่องของการหาเมทริกซผ์กผันไปประยุกต์ใช้ ท่ีสุดแล้วก็จะขึ้นกับความถนัดของแต่ละบุคคลวา่จะใช้วิธีการใด  

  

วิธีกำรหำเมริกซ์ผกผันโดยกำรใช้กำรแปลงแถวเบื้องต้น 

 ก าหนดให้ 𝐴 เป็นเมทริกซ์ไม่เป็นเอกฐานที่มีมิติเป็น 𝑛  การหาเมทริกซ์ผกผันของ 𝐴  โดยวิธีการใช้การแปลงแถว

เบื้องต้น คือ การท าให้เวกเตอร์ทีอ่ยู่ในรูป  [𝐴 | 𝐼𝑛]   เมื่อ 𝐼𝑛  เป็นเมทริกซ์เอกลักษณ์มติิ 𝑛 โดยการด าเนินการเชิงแถว ให้

อยู่ในรูป [𝐼𝑛 | 𝐵] แล้วจะได้ว่า เมทริกซ์  𝐵 ที่ได้ จะเป็นเมทริกซผ์กผันของ   𝐴  นั่นคือ 𝐵 =  𝐴−1 ซึ่งสามารถเขียนสรุป

การด าเนินการทั้งหมดไดด้ังภาพข้างล่างนี้ 

[𝐴 | 𝐼𝑛]~[𝐼𝑛 | 𝐵] แล้วจะได้ว่า 𝐵 = 𝐴−1 

และในการด าเนินการตามแถวน้ี สามารถท าไดห้ลายวิธี ได้แก่ 

1. การสลับแถวระหว่างสองแถวใดๆ  

2. การน าเอาจ านวนจริงท่ีเหมาะสม 𝑐 ไปคูณกับแถวท่ีต้องการเปลีย่นทั้งแถว  

3. การน าเอาแถวที่ต้องการเปลีย่นลบด้วย แถวอื่นแถวใดท่ีคูณกับค่าคงที่ เช่น ถ้าต้องการเปลี่ยนแถวที่ 2 

(เขียนแทนด้วย𝑅2)  โดยการใช้แถวที ่3 (เขียนแทนด้วย𝑅3 ) มาช่วย จะท าได้โดย การวางแถวท่ี 2 ใหม่ 

ด้วยแถวท่ีเกิดจากการด าเนินการ 𝑅2 − 𝑎𝑅3  โดยที่  𝑎 เป็นค่าคงท่ีทีเ่หมาะสม 

 

เพื่อเป็นการช่วยนักศึกษาให้เห็นภาพมากยิ่งข้น ตัวอย่างที่ 2.3.3 แสดงการใช้วิธีนี้ในการหาเมทรกิซ์ผกผันของเมทริกซ์ที่มี

ขนาด 𝟐 × 𝟐 ก่อน แล้วตัวอย่างท่ี 2.3.4 จะแสดงการหากับเมทริกซ์ที่มีขนาด 𝟑 × 𝟑  ต่อไป  
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ตวัอยา่งท่ี 2.3.3ก ำหนดเมทริกซ์  𝐴 = [1 2
3 7

]  จงหำ 𝐴−1โดยหำรใชว้ิธีกำรแปลงแถวเบื้องต้น 

วิธีท า 

 จะเห็นว่ำเมทริกซ์ 𝐴  เป็นเมทริกซ์ที่มีขนำด 2 ดังนั้น เมทริกซ์เอกลักษณ์ที่มีขนำด  𝟐 × 𝟐 

คือ 𝐼𝑛 = [
1 0
0 1

] 

นั่นคือ เรำจะสำมำรถเริ่มกระบวนกำรแปลงแถวได้ โดยเริ่มเขยีน 

[𝐴 | 𝐼𝑛] → [
1 2
3 7

|
1 0
0 1

] 

ขั้นแรก เรำจะพยำยำมเปล่ียนเลข 3 ให้กลำยเป็นเลข 0 โดย (แถวท่ี 2) – 3x(แถวท่ี 1) ซึง่เขียนเป็น

สัญลักษณ์ได้คือ 𝑅2 − 3𝑅1แล้วน ำผลที่ได้ มำวำงเป็นแถวที่ 2 ใหม่ ดังนี ้

[
1 2
3 7

|
1 0
0 1

] 
𝑅2−3𝑅1
→      [

1 2
0 1

|
1 0
−3 1

] 

แล้วก ำจัดเลข 2 ได้โดย 𝑅1−2𝑅1
→      [

1 0
0 1

|
−7 −2
−3 1

] 

 = [𝐼𝑛 | 𝐵] 

ดังนั้น เรำจึงได้ว่ำ เมทริกซ์ผกผนัของ 𝐴  คือ 𝐵 =  𝐴−1 = [−7 −2
−3 1

] 
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วิธีกำรหำเมริกซ์ผกผันโดยกำรใช้เมทริกซ์ผูกพันธ(์Adjoint Matrix)  

 ส าหรับเมทริกซไ์มเ่อกฐาน 𝐴 ใดๆ  จะสามารถหาเมทริกซผ์กผันไดโ้ดยสมการ  

ตวัอยา่งท่ี 2.3.4ก ำหนดเมทรกิซ์  𝐴 = [
1 2 3
2 4 5
3 5 6

]  จงหำ 𝐴−1โดยหำรใช้วธิกีำรแปลงแถว

เบื้องต้น 

วิธีท า 

[𝐴 | 𝐼𝑛] → [
1 2 3
2 4 5
3 5 6

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 

[
1 2 3
2 4 5
3 5 6

|
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] 
𝑅3−3𝑅1
→      [

1 2 3
2 4 5
0 −1 −3

|
1 0 0
0 1 0
−3 0 1

] 

 
𝑅2−2𝑅1
→      [

1 2 3
2 0 −1
0 −1 −3

|
1 0 0
−2 1 0
−3 0 1

] 

 𝑅2สลับกับ𝑅3 [
1 2 3
0 −1 −3
0 0 −1

|
1 0 0
−3 0 1
−2 1 0

] 

 
เอำ (-1) คูณ 𝑅2 

และ𝑅3ด้วย 
[
1 2 3
0 1 3
0 0 1

|
1 0 0
3 0 −1
2 −1 0

] 

 
𝑅2−3𝑅3
→      [

1 2 3
0 1 0
0 0 1

|
1 0 0
−3 3 −1
2 −1 0

] 

 
𝑅1−2𝑅2
→      [

1 0 3
0 1 0
0 0 1

|
7 −6 2
−3 3 −1
2 −1 0

] 

 
𝑅1−3𝑅3
→      [

1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
1 −3 2
−3 3 −1
2 −1 0

] 

 = [𝐼𝑛 | 𝐵] 

ดังนั้น เรำจึงได้ว่ำ เมทริกซ์ผกผนัของ 𝐴  คือ 𝐵 =  𝐴−1 = [
1 −3 2
−3 3 −1
2 −1 0

] 
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 𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 𝑎𝑑𝑗 𝐴 

 

(2.2)  

เมื่อ𝑎𝑑𝑗 𝐴เรียกว่า เมทริกซผ์ูกพันธ์ (Adjoint Matrix) ของ𝐴ซึ่งกระบวนการการหาเมทริกซ์ผูกพันธ์ นี้ ประกอบด้วยขั้นตอน

ดังต่อไปนี้  

 ขั้นที่ 1 หาเมทริกซ์ทรานสโพส์ของ 𝐴   นั่นคือ การหาเมทริกซ์  𝐴𝑇ตามบทนิยามที่ 2.5 

บทนิยำม2.5 เมทริกซ์ทรานสโพสของเมทริกซ์  𝐴 =  [𝑎𝑖𝑗]𝑚×𝑛คือเมทริกซ𝐴์𝑇 = [𝑏𝑖𝑗]𝑛×𝑚 

โดยที่ 𝑎𝑖𝑗 = 𝑏𝑗𝑖 

เช่น   ถ้าก าหนดให้  𝐴 = [1 2 3
6 5 4

] แล้วจะได้วา่ 𝐴𝑇 = [
1 6
2 5
3 4

] 

(หรือ เมทริกซ์ทรานสโพสคือการสลับระหว่างแถวกับหลัก นั่นเอง) 
 

 ขั้นที่ 2หาไมเนอร์ (Minor) ของสมาชิกแต่ละตัวในเมทริกซ์ 𝐴𝑇ที่ได้ในขั้นที่ 1 โดย ถ้าก าหนดสมาชิก 𝑎𝑖𝑗ใดๆ ของ

เมทริกซ์ 𝐴𝑇ค่าไมเนอร์ของสมาชิกตัวนี้ หาได้จาก การปดิแถวท่ี 𝑖 และหลักท่ี𝑗  ของเมทริกซ์ 𝐴𝑇แล้วหาค่าตัวก าหนด หรือ ดี

เทอร์มิแนนท์ของเมทริกซ์ท่ีเหลือ และเมื่อด าเนินการแบบนี้กับทุกสมาชิกใน  𝐴𝑇  จะไดเ้มทริกซ์ใหม ่ เรียกว่า เมทริกซ์ไม

เนอร์ของ 𝑨𝑻เขียนแทนด้วย[𝑚𝑖𝑗] 

 ขั้นที่ 3น าเอาค่าสมาชิกที่ได้แตล่ะตัวของ เมทริกซ์ไมเนอร์ของ  𝑨𝑻   ที่ได้จากขั้นที่ 2 นั้น มาคณูกบัค่าประจ า

ต าแหน่ง ซึ่งแสดงได้ในเมทริกซ์ขา้งล่างนี้  

[
+ − +
− + −
+ − +

] 

และเมทริกซ์ที่ได้จากกระบวนการนี้ จะเรียกว่า เมทริกซ์โคแฟคเตอร์ของ 𝑨𝑻 ซึ่งจะนิยามว่าเป็น "เมทริกซผู์กพันธ𝒂์𝒅𝒋 𝑨  

ของ 𝑨"  ที่ใช้ในสมการที่ (2.2) ข้างต้น  

 ขั้นที่ 4ท าการหาคา่ตัวก าหนดด้วยวิธีการในหัวข้อ 2.2 แล้วน าค่าท่ีได้จากขั้นท่ี 3 ไปแทนในสมการที่ (2.2) เพื่อหา

เมทริกซผ์กผันต่อไป 

 

 การเรยีงข้ันตอนในลักษณะแบบนี ้อาจจะดูเหมือนไมเ่ป็นไปตามหนงัสือคณิตศาสตร์ทั่วไป แต่อย่างไรก็ตาม ผลที่ได้

คือสิ่งเดียวกัน และนักศึกษาสามารถท าความคุ้นเคยกับขั้นตอนเหลา่นี้ได้ดยีิ่งข้ึนจากตัวอย่างที่ 2.3.5 ข้างล่างนี้ 

 

บันทึก 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 
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ตวัอยา่งท่ี 2.3.5จงหำเมทริกซผ์กผันของเมทริกซ์ 𝐴 = [
1 −2 0
3 1 5
−1 2 3

]โดยกำรใช้หลักกำรหำเมท

ริกซ์ผูกพันธ ์

วิธีท า 

ขั้นที่ 1  เรำจะไดว้่ำเมทริกซท์รำนสโพส์ของ 𝐴 คือ  

𝐴𝑇 = [
1 3 −1
−2 1 2
0 5 3

] 

ขั้นที่ 2 หำค่ำไมเนอร์ของสมำชกิแต่ละตัวใน𝐴𝑇  ซึ่งด ำเนินกำรได้ดังนี้ 
o ค่าไมเนอรข์องสมาชิกแถวที่ 𝑖 = 1และหลักที่ 𝑗 = 1 คือการหาค่าตัวก าหนดของ

เมทริกซ์ได้เหลือจากการตัดแถวที่ 1 และหลักที่ 1 ออก นั่นก็คือเมทริกซ์ดังรูป  

[
1 3 −1
−2 1 2
0 5 3

] 

 ดังนั้น จะเหลือเมทริกซ์ [1 2
5 3

] ซ่ึงมีค่าตัวก าหนด หรือค่าดเีทอร์มแินนท์ เท่ากับ 

1(3) − 5(2) =  −7ดังนั้นค่ำของ  𝑚11   คือ   -7 
o ค่าไมเนอรข์องสมาชิกแถวที่ 𝑖 = 1และหลักที่ 𝑗 = 2 คือการหาค่าตัวก าหนดของ

เมทริกซ์ได้เหลือจากการตัดแถวที่ 1 และหลักที่ 2 ออก นั่นก็คือเมทริกซ์ดังรูป  

[
1 3 −1
−2 1 2
0 5 3

] 

 

ดังนั้น จะเหลือเมทริกซ์ [−2 2
0 3

] ซ่ึงมีค่าตัวก าหนด หรือค่าดเีทอร์มแินนท์ เท่ากับ 

−2(3) − 0(2) =  −6ดังนั้นค่ำของ  𝑚12   คือ   -6 
 ซึ่งเมื่อด ำเนินแบบนี้กับทุกๆ สมำชิกของ  𝐴𝑇  แล้วจะได้ เมทริกซ์ไมเนอร์ของ 𝐴𝑇   คือ  

[

𝑚11 𝑚12 𝑚13
𝑚21 𝑚22 𝑚23
𝑚31 𝑚32 𝑚33

] =  [
−7 −6 −10
14 3 5
7 0 7

] 

ขั้นที่ 3 น ำเมทริกซ์ไมเนอร์ของ 𝐴𝑇  มำคูณเข้ำกบัค่ำต ำแหน่งของแต่ะต ำแหนง่ จะได้ผลลัพธ์เมทรกิซ์
โคแฟคเตอร์ของ 𝐴𝑇 ซึง่ก็คือ เมทรกิซ์ผูกพัน 𝒂𝒅𝒋 𝑨ดังแสดงข้ำงล่ำงนี้  

𝑎𝑑𝑗 𝐴 = [
−7 6 −10
−14 3 −5
7 0 7

] 

ขั้นที่ 4 จำกกำรใช้วธิีกำรหำค่ำตัวก ำหนดของ 𝐴  ดังแสดงในหวัข้อท่ี 2.2 เรำจะได้ว่ำ 𝑑𝑒𝑡 𝐴 = 21
ดังนั้น จำกสมกำรที่ (2.2) จะไดว้่ำ  

𝐴−1 =
1

𝑑𝑒𝑡 𝐴
 𝑎𝑑𝑗 𝐴 =  

1

21
[
−7 6 −10
−14 3 −5
7 0 7

] 
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แบบฝึกทักษะที่ 2.3.2  จงหาเมทริกซ์ผกผัน(ถ้ามี)ของแต่ละเมทริกซ์ในข้อต่อไปนี้ โดยใช้ทั้ง 2 วิธี 

1 ) [

3

4

4

3
−0.5

0.5 0.25 −0.25

−
3

4

2

3
−1

] 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

 

2)   [
4 2 3
5 −3 −1
−1 3 2

] 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 
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3)   [
−6 8 13
11 9 2
5 −3 −1

]  

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

 

 

4)   (
1 2 3
−2 −4 −5
3 5 6

) 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................................................................................ 

 

77

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

2.4 กำรใช้เมทริกซ์หำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้น(Solving Linear Systems with 

Matrices) 

 ในหัวข้อท่ี 1.7 นักศึกษาได้รู้จักกับสมการ และระบบสมการเชิงเสน้ ทั้งชนิดตัวแปรเดียว และหลายตัวแปรมาแล้ว 

นอกจากน้ี ในหัวข้อน้ัน เรายังได้ศึกษาวิธีการหาเซตของเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นท่ีประกอบดว้ย 2 ตัวแปร และ 2 

สมการไปแล้ว  

 ในหัวข้อน้ี เราจะได้มีการน าเสนอวิธีการหาเซตผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นท่ีมีตัวแปรและจ านวนสมการ

มากกว่า 2 โดยใช้เมทริกซ์ อย่างไรก็ตาม ในเอกสารนี้ จะน าเสนอแค่เพียงระบบสมการเชิงเส้นท่ีประกอบด้วย 3 ตัวแปร และ 

3 สมการ ซึ่ง ส าหรับระบบสมการที่มีขนาดใหญ่กว่านี้ กจ็ะสามารถขยายแนวคิดและวิธีการหาผลเฉลยโดยการใช้เมทริกซ์แบบ

เดียวกันนี้ไปแกไ้ดเ้ช่นกัน 

 การใช้เมทริกซ์ในการแกร้ะบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปรนั้น ที่ได้รบัความนิยมและรู้จักกันดีมีอยู่ 3 วิธีคือ 

1. การใช้เมทริกซ์ผกผัน 

2. การใช้วิธีของเกาซ์ (Gauss's Method) 

3. การใช้กฎของเครเมอร์ (Cramer's Rule) 

ซึ่งก่อนที่เราจะศึกษาการใช้แต่ละวิธีนั้น เราก าหนดระบบสมการเชิงเส้น (2.3) ข้างล่างนี้ เพื่อความสะดวกในการ

อ้างอิงต่อไป  

 

𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 = 𝑎 

𝑏1𝑥1 + 𝑏2𝑥2 + 𝑏3𝑥3 = 𝑏 

𝑐1𝑥1 + 𝑐2𝑥2 + 𝑐3𝑥3 = 𝑐 

(2.3)  

 เมื่อ สัมประสิทธ์ทั้งหมดและคา่ทางขวามือของสมการทั้งสามนั้น เป็นจ านวนจริงท้ังสิ้นและ จากระบบสมการ (2.3) 

ดังกล่าว เราจะเขียนระบบสมการนั้น ให้อยู่ในรูปเมทริกซไ์ด้เป็น 

 𝐴𝑋 = 𝐵 (2.4)  

โดย  

𝐴 =  [

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

] ,     𝑋 =  [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] ,      𝐵 =  [

𝑎
𝑏
𝑐
] 

ซึ่งจะเห็นว่า 

𝐴 เป็นเมทริกซ์ท่ีได้จากสัมประสิทธ์ิของทุกตัวแปรในระบบ 

𝑋 เป็นเมทริกซ์ของตัวไม่ทราบค่าทั้ง 3 ตัว 

𝐵  เป็นเมทริกซ์ของค่าคงท่ีทีป่รากฎอยู่ทางขวามือของสมการทั้ง 3 สมการในระบบสมการ (2.3)  

 

 กำรใช้เมทริกซ์ผกผัน 
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 การแก้ระบบสมการเชิงเส้น (2.3) โดยใช้เมทริกซผ์กผันนั้น ท าได้โดยยึดหลักการง่ายๆ ก็คือ จากสมการ (2.4) เราจะ

ได้ทันทีว่าเมทริกซ์ผลเฉลย คือ  

 𝑋 = 𝐴−1𝐵 (2.5)  

นั่นก็แสดงว่า สิ่งที่เราด าเนินการ มีอยู่ 2 ข้ันตอน คือ 

 ขั้นที่ 1 การหาเมทริกซ์ผกผันของเมทริกซส์ัมประสิทธ์ิ   𝐴 (ซึ่งเราไดศ้ึกษาการหาเมทริกซผ์กผันมาแลว้ใน

หัวข้อท่ีผ่านมา) 

 ขั้นที่ 2 คือการน าเมทริกซผ์กผันดังกล่าว มาคูณกับเมทริกซ์คา่คงท่ี 𝐵 ก็จะได้เมทริกซ์ผลเฉลยดังสมการ 

(2.5) ดังตัวอย่างข้างล่างนี้ 
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ตวัอยา่งท่ี 2.4.1จงใช้เมทริกซ์ผกผัน ในกำรแกห้ำผลเฉลยของระบบสมกำรเชงิเส้น 3 ตวัแปรต่อไปนี้ 
  𝑥1 − 2𝑥2                 =  1 

3𝑥1 + 𝑥2 + 5𝑥3    = 0 

−𝑥1 + 2𝑥2 + 3𝑥3 = 2 

วิธีท า 

จำกระบบสมกำรเชิงเส้นดังกล่ำว เรำจะได้ตำมล ำดับ ว่ำ  

𝐴 = [
1 −2 0
3 1 5
−1 2 3

] ,    𝑋 =  [

𝑥1
𝑥2
𝑥3
] ,      𝐵 =  [

1
0
2
] 

ซึ่งจะให้เมทริกซ์ผลเฉลยคือ  

[

𝑥1
𝑥2
𝑥3
]  = [

1 −2 0
3 1 5
−1 2 3

]

−1

[
1
0
2
] 

ขัน้ท่ี 1  จำกตัวอย่ำงที่ 2.3.5 เรำได้มำแล้วว่ำ  

[
1 −2 0
3 1 5
−1 2 3

]

−1

 =  
1

21
[
−7 6 −10
−14 3 −5
7 0 7

] 

ขัน้ท่ี 2  จึงสำมำรถหำเมทริกซ์ผลเฉลยได้ทันทีคอื 

[

𝑥1
𝑥2
𝑥3
]  =

1

21
[
−7 6 −10
−14 3 −5
7 0 7

] [
1
0
2
] 

   = 
1

21
[

−7(1) + 6(0) − 10(2)

−14(1) + 3(0) − 5(2)

7(1) + 0(0) + 7(2)

] 

 =  
1

21
[
−27
−24
21
] 

 

ดังนั้น ผลเฉลยคือ 𝑥1 = −
27

21
,  𝑥2 = −

24

21
 , 𝑥3 = 

21

21
= 1 ,  และสำมำรถตรวจสอบควำม

ถูกต้องได้โดยง่ำย โดยกำรแทนค่ำที่ได้กลับไปในระบบสมกำรเริม่ต้น 
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แบบฝึกทักษะที่ 2.4.1  จงใช้การหาเมทริกซ์ผกผัน(โดยเลือกใช้วิธีการหาเมทริกซ์ผกผันท่ีถนัด) ในการหาผลเฉลยของระบบ

สมการเชิงเส้น 3 ตัวแปรต่อไปนี ้

1) 2𝑥1 + 𝑥2  − 𝑥3   =  −1 

 𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3    =  5 

 3𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3  =  0 
.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

2)𝑥  + 2𝑦  − 𝑧  =    1 

2𝑥 + 𝑦  + 4𝑧   =    2 

3𝑥  + 3𝑦 +  4𝑧 =   1 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 
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 กำรใช้วิธีของเกำซ์ (Gauss's Method) 

 การแก้ระบบสมการเชิงเส้น (2.3) โดยใช้วีธีของเกาซ์นี้ ประกอบด้วย 3 ข้ันตอนหลักๆ คือ  

ขั้นที่ 1แปลงระบบสมการ (2.3) ดังกล่าวให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์แต่งเติม(Augmented Matrix) ดังแสดงในสมการ (2.6) 

 [𝐴|𝐵]:  [

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

|
𝑎
𝑏
𝑐
] (2.6)  

ขั้นที่ 2 เราจะใช้วิธีการแปลงเชิงแถวเบื้องต้น ที่เราได้ศึกษากันไปแล้วในเรื่องของการหาเมทริกซ์ผกผัน ในการเปลี่ยนเมทริกซ์

ในรูป (2.6) ดังกล่าว ให้อยู่ในรูปข้างล่างนี้ 

 [
∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗
0 0 ∗

|
∗
∗
∗
] (2.7)  

โดยที่ ∗  จะเป็นจ านวนจริง ที่อาจจะเหมือนหรือแตกต่างกันไปก็ได ้ ซึ่งความมุ่งหมายหลักของขั้นตอนนี้ ก็คือ การ

ท าให้สมาชิก 3 ต าแหน่งล่างซ้ายของเมทริกซ์นั้น เป็น 0  

ขั้นที่ 3  แปลงสมการที่ได้ในขั้นที ่2 ในรูปสมการ (2.7) กลับไปอยู่ในรูปของระบบสมการเชิงเส้นเหมอืนเดิม แล้วแก้หาค่าของ

ตัวแปรทีละตัว โดยเริม่จากตัวแปรล่างสดุ ขึ้นไป  

 

ตวัอยา่งท่ี 2.4.2จงใชว้ิธีของเกำซ์ ในกำรแกห้ำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้น 3 ตัวแปรต่อไปนี้ 

4𝑥 + 9𝑦 =  8 

8𝑥 + 6𝑧  = −1 

6𝑦 + 6𝑧 = −1 

วิธีท า 

ขัน้ท่ี 1เรำเขียนระบบสมกำรเชงิเส้นดังกล่ำวให้อยูใ่นรูปเมทริกซแ์ต่งเตมิได้เป็น 

[
4 9 0
8 0 6
0 6 6

|
8
−1
−1
] 

ขัน้ท่ี 2 ใช้กำรแปลงเชิงแถวเบื้องต้น ตำมล ำดับ ได้ดังนี ้

 𝑅2สลับกับ𝑅3 [
4 9 0
0 6 6
8 0 6

|
8
−1
−1
] 

 
𝑅3−2𝑅1
→      

แล้วเขียนเป็น 𝑅3ใหม ่
[
4 9 0
0 6 6
0 −18 6

|
8
−1
−17

] 

 
𝑅3+3𝑅2
→      

แล้วเขียนเป็น 𝑅3ใหม ่
[
4 9 0
0 6 6
0 0 24

|
8
−1
−20

] 
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แบบฝึกทักษะที่ 2.4.2  จงใช้วิธีการของเกาซ์ ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 ตัวแปรต่อไปนี้ แล้วตรวจสอบ

ค าตอบที่ได้กับแบบฝึกทกัษะที่ 2.4.1 

1)        2𝑥1 + 𝑥2  − 𝑥3 = −1 

 𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3    =  5 

 3𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3 =  0 
.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

ตวัอยา่งท่ี 2.4.2(ต่อ) 

  เรำจะเห็นว่ำ เมทริกซ์ตวัสุดทำ้ย คือ  

[
4 9 0
0 6 6
0 0 24

|
8
−1
−20

] 

              อยูใ่นรูปดังแสดงใน (2.7) แล้ว  

ขัน้ท่ี 3  แปลงกลับไปอยูใ่นรูประบบสมกำรเชงิเส้น แล้วแกจ้ำกล่ำงขึ้นบน ได้ดังนี ้

[
4 9 0
0 6 6
0 0 24

|
8
−1
−20

]
←
←
←
}

                 4𝑥 + 9𝑦 =  8
                  6𝑦 + 6𝑧 = −1
                             24𝑧 = −20

… . (1)
… . (2)
… . (3)

 

            จำกสมกำรที่ (3) เรำได้ทันทีว่ำ  

    𝑧 = − 
20

24
= −

5

6
 

            น ำค่ำ 𝑧ที่ได้ แทนในสมกำร (2) เพื่อหำค่ำ 𝑦จะได้เป็น   𝑦 =  2
3
  แล้วน ำค่ำ 𝑦 ที่ได้ ไปแทน       

ในสมกำร (1) เพื่อหำค่ำ  𝑥 จะได้ค่ำ คือ  𝑥 =  1
2
 

 ดังนั้น ค ำตอบของระบบสมกำรเชิงเส้นน้ีคือ  𝑥 =  1
2
   ,   𝑦 =  2

3
  ,   𝑧 =  − 5

6
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.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

2)   𝑥  + 2𝑦  − 𝑧  =    1 

2𝑥 + 𝑦  + 4𝑧   =    2 

3𝑥  + 3𝑦 +  4𝑧 =   1 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

 

ข้อสังเกต  ในเรื่องนี้ การท าเมทรกิซ์แต่งเติมให้อยู่ในรูปของเมทริกซ์ที่มีสมาชิกที่อยู่ในต าแหน่งล่างทางซ้ายเป็นศูนย์หมด (เมท

ริกซ์ (2.7)) ก่อน แล้วค่อยแปลงกลับมาเขยีนเป็นระบบสมการเชิงเสน้ แล้วจึงหาผลเฉลยทีละตัว ดังแสดงในตัวอย่าง 2.4.2 น้ัน 

นักศึกษาอาจจะสังเกตเห็นได้ว่า อีกทางหนึ่งที่สะดวก ก็คือ การแปลงเมทริกซ์แต่งเติมให้อยู่ในรูป  

 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|

∗1
∗2
∗3
] (2.8)  

แล้วจะได้ทันทีว่า ∗1, ∗2 ,∗3 นั้น เป็นผลเฉลยที่ต้องการนั่นเอง  
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 กำรใช้กฎของเครเมอร์ (Cremer's rule) 

 ในหัวข้อท่ี 2.2 เราได้รู้จักการหาคา่ตัวก าหนดของเมทริกซ์ขนาด 3 x 3 มาแล้ว ในหัวข้อน้ี เราจะท าวิธีการนั้นมาช่วย

ในการหาค่าผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 ตัวแปร โดยใช้กฎของเครเมอร ์

 ระบบสมการเชิงเส้นท่ีเขียนในรูป (2.3) จะท าให้ได้ เมทริกซส์ัมประสิทธ์ิ และเมทริกซ์ค่าคงท่ี ตามล าดับคือ 

𝐴 = [

𝑎1 𝑎2 𝑎3
𝑏1 𝑏2 𝑏3
𝑐1 𝑐2 𝑐3

] ,     𝐵 =  [
𝑎
𝑏
𝑐
] 

 

ถ้า ก าหนดให้    𝐴𝑖  แทนเมทริกซ์ใหม่ที่เกิดจากการแทนหลักที่ 𝑖  ในเมทริกซ์ 𝐴  ด้วยเมทริกซ์คอลมัม𝐵์ 

แล้วเราจะได้ผลแลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 ตัวแปร (2.3) คือ  

 𝑥1 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴1
𝑑𝑒𝑡 𝐴

 , 𝑥2 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴2
𝑑𝑒𝑡 𝐴

  ,   𝑥3 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴3
𝑑𝑒𝑡 𝐴

 (2.9)  

ดังนั้น เราจะสามารถสรุปเป็นข้ันตอนได้ 3 ข้ันตอนดังนี ้

ขั้นที่ 1  หาค่าตัวก าหนด หรือดเีทอร์มิแนนท์ ของเมทริกซ์   𝐴 นั่นคือหา 𝑑𝑒𝑡 𝐴 

ตวัอยา่งท่ี 2.4.3จำก ขัน้ท่ี 3  ของตวัอย่างท่ี 2.4.2 เรำได้มำแล้วคือเมทริกซ์ในรูป 

[
4 9 0
0 6 6
0 0 24

|
8
−1
−20

] 

ในตัวอยำ่งนี้ เรำจะแปลงเมทริกซ์น้ีต่อไปจนกระทัง่อยู่ในรูป (2.8) 

 

𝑅2−
1

4
𝑅3

→      

แล้วเขียนเป็น 𝑅2 ใหม ่

[
4 9 0
0 6 0
0 0 24

|
8
4
−20

] 

 

𝑅1−
9

6
𝑅2

→      

แล้วเขียนเป็น 𝑅1 ใหม ่

[
4 0 0
0 6 0
0 0 24

|
2
4
−20

] 

 

(1 4)𝑅1 ⁄ แล้วเขียนเป็น 𝑅1 ใหม ่

(1 6)𝑅2⁄ แล้วเขียนเป็น 𝑅2 ใหม ่

(1 24)𝑅3 ⁄ แล้วเขียนเป็น 𝑅3 ใหม ่

[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
1 2⁄

2 3⁄

−5 6⁄
] 

ดังนั้น ค ำตอบของระบบสมกำรเชิงเส้นน้ีคือ  𝑥 =  1
2
   ,   𝑦 =  2

3
  ,   𝑧 =  − 5

6
  ซึ่งเป็นค ำตอบ

เดียวกันกับกำรด ำนเนำกรในแบบก่อนหน้ำน้ีในตวัอย่ำง 2.4.2 
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ขั้นที่ 2  สร้างเมทริกซ์  𝐴𝑖 การแทนหลักท่ี 𝑖  ในเมทริกซ์ 𝐴  ด้วยเมทริกซ์คอลัมม𝐵์ 

 นั่นคือ จะได้ว่า  

 𝐴1 = [
𝑎 𝑎2 𝑎3
𝑏 𝑏2 𝑏3
𝑐 𝑐2 𝑐3

],       𝐴2 = [

𝑎1 𝑎 𝑎3
𝑏1 𝑏 𝑏3
𝑐1 𝑐 𝑐3

],       𝐴3 = [

𝑎1 𝑎2 𝑎
𝑏1 𝑏2 𝑏
𝑐1 𝑐2 𝑐

] 

ขั้นที่ 3  หาค่า   𝑑𝑒𝑡 𝐴1  , 𝑑𝑒𝑡 𝐴2และ 𝑑𝑒𝑡 𝐴3 

ขั้นที่ 4 น าค่าท่ีไดจ้ากขั้นที่ 1 และขั้นท่ี 3 ไปแทนหาค่าตัวไม่ทราบค่า 𝑥1,   𝑥2  และ 𝑥3  ในสมการที่ (2.9) 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 2.4.4จงใช้กฎของเครเมอร์ในกำรหำผลเฉลยของระบบสมกำรเชิงเส้น 3 ตัวแปรนี้ 

 3𝑥1 + 2𝑥2 − 𝑥3   =  2 

 2𝑥1 −  𝑥2  − 3𝑥3  =  13 

 𝑥1   +  3𝑥2 − 2𝑥3  =  1 

วิธีท ำ จำกระบบสมกำรเชิงเส้นดังกล่ำว เรำจะได้เมทริกซ์สัมประสิทธิ์ และเมทริกซ์ค่ำคงที่ ตำมล ำดับคือ 

𝐴 =  [
3 2 −1
2 −1 −3
1 3 −2

] ,     𝐵 =  [
2
13
1
] 

ขัน้ท่ี 1 หำค่ำ  𝑑𝑒𝑡 𝐴 

 

 

6 - 6 - 6

1 - 27 - 8
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แบบฝึกทักษะที่ 2.4.3จงใช้กฎของเครเมอร์ ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 ตัวแปรต่อไปนี้ แล้วตรวจสอบ

ค าตอบท่ีได้กับแบบฝึกทกัษะที่ 2.4.1 และ แบบฝึกทักษะที่ 2.4.2 

1)        2𝑥1 + 𝑥2  − 𝑥3   =  −1 

 𝑥1 − 2𝑥2 + 𝑥3    =  5 

 3𝑥1 − 𝑥2 − 2𝑥3  =  0 
.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

ตวัอยา่งท่ี 2.4.4(ต่อ) 

 ดังนั้น 𝑑𝑒𝑡 𝐴    =     (ผลรวมคูณลง)  − (ผลรวมคูณขึ้น)  
     =   (6 + (−6) + (−6)) − ( 1 + (−27) + (−8)) 

=      28                                  

ขัน้ท่ี 2  จะได้เมทริกซ์ 𝐴1,   𝐴2 และ 𝐴3  ดังนี้  

𝐴1 = [
2 2 −1
13 −1 −3
1 3 −2

],    𝐴2 = [
3 2 −1
2 13 −3
1 1 −2

],   𝐴3 = [
3 2 2
2 −1 13
1 3 1

] 

 ข้อสงัเกต หลักที่ระบำยสีน้ัน เกิดจำกกำรแทนหลักนั้นด้วยเมทริกซ์ 𝐵 = [
2
13
1
] 

ขัน้ท่ี 3  ด้วยกำรใช้กระบวนกำรเดียวกันกับในขั้นตอนแรกในกำรหำค่ำตัวก ำหนดของ 𝐴1,   𝐴2 และ 

𝐴3  เรำจะได้ค่ำตวัก ำหนด คือ 𝑑𝑒𝑡 𝐴1 = 28 ,  𝑑𝑒𝑡 𝐴2 = −56 

           และ 𝑑𝑒𝑡 𝐴3  =  −84 

ขัน้ท่ี 4 น ำค่ำที่ไดใ้นขั้นตอนที่ 1 และ 3 แทนในสมกำร (2.8) จะได้ค่ำของตวัไมท่รำบค่ำ ดังนี้ 

𝑥1 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴1
𝑑𝑒𝑡 𝐴

 =  
28

28
=   1,   

𝑥2 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴2
𝑑𝑒𝑡 𝐴

 =  
−56

28
=  −2 ,  

𝑥3 = 
𝑑𝑒𝑡 𝐴3
𝑑𝑒𝑡 𝐴

 =  
−84

28
 =  −3 
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.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................ 

 

2)   𝑥  + 2𝑦  − 𝑧   =    1 

2𝑥 + 𝑦  + 4𝑧   =    2 

3𝑥  + 3𝑦 +  4𝑧 =   1 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................................................... ................................................................... 

 

แบบฝึกทักษะที่ 2.4.4  จงใช้วิธีการที่ถนัดที่สุด ในการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 ตัวแปรต่อไปนี ้

1)       5𝑥1 − 2𝑥2 + 3𝑥3   =  22 

 2𝑥1 + 3𝑥2 − 4𝑥3 = −2 

 3𝑥1 + 4𝑥2   + 𝑥3  =  30 
.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................
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.............................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................... 

 

2)  𝑥 + 2𝑦 − 3𝑧  =   −20        

3𝑥 + 𝑦  + 2𝑧  =   −1        

2𝑥 − 2𝑦 +  3𝑧 =   14 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

........................................................................................................................................................................................................................... ........................... 

 

3)   2𝑥 + 3𝑦 − 𝑧  =  −7       

  𝑥 − 2𝑦  + 𝑧  =   −3       

  3𝑥 + 𝑦 +  2𝑧 =  −7 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................
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.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................... ................................................................... ................................................................. 

2.5 บทประยุกต์ในชีวิตประจ ำวัน(Applications in Daily Life) 

 ในหัวข้อท่ีผ่านมา นักศึกษาไดรู้้จักกับกระบวนการวิธีตา่งๆ ที่เราสามารถใช้แก้หาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้น 3 

ตัวแปรมาแล้ว ในหัวข้อน้ี เราจะได้มาศึกษาความเช่ือมโยงระหว่างเรื่องของระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปร กับปัญหาจริงที่

เกิดขึ้นในชีวิตประจ าวันของเรา ซึง่จะประกอบด้วย 2 ข้ันตอนหลักๆ ก็คือ 

 การเปลีย่นปัญหาในโลกจริง ให้เปน็ระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปร  

 การน าเอาวิธีการหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นท่ีได้ศึกษามาในหัวข้อท่ีแล้ว มาแก้หาผลเฉลยในขั้นตอนแรก  

และเราจะเห็นได้ว่า ภาระหลักของเราในหัวข้อน้ีก็คือขั้นตอนแรก ซึ่งการสร้างทักษะความสามารถในการเปลีย่นปัญหาจริง ให้

อยู่ในรูปของระบบสมการเชิงเส้นนี้ไม่ได้เป็นเรื่องที่ยาก หากแตต่้องอาศัยการสังเกตและฝึกฝนจากแบบฝึกหัด ถึงจะเกิดมโน

ภาพ และความเข้าใจ  
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ตวัอยา่งท่ี 2.5.1 (ปัญหาเจา้ของบ้านเช่า)อัครเดชเป็นเจ้ำของบ้ำนเช่ำ 3 หลัง แยกเป็นประเภทคือ มี

บ้ำนประเภทหรูปำนกลำง 1 หลัง บ้ำนประเภทหรูมำก 1 หลัง และบ้ำนประเภทหรูที่สุดอีก 1 หลัง เมื่อ

เดือนที่แล้ว อัครเดชได้มีกำรซ่อมแซมบ ำรุงบ้ำนทั้ง 3 หลัง โดยเสียค่ำใช้จ่ำยทั้งสิ้นเป็นเงิน 276,000 

บำท ซึ่งแบ่งออกได้ดังนี ้

 1. ค่ำใช้จ่ำยในกำรซ่อมบ ำรุงบ้ำนประเภทหรูปำนกลำง คิดเป็น 10 % ของค่ำเช่ำบ้ำนหลังนั้น 

 2. ค่ำใช้จ่ำยในกำรซ่อมบ ำรุงบ้ำนประเภทหรมูำก คิดเป็น 20 % ของค่ำเช่ำบ้ำนหลังนั้น 

และ 3. ค่ำใช้จ่ำยในกำรซ่อมบ ำรุงบ้ำนประเภทหรูที่สุด คิดเป็น 30 % ของค่ำเช่ำบ้ำนหลังนั้น 

ถ้ำก ำหนดให้ ค่ำเช่ำบ้ำนประเภทหรูที่สุดแพงเป็น 2 เท่ำของค่ำเช่ำบ้ำนประเภทหรูปำนกลำง และ อัคร

เดชเก็บค่ำเช่ำบ้ำนในเดือนน้ันรวมกันทัง้ 3 หลังได้เป็นเงิน 1,240,000 บำท แล้วจงหำว่ำ รำคำเช่ำ

บ้ำนของบ้ำนแต่ละหลัง เป็นเท่ำไหร่ต่อเดือน  

วิธีท า 

ก ำหนดตัวแปร คือ ให้  

 𝑥   แทน รำคำเช่ำบ้ำนประเภทหรูปำนกลำง ต่อเดือน หน่วยเป็นบำท 

 𝑦   แทน รำคำเช่ำบ้ำนประเภทหรูมำก ต่อเดือน  หนว่ยเป็นบำท 

 𝑧   แทน รำคำเช่ำบ้ำนประเภทหรูที่สุด ต่อเดือน  หน่วยเป็นบำท 

เน่ืองจำก ในเดือนที่มีกำรซ่อมบ ำรุงบ้ำนนั้น อัครเดชเก็บค่ำเช่ำรวมกันทัง้ 3 หลังได้ 1,240,000 จึงได้

ว่ำ  

 𝑥 + 𝑦  + 𝑧  =  1,240,000 (1) 
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ตวัอยา่งท่ี 2.5.1(ต่อ) 

และจำกข้อมูลเรื่องค่ำใช้จ่ำยซ่อมบ ำรุงของบ้ำนแต่ละหลังเมื่อเทยีบกับค่ำเช่ำของบ้ำนหลังนั้น เรำจึงได้

ว่ำ  

 0.1𝑥 + 0.2𝑦 + 0.3𝑧  =  276,000 (2) 
เพรำะว่ำค่ำซ่อมบ ำรงุของบ้ำนทัง้ 3 หลังรวมกันเป็น 276,000 

ต่อมำ จำกข้อควำมทีว่่ำ "ค่ำเช่ำบ้ำนประเภทหรูที่สุดแพงเป็น 2 เท่ำของค่ำเช่ำบ้ำนประเภทหรูปำน

กลำง " เรำจึงได้ว่ำ  

 𝑧  =  2𝑥 (3) 
นั่นคือ ตอนน้ีเรำได้ ระบบสมกำรเชิงเส้นที่ประกอบไปด้วย 3 สมกำร และ 3 ตัวแปร ซึ่งเรำจะสำมำรถ

ท ำกำรแก้หำผลเฉลยได้โดยวิธใีดก็ได้ตำมที่ไดศ้ึกษำในหัวข้อทีแ่ล้ว แต่ในตวัอย่ำงนี้ เรำจะสังเกตเห็น

ว่ำมีวธิีที่งำ่ยกว่ำ นั่นก็คือ กำรแทนค่ำ 𝑧  =  2𝑥  จำกสมกำรที่ (3) ลงในสมกำร (2) และ (1) ก็จะท ำ

ให้ระบบสมกำรใหมท่ี่ได้ ประกอบด้วยตวัแปร 2 ตวั คือ 𝑥 และ 𝑦 เท่ำนั้น ซึ่งก็ง่ำยต่อกำรหำผลเฉลย  
 

ดังนัน้ เรำจะท ำกำรแทนค่ำ  𝑧  =  2𝑥    จำกสมกำรที่ (3) ลงในสมกำรที่ (2) และ (1) ตำมล ำดับ ได้

ดังนี้  

 0.1𝑥 + 0.2𝑦 + 0.3(2𝑥)   =     276,000 (4) 

 𝑥 + 𝑦  + (2𝑥)   =  1,240,000 (5) 
รวมพจน์ของตัวแปร 𝑥  จะได้ว่ำ  

 0.7𝑥 + 0.2𝑦   =  276,000 (6) 

 3𝑥 + 𝑦    =  1,240,000 (7) 
จำกสมกำรที่ (7) เรำได้   𝑦    =  1,2400,000 − 3𝑥    และน ำไปแทนใน (6) จึงได้ว่ำ  

 0.7𝑥 + 0.2(1,240,000 − 3𝑥) =  276,000  

 0.7𝑥 + 248,000 − 0.6𝑥 =  276,000  

 0.1𝑥 =  276,000 − 248,000  

 𝑥 =  280,000  

น ำค่ำ 𝑥 ที่ได้ กลับไปแทนหำค่ำ 𝑦 และ 𝑧 จำกสมกำรที่ (7) และ (3) ตำมล ำดับ  

จะได ้

 𝑦 =  400,000และ𝑧 =  560,000  

นั่นคือ    รำคำเช่ำของบ้ำนประเภทหรูปำนกลำง คือ  280,000  บำท ต่อเดือน 

 รำคำเช่ำของบ้ำนประเภทหรูมำก คือ 400,000 บำท ต่อเดือน 

 รำคำเช่ำของบ้ำนประเภทหรูที่สุด คือ  560,000 บำท ต่อเดือน 
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ตวัอยา่งท่ี 2.5.2 (ปัญหานักลงทุน)สืบเนื่องจำกกำรท ำธุระกจิบ้ำนเช่ำได้ก ำไรดีเหลือเกิน ดังนั้น เมื่อ

ต้นปีที่แล้ว อัครเดช จงึได้น ำเงนิที่เก็บสะสมมำเป็นจ ำนวน 25,000,000 บำท ให้กบัพรประภำ เพื่อน

สนิทที่คบกันมำตั้งแต่สมัยเรยีน ป.ตรี มทส. ให้ไปลงทุนกบับริษัทหลักทรัพยแ์หง่หนึ่ง บริษัทนี้มี

ทำงเลือกกำรลงทุนใหพ้รประภำอยู่ 3 ประเภท คือ กำรลงทุนกับโครงกำรร่ ำรวย กำรลงทุนกับ

โครงกำรมัง่ม ี และกำรลงทุนกบัโครงกำรเศรษฐีอำยุน้อย   ซึ่งแต่ละประเภทกำรลงทุนให้ค่ำตอบแทน

แตกต่ำงกันไป ดังนี ้

 1. กำรลงทุนกับโครงกำรร่ ำรวย ให้ค่ำตอบแทน 6 % บำท ต่อป ี

 2. กำรลงทุนกับโครงกำรมัง่มี ให้ค่ำตอบแทน 7 % บำท ต่อป ี

 3. กำรลงทุนกับโครงกำรเศรษฐอีำยุน้อย ให้ค่ำตอบแทน 8 % บำท ต่อป ี

ถ้ำก ำหนดให้ เมื่อส้ินปีที่ผ่ำนมำ พรประภำได้เงินตอบแทนทั้งหมดจำกกำรลงทุนกับโครงกำรทั้งสำม

รวมกันเป็น 1,620,000 บำท และพรประภำใช้เงินลงทุนในโครงกำรมั่งมี มำกกว่ำเงินทีใ่ช้ลงทุนใน

โครงกำรเศรษฐีอำยุน้อยอยู่ 6,000,000 บำท แล้วจงหำว่ำ พรประภำได้ใช้เงินเป็นจ ำนวนเท่ำใดในกำร

ลงทุนไปในแต่ละโครงกำร 

วิธีท ำ  

เน่ืองจำกโจทยถ์ำมหำจ ำนวนเงนิทีภัทรภรลงทุนไปในแต่ละโครงกำร ดังนั้น เรำจะก ำหนดให้เปน็ตัว

แปร คือ 

ให้    𝑥  แทน จ ำนวนเงินที่ลงทุนในโครงกำรร่ ำรวย 

 𝑦  แทน จ ำนวนเงินที่ลงทุนในโครงกำรมั่งม ี

 𝑧  แทน จ ำนวนเงินที่ลงทุนในโครงกำรเศรษฐีอำยุน้อย  

ขั้นต่อไปเรำจะพิจำรณำเงื่อนไขแต่ละเงื่อนไขที่โจทยใ์หม้ำ แล้วเปล่ียนเป็นสมกำรทำงคณิตศำสตร์ 
เน่ืองจำก เงินทีใ่ช้ลงทุนไปทั้ง 3 โครงกำร เมื่อรวมกันแล้วจะต้องเป็นเงินที่พรประภำไดม้ำจำกอัครเดช
เมื่อตอนต้นปี นั่นคือ  

 𝑥 + 𝑦  + 𝑧  =  25,000,000 (1) 
และจำกเงื่อนไขกำรให้ค่ำตอบแทนของแต่ละโครงกำรที่แสดงไวใ้นข้อ 1 - 3 ข้ำงต้น เรำจะได้ว่ำ  

 0.06𝑥 + 0.07𝑦 + 0.08𝑧  =  1,620,000 (2) 
และเน่ืองจำก พรประภำใช้เงินลงทุนในโครงกำรมัง่มี มากกว่าเงินที่ใช้ลงทุนในโครงกำรเศรษฐีอำยุ
น้อยอยู่ 6,000,000 บำท จึงไดว้ำ่ 

 𝑦 − 𝑧  =  6,000,000 (3) 
ซึ่งมำถึงตอนนี้ เรำจะได้ระบบสมกำรเชิงเส้นที่ประกอบดว้ย 3 ตัวแปร และ 3 สมกำร ขั้นตอนตอ่ไปก็
คือกำรเลือกใช้วิธทีี่เหมำะสม(และถนัด) ในกำรหำผลเฉลยของระบบสมกำรเชงิเส้นน้ี 

และในตัวอย่ำงนี้ จะได้ใช้วธิีของเกำส์ (Gauss’s Method) ซึ่งแสดงไว้ในหัวข้อที่ 2.4 ในกำรหำผล
เฉลย 
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ตวัอยา่งท่ี 2.5.2 (ต่อ) 

จำกสมกำรที่ (1), (2) และ (3) เรำสำมำรถสร้ำงเมทริกซ์แต่งเตมิได้เป็น 

[
1 1 1
0.06 0.07 0.08
0 1 −1

|
25,000,000
1,620,000
6,000,000

] 

เรำจะเร่ิมกำรด ำเนินกำรแปลงเชิงแถวเบื้องต้น ตำมล ำดับดังนี้ 

 

𝑅2−0.06𝑅1
→        

แล้วเขียนเป็น 𝑅2 ใหม ่
[
1 1 1
0 0.01 0.02
0 1 −1

|
25,000,000
120,000
6,000,000

] 

 

100𝑅2
→    

แล้วเขียนเป็น 𝑅2 ใหม ่
[
1 1 1
0 1 2
0 1 −1

|
25,000,000
12,000,000
6,000,000

] 

 

𝑅1−𝑅2
→     

แล้วเขียนเป็น 𝑅1 ใหม ่
[
1 0 −1
0 1 2
0 1 −1

|
13,000,000
12,000,000
6,000,000

] 

 

𝑅3−𝑅2
→     

แล้วเขียนเป็น 𝑅3 ใหม ่
[
1 0 −1
0 1 2
0 0 −1

|
13,000,000
12,000,000
−2,000,000

] 

 

(−1)𝑅3
→     

แล้วเขียนเป็น 𝑅3 ใหม ่
[
1 0 −1
0 1 2
0 0 1

|
13,000,000
12,000,000
2,000,000

] 

 

𝑅1+𝑅3
→     

แล้วเขียนเป็น 𝑅1 ใหม ่
[
1 0 0
0 1 2
0 0 1

|
15,000,000
12,000,000
2,000,000

] 

 

𝑅2−2𝑅3
→      

แล้วเขียนเป็น 𝑅2ใหม ่
[
1 0 0
0 1 0
0 0 1

|
15,000,000
8,000,000
2,000,000

] 

 ดังนั้น  
 𝑥 = 15,000,000
𝑦 =  8,000,000
𝑧 = 2,000,000

 

นั่นคือ จะสรุปได้ว่ำ  

พรประภำ  ลงทุนไปกบัโครงกำรร่ ำรวย เป็นจ ำนวนเงิน  15,000,000  บำท 

 ลงทุนไปกับโครงกำรมัง่มี เป็นจ ำนวนเงิน  8,000,000  บำท 

และ  ลงทุนกับโครงกำรเศรษฐีอำยุน้อย เป็นจ ำนวนเงิน 2,000,000  บำท  
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แบบฝึกทักษะที่ 2.5.1  จงใช้ระบบสมการเชิงเส้นหลายตัวแปร พร้อมด้วยเลือกวิธีการแก้ท่ีเหมาะสม(หรือถนัด) ในการแก้หา

ผลเฉลยของปัญหาในชีวิตจริงต่อไปนี้ 

1)ปัญหำนักลงทุนมือใหม่ก าหนดให้อัตราดอกเบีย้การลงทุนของบริษัทสุขสันต์หรรษาในแตล่ะประเภทการลงทุน ซึ่งมีท้ังหมด 

3 ประเภทคือ ประเภท 1 ปี, ประเภท 2 ปี และประเภท 3 ปี  เป็นไปตามข้างล่างนี้  

ประเภท (ปี) 1 2 3 

อัตราดอกเบีย้  3.4 % 5.0 % 6.0 % 

     อนุสรณ์เป็นนักธุรกิจมือใหม่ มีความประสงค์ที่จะลงทุนกับบริษทัน้ี และมีเงินท่ีจะใช้ลงทุนทั้งสิ้นเป็นจ านวน 15,000,000 

บาท โดยอนสุรณ์ต้องการที่จะไดผ้ลตอบแทนในแต่ละปีจากการลงทนุท้ัง 3 ประเภท เป็นจ านวนเงินท้ังสิ้น 800,000 บาท 

ถ้า อนุสรณต์้องการที่ใช้เงินลงทุนในประเภท 2 ปี มากกว่าเงินท่ีจะลงทุนในประเภท 1 ปี อยู่ 1,000,000 บาท แล้วเงินท่ี

เหลือ จะใช้ลงทุนกับการลงทุนในประเภท 3 ปี 

จงหาว่า อนุสรณ์จะต้องลงทุนกับแต่ละประเภทการลงทุน เป็นจ านวนเงินเท่าใด 
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2) ปัญหำ น.ส. ดำว มหำลัย กับ สูตรปรุงอำหำร ไก่ผัดไส้กรอกทรงเครื่อง เป็นอาหารเลิศรสประจ าตระกลูของ น.ส.ดาว 

มหาลัย ที่มสี่วนประกอบหลักคือ ไก่, ไส้กรอก และข้าว มาวันหน่ึง น.ส.ดาว จดังานเลี้ยงฉลองการส าเร็จการศึกษาจาก

มหาวิทยาลยัแห่งหน่ึงในกรุงเทพฯ และต้องการที่จะท าไกผ่ัดไส้กรอกทรงเครื่องนี้เลี้ยงแขกในงานในปริมาณที่มาก แต่ปญัหา

คือ น.ส.ดาว มีงบประมาณในการซื้อส่วนประกอบของอาหารไมม่าก (เพราะพึ่งส าเร็จการศึกษา ยังไม่มีงานท า) ซึ่งราคา

วัตถุดิบจากตลาดประจ าบ้านหนองใหญ่ พบว่า 

  เนื้อไก่ ราคา 600 บาท ต่อกิโลกรมั 

  ไส้กรอกหมู ราคา 300 บาท ต่อกิโลกรมั 

 และ  ข้าว ราคา 100 บาท ต่อกิโลกรัม 

 ถ้า น.ส.ดาว มหาลยั ไดจ้่ายเงินทั้งหมดในการซื้อวัตถุดิบเป็นจ านวน 4,200 โดยน้ าหนักรวมของวัตถุดิบทั้ง 3 ชนิดนี้คือ 

13.5 กิโลกรัม และพบอีกด้วยว่า น.ส. ดาว ข้าวที่ น.ส.ดาว ซื้อ หนักเป็น 2 เท่าของไส้กรอกท่ีซื้อ 

จงหาว่า น.ส.ดาว ซื้อวัตถดุิบแตล่ะประเภทเป็นก่ีกิโลกรมั 
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............................................................................................................................................................................................................................................................. 

 

3) ปัญหำกำรโฆษณำบริษัทการตลาดแห่งหนึ่ง มีความประสงค์จะลงโฆษณากับสื่อ โดยมีงบประมาณทั้งหมด 30,000 บาท 

ต่อเดือนโดยที่ อัตราค่าโฆษณาทางทีวี คิดเป็นชุดละ 1,000 บาท อัตราค่าโฆษณาทางวิทยุ คิดเป็นชุดละ 200 บาท และ

ทางหนังสือพิมพ์คิดเป็นชุดละ 500 บาท ต่อเดือน ถ้าบริษัทน้ีต้องการที่จะลงโฆษณาเป็นจ านวนท้ังสิน้ 60 ชุดใน 1 เดือน 

และต้องการที่ให้จ านวนชุดของการลงโฆษณาทางวิทยุ เป็นจ านวนเท่ากับจ านวนชุดของการลงโฆษณาทางทีวีรวมกับทาง

หนังสือพิมพ์พอดี  

จงหาว่า บริษัทนี้ จะต้องลงโฆษณาในสื่อแต่ละประเภท เป็นจ านวนกี่ชุดในแต่ละเดือน 
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............................................................................................................................................................................................................................................................. 

4) ปัญหำกำรโฆษณำ (ต่อ) จากข้อ 3 ปรากฎว่าในเดือนหน้านี ้ บริษัทดังกล่าวได้ลดงบประมาณการโฆษณาจาก 30,000 

บาท เป็น 25,000 บาท จงหาว่า จะต้องท าการโฆษณาในสื่อแต่ละประเภท เป็นจ านวนกี่ชุด (ถ้าเงื่อนไขที่เหลือน้ัน 

เหมือนกับข้อท่ี 3 ทุกประการ) 
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5)ปัญหำกำรจ ำหน่ำยต๋ัวเข้ำชมกฬีำในการแขง่กีฬาครั้งหนึ่งเมื่อไมน่านมานี้ สนามกีฬากลางมีที่นั่งทัง้หมด 49,000 ท่ีนั่ง โดย

แบ่งเป็น 3 ระดับคือ ที่น่ังระดับลา่ง ระดับกลาง และระดับบนสุด โดยแตล่ะระดับจะมีราคาตั๋วที่แตกต่างกัน คือ 

 ราคาตั๋วส าหรับท่ีนั่งระดับล่าง  คิดเป็น  35 บาท ต่อ หนึ่งที่น่ัง 

 ราคาตั๋วส าหรับท่ีนั่งระดับกลาง คดิเป็น 30 บาท ต่อ หนึ่งที่น่ัง 

และ ราคาตั๋วส าหัรบท่ีนั่งระดับบนสุด คิดเป็น 25 บาท ต่อหน่ึงที่น่ัง  

 โดยจ านวนท่ีนั่งในระดับในระดับลา่ง และระดับกลาง เมื่อรวมกันแลว้ จะเท่ากับจ านวนที่น่ังในระดับบนสุด 

เมื่อมีการจ าหน่ายตั๋วเข้าชมกีฬาครั้งหนึ่ง ผลปรากฎว่าตั๋วขายหมดพอดี และได้รายได้ทั้งหมดเป็นเงิน 1,419,500 บาท  

จงหาว่า จ านวนท่ีนั่งในแต่ละระดบันั้น มีจ านวนเท่าใด  
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท (Additional Exercises) 

1.  ถ้า 𝐴 = [15 10 9
−2 −6 3

] , 𝐵 = [−7 5], และ𝐶 = [17 5 10
11 −3 −1

] , 

จงหา 

1. 𝐴 + 𝐵     7.  0.5𝐶 

2. 𝐴 + 𝐶     8.  2𝐴 + 3𝐶 

3. 𝐶 − 𝐴     9.  𝐵 + 𝐶 

4. 𝐴 − 𝐶     10.  −𝐶 − 𝐴  

5. 3𝐴     11.  −2𝐵 + 5𝐶  

6. −2𝐵     12.  3𝐴 − 4𝐶  

2. ถ้า𝐴 = [2 3 6
4 0 1

] , 𝐵 = [
1 0 2
3 1 −1
−2 2 3

] , 𝐶 = [
2 1 1
3 0 1
2 −1 0

], 

𝑋 = [
𝑥
𝑦
𝑧
] , 𝑉 =  [

3
−1
2
] 

จงหา 

1. 𝐴 + 𝐵   8. 𝐶𝐵    
2. 𝐵 + 𝐶   9. 𝐴2   
3. 3𝑋 + 𝑉   10. 𝐵2 

4.3𝐵 − 𝐶   11. 𝐵3     
5. 𝐴𝐵    12. 𝐴𝑉 

6. 𝐵𝐴    13. 𝐴𝑋      
7. 𝐵𝐶    14. 𝐵𝑋 

    15. 𝑉𝑋 

3.จงใช้การหาเมตริกผกผันเพื่อหาผลเฉลยในแตล่ะข้อต่อไปนี้  

1) [
4 −2
−7 2

]𝑋 = [
−6
12
] 

2) [
−1 1
5 −2

] 𝐶 = [
4
−26

] 

3)  [
2 −3
−5 5

] 𝑍 = [
−1
20
] 

4) [
1 −9
1 0

] 𝑍 = [
−35
−8

] 
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5) [
−1 2
−6 10

]𝑍 = [
6
22
] 

6.  3𝑋 = [
12 −12
21 −27

] 

7.  [
25 13
13 9

] = [
7 −2
3 −2

]𝑋 

8.  [
20 −3
15 −3

] = [
−6 −5
−5 −4

]𝐾 

9.  𝑌 − [

−1
−5
8
8

] = [

−6
6
−16
0

] 

10.  [
−1 −1
−8 0

]𝑋 = [
−6 3
−40 −40

] 

11.  [
0 −4
0 −1

]𝑋 = [
28 0 −20
7 0 −5

] 

12.  [
9 −15
−21 39

] = [
2 −3
−7 9

]𝑋 

13.  [
−1 −2
2 9

]𝐵 = [
−3 −5 13
21 0 −36

] 

14.  [
−1 −9
0 −1

] 𝐶 = [
11
2
] 

 

4. จงหาผลคณูของเมทริกต่อไปนี้ (ถ้ามี) 

1.   

[
 
 
 
 
5 −4 −2
5 −5 4
2
−5
3

5
4
−4

−4
3
−3]
 
 
 
 

[
5
−2
−3
] 

2.   [
0 −1 −1 3
5 −5 −2 2
1 0 4 5

] [
0 −3
−2 −1
3 −3

] 

3.   [

3 −3 −3
−3 −2 −5
5
−4

−1
3

−4
−3

] [
−4 1 5 −3 0
1 −4 2 1 −5
−5 −5 5 −5 −4

] 

4.  [
4 4 −2 −3 2
0 −4 0 −2 4

]

[
 
 
 
 
0 −5 2
5 −2 5
−1
−1
−3

3
−2
5

4
4
−1]
 
 
 
 

 

5.   [

0 −4 3
−4 −4 −4
−5
−2

4
−5

−3
−4

] [
1 3 3 1
4 −1 3 4
2 −4 −4 2

] 

6.   [

2
5
−3
−2

] [−2 −5 −4 −1] 

7.   [

1 −1 −5
4 5 4
−1
4

1
−5

5
−2

] [
1 0 3 −5 5
−1 −5 −4 −1 4
−1 4 1 −4 −1

] 

8.   [
−3 −5 2 5
−5 4 −3 2
−5 5 1 −1

] [
−2 −4 −3 5 −3
2 −4 −1 5 3
5 3 5 −4 0

] 

9.   [
5 −5 2 3 −5
1 1 3 −4 −2

] [
4 5 −2
−4 2 −1
4 0 0

] 

10.   [
1 3 1 2 −1
5 3 −5 5 4

] [
3 −5 0 1
4 0 −1 −3

] 

102

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 

5. จงใช้วิธีการก าจัดแบบเกาส์ (ด้วยการด าเนินการเชิงแถวเบิ้องต้น) ส าหรับกาหาผลเฉลยของระบบสมการเชิงเส้นต่อไปนี ้

1)   − 6𝑟 + 5𝑠 + 2𝑡 = −11   2)   − 6𝑥 − 2𝑦 + 2𝑧 = −8  
      −2𝑟 + 𝑠 + 4𝑡 = −9          3𝑥 − 2𝑦 − 4𝑧 = 8  
      4𝑟 − 5𝑠 + 𝑡 = −4           6𝑥 − 2𝑦 − 6𝑧 = −18  
 

3)   5𝑥 − 4𝑦 + 2𝑧 = 21   4)      6𝑟 − 𝑠 + 3𝑡 = −9    
      −𝑥 − 5𝑦 + 6𝑧 = −24          5𝑟 + 5𝑠 − 5𝑡 = 20   
      −𝑥 − 4𝑦 + 5𝑧 = −21          3𝑟 − 𝑠 + 4𝑡 = −5   
 

5)   − 3𝑎 − 𝑏 − 3𝑐 = −8  6)  − 5𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧 = 4   
      −5𝑎 + 3𝑏 + 6𝑐 = −4          −3𝑥 + 𝑦 + 5𝑧 = −5   
      −6𝑎 − 4𝑏 + 𝑐 = −20          −4𝑥 + 2𝑦 + 𝑧 = 13   
 

7)    3𝑎 − 3𝑏 + 4𝑐 = −23   8)   − 6𝑥 − 2𝑦 − 𝑧 = −17  

𝑎 + 2𝑏 − 3𝑐 = 25          5𝑥 + 𝑦 − 6𝑧 = 19   
       4𝑎 − 𝑏 + 𝑐 = 25           −4𝑥 − 6𝑦 − 6𝑧 = −20  

 

แบบฝึกทักษะชุด Extra  
 

1.ก าหนดเมทริกซ์ 𝐴4×5, 𝐴3×5, 𝑁2×3, 𝐶4×3, 𝐷5×2, 𝑀3×4 แล้วผลคณูของเมทริกซ์ต่อไปนี้มีค่าเท่าใด 

1.1) 𝐶(𝐴𝐵) 

1.2)  𝑀[𝐵𝐴] 

1.3) [(𝐶𝑀)𝐴] 

1.4) 𝐵[(𝐷𝑁)𝐵] 

1.5) [(𝑁𝑀)𝐴]𝐷 

1.6) ([𝐶𝐵]𝐷)𝑀 

2.ก าหนด 𝐴 ในแต่ละข้อต่อไปนี้จงหา 𝐴−1 

2.1 𝐴 = [2 −1
3 2

] 

2.2 𝐴 = [0 −3
2 1

] 

2.3 𝐴 = [−2 −4
1 −1

] 

2.4 𝐴 = [2 1
4 6

] 

2.Extra)  จงหา 𝐴−1 (ถ้ามี) ของเมทริกซ์ 𝐴 ที่ก าหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

1) [2 3
5 0

] 2) [3 −5
0 4

] 
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3) [1 −2
3 −1

] 

4) [−2 −3
2 6

] 

5) [0 5
0 4

] 

6) [−1 3
2 8

] 

7) [3 2
0 6

] 

8) [9 0
1 −2

] 

9) [−1 2
−3 6

] 

10) [−2 3
4 −6

] 

3.ถ้าก าหนดให้ 𝐴ในแต่ละข้อจงหา 

3.1 𝐴 = [2𝑥 1
3 6

]ถ้า det 𝐴 = 1แล้ว (𝑥 + 3) =? 

3.2 𝐴 = [−𝑥 + 2 −1
0 2

]ถ้า det 𝐴 = 0แล้ว (𝑥 − 4) =? 

3.3 𝐴 = [(𝑥 − 1) 2
𝑥 −1

]ถ้า det 𝐴 = 1แล้ว (𝑥 + 2)2 =? 

3.4 𝐴 = [ 6𝑥 2
2𝑥 − 1 3

]ถ้า det 𝐴 = 2แล้ว 
(𝑥+1)

2
=? 

4. จงหา det 𝐴เมื่อก าหนด 

4.1 𝐴 = [
1 2 −1
2 1 0
3 4 0

] 

4.2 𝐴 = [
−1 2 5
7 0 2
−2 1 0

] 

4.3 𝐴 = [
1 1 1
2 −1 3
4 6 0

] 

4.4 𝐴 = [
6 1 −2
0 1 2
3 2 1

] 

4.Extra)  จงหา det𝐴เมื่อก าหนด 

1) 𝐴 = [
0 1 2
2 3 5
7 5 2

] 

2) 𝐴 = [
−1 2 1
3 4 6
5 1 2

] 

3) 𝐴 = [
3 6 1
−2 0 3
−1 1 4

] 

4) 𝐴 = [
0 1 −3
2 1 0
4 5 6

] 

5) 𝐴 = [
−1 2 3
0 4 5
2 0 1

] 

6) 𝐴 = [
−2 0 1
2 1 −3
4 5 0

] 

7) 𝐴 = [
2 1 0
0 3 4
5 1 7

] 

8) 𝐴 = [
2 0 0
1 3 0
4 5 7

] 
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9) 𝐴 = [
−3 1 2
1 3 0
4 5 7

] 10) 𝐴 = [
1 −1 2
0 1 3
9 2 1

] 

5. จงหาค่า 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧ในแต่ละข้อ 

5.1) [
2 + 𝑥 1
𝑦 − 2 𝑧

] + [
2 2
1 0

] = [
0 3
−1 1

] 

5.2) [
𝑧 + 𝑥 𝑦
−𝑥 𝑥 − 𝑦] + [

−1 2
0 0

] = [
0 1
2 −4

] 

5.3) [1 2
3 4

] − [
𝑧 + 𝑥 2
𝑥 𝑦 − 𝑥

] = [
2 0
0 −2

] 

5.4)[
𝑥 + 𝑧 𝑧 − 2
𝑦 − 𝑧 0

] = [
1 0
0 0

] 

6) จงหาเมทริกซ์ 𝐴ที่ท าให้ 𝐴 + 3𝐵 = −𝐶 เมื่อ𝐵 = [
2 0 −1
5 3 4
−2 1 2

]และ 

𝐶 = [
0 1 1
2 −1 −2
3 0 1

] 

7) จงหาผลคูณของเมทริกซ์แตล่ะคู่ต่อไปนี้(ถ้าสามารถด าเนินการได)้  

1) [
3 0 1
−4 3 5
7 1 3

] [
0 −4
8 2
−6 3

] 

2) [
2 1 3
−3 7 0
−5 2 9

] [
2 −1 9
8 6 3

] 

3) [
7 5 6
2 2 −4
1 −4 8

] [
0
8
9
] 

4) [
5 8
3 2

] [
1 1
6 −9

] 

5) [
1 −8
0 5
6 3

] [
4 −2 7
−6 5 9

] 

6) [
4 −3
8 −3

] [
2 8
9 −2
4 9

] 

7) [
−1 9
−2 8
9 8

] [
7
4
] 

8) [
0 9
4 5
2 5

] [
9
3
] 

9) [
−9 5
8 −3
1 −8

] [
−8 4
6 −1
8 4

] 

10) [
3 7
1 9

] [
5 7
2 3
3 5

] 

 

Extra Exercises  
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1. จงหาค่า 3𝑥 + 𝑦เมื่อ 

[
5 𝑦
−𝑥 11

] = [
5 𝑥 − 3

𝑦 − 1 11
] 

2. จงหาค่า 2𝑥 − (𝑥 + 𝑦)เมื่อ 

[
𝑥 + 4 2
8 3𝑦

] = [
𝑦 2
8 6 + 5𝑥

] 

3. จงหาค่า 3(𝑥 − 𝑦) − 5 เมื่อ 

2 [
𝑦 + 𝑥 13
7 𝑥 − 𝑦

] = [
2 13
7 −6

] 

4. จงหาค่า 
𝑥

2
+
𝑦

3
เมื่อ 

[
9 2𝑦
𝑥 0

] = [
25 −5
2𝑦 8

] − [
16 3𝑥
7 8

] 

5. จงหาค่า 
𝑥−2

𝑦−4
เมื่อ 

[
9 15
5 5𝑥

] = [
3𝑦 4
−2 5

] + [
−3𝑥 11
7 −5𝑦

] 

6. จงหาค่า 
1

𝑥
+
1

𝑦
เมื่อ 

[
0 𝑦
2𝑥 −11

] − [
−3 −5
5𝑦 −6

] = [
3 𝑥
1 −5

] 

7. จงหาค่า 
3𝑥

2
− 5𝑦เมื่อ 

[
7𝑥 21
3𝑥 7

] + [
−6𝑥 −16
−4 2

] = [
𝑦 + 3 5
2𝑦 9

] 

8. จงหาค่า 12 + 7(
𝑥

𝑦
) เมื่อ 

2 [
4 𝑥

4𝑦 − 3𝑦 9
] − 4 [

−3
𝑦

2

−
𝑥

2
−8
] = 5 [

4 2
14

5
10
] 

9. จงหาค่า 2𝑥 + 3𝑦 เมื่อ 

[
5𝑥 10
−11 3𝑦

] + [
−3𝑥 −7
0 9𝑦

] + [
4 −2
−9 6 + 4𝑥

] = [
7 + 𝑦 1
−20 10𝑦

] 

10. จงหาค่า 
13

6
𝑥 + 26𝑦 เมื่อ 

4 [
𝑦 −1

3
𝑥

4

] − 2 [
𝑦 −10
7 −16

] + [
𝑦 −8
26 40

] = 4 [

𝑥

4
2

6 4𝑦
] 

11. จงหาค่า 𝑥 + 𝑦 + 𝑧เมื่อ 

[
7 5𝑥 30
−5 3𝑦 1

] − [
1 2𝑦 𝑧
3 −2𝑥 4

] = [
10 22 3𝑥
−2 4𝑧 −10

] − [
4 𝑧 −4𝑦
6 2 −5

] 
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12. จงหาค่า (𝑥 + 𝑦) − 2𝑧 เมื่อ 

[
2 3𝑦 7
𝑥 0 −10
3 12 −2𝑧

] + [
4 2𝑥 8
𝑧 5 8
3 0 −7

] = [
3 𝑧 3
2𝑦 10 5
6 5 3𝑥

] − [
−3 7 −12
3 5 7
0 −7 𝑦

] 

13. จงหาค่า2(𝑥 + 𝑦) + 3𝑧เมื่อ 

[
𝑥 7
6 3𝑦
−4𝑧 0

] + [
2𝑦 3
−2 3𝑥
2 −1

] = [
1 5
9 −4𝑧
2𝑥 11

] + [
𝑧 5
−5 1
𝑦 −12

] 

14. จงหาค่า 5(𝑥 + 𝑦)เมื่อ 

[
9 𝑥
3𝑦 8

] − [
2 𝑦
−2𝑥 12

] = [
9 10

4𝑥 + 2 1
] + [

1 10
27 − 3𝑥 −5

] − [
3 20

𝑥 − 6 0
] 

15. จงหาค่า 4𝑥 + 3(𝑦 + 𝑧)เมื่อ 

[
3𝑥 6
5 4𝑧
21 0

] − [
2𝑥 −7
2 2𝑧
7 9

] + [
−3𝑧 5
1 𝑦
2𝑥 11

] = [
−20 18
3 −1
2𝑦 4

] − [
2𝑦 0
−1 3𝑥
3𝑧 2

] 
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เฉลยแบบฝึกทักษะ(Answers) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 2.1 เมทริกซ์และพีชคณิตเบ้ืองต้นบนเมทริกซ์ 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.1.1 

1)[
0 −3 9
−17 −4 7
−10 0 2

] 2)[
−3/2 −3 3/2
−19/2 −1 5/2

−10 −3/2
1

2

]  

3)[
√2 0 5√2

−5√2 −2√2 −3√2

0 √2 √2

] 4)[
3 3 6
2 −2 2
10 3 1

]   

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.1.2 

1) 𝑥 =  1, 𝑦 =  6      2) 𝑥 =  −7, 𝑦 =  −11           3) 𝑥 =  −5, 𝑦 =  2, 𝑧 = 1 

4) 𝑥 =  −1, 𝑦 =  4, 𝑧 =  65) 𝑥 =  5, 𝑦 =  19, 𝑧 =  5 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.1.3 

1) [ 6 0
−17 12

] 2) [−18 12
9 −6

] 3)  [1 −16 
4 13

]  

4)[−5 −14
−5 −1

]5)  [
−10 −20
10 −12 
18 −20

]6)  [1 −3
4 18 

] 

7)  [
−10 10
12 −12 
0 0

]8) ไม่สามารถท าการคูณกันได ้        9)  [
2 22
23 −2
−9 −48

] 

10)  [ −6
−11

]                           11)   [−9𝑢 −33𝑣]                12)  [
16𝑥 − 2𝑦2 −4 + 3𝑦

−8𝑥2 − 8𝑦 −2𝑥 + 12
] 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.1.4 

2) จะตกท่ีพิกัด (−0.1232, 0.1866, 0) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 2.2 ตัวก ำหนดของเมทริกซ์ 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.2.1 

1)  -12  2)  -24  3)  39  4)  -103 

5)  -161  6)  -51  7)  200  8) 139 

9)  647  10)  -800 11)   0                       12)  𝑥 =  −2 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 2.3 เมทริกซ์ผกผัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.3.1 

1)  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ เพราะเมทริกซ์นีม้ีค่าตัวก าหนดเป็นศูนย์  
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2)  [
1

4

−1

4
3

2
−
1

2

]               3)  − 1

21
[
6 5
−9 4

]   

4)  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ เพราะเมทริกซ์นีม้ีค่าตัวก าหนดเป็นศูนย ์

5)  [1 −5
2 −11

]               6)  [
9

2
−1

−
1

2
0
]  

7)  ไม่สามารถหาเมทริกซ์ผกผันได้ เพราะเมทริกซ์นีม้ีค่าตัวก าหนดเป็นศูนย ์

  

8)  [
1

3
−
1

9

−
2

3
−
1

9

] 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.3.2 

1) 

[
 
 
 
 −

8

57

32

19
−
20

57
22

19
−
36

19
−
2

19
50

57
−
48

19
−
46

57]
 
 
 
 

2) 1
6
[
−3 5 7
−9 11 19
12 −14 −22

]3)  1
828
[
3 31 101
−21 59 −155
78 −22 142

] 

4)  (
1 3 2
−3 −3 −1
2 1 0

)5)   (
1 2 3
−2 −4 −5
3 5 6

)6)  (
7 10 −11
−7 −8 10
−11 −15 17

) 

7)  

(

 
 
−
1

22

7

22

3

22
1

11

4

11
−

3

11
5

22
−
13

22

7

22 )

 
 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 2.4 กำรใช้เมทริกซ์ในกำรหำผลเฉลยระบบสมกำรเชิงเส้น 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.4.1 - 3 

1)𝑥1 = 1, 𝑥2 = −1,   𝑥3 = 22)   𝑥 = 7, 𝑦 =  −4,    𝑧 = −2 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.4.4 

1)𝑥1 = 3, 𝑥2 =  4,   𝑥3 = 52)   𝑥 = −2, 𝑦 =  −3,    𝑧 = 4 

3)   𝑥 = −3.5, 𝑦 =  0.5, 𝑧 = 1.5 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 2.5 เมทริกซ์และสมกำรเชิงเสน้หลำยตัวแปรในชีวิตประจ ำวัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 2.5.1 

1) อนุสรณ์จะต้อง ลงทุนกับบริษทัสุขสันต์หรรษาประเภท 1 ปี เป็นจ านวนเงิน 2,500,000 บาท  

                       ลงทุนกับบริษัทสุขสันต์หรรษาประเภท 2 ปี เป็นจ านวนเงิน 3,500,000 บาท 
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                       ลงทุนกับบริษัทสุขสันต์หรรษาประเภท 3 ปี เป็นจ านวนเงิน 9,000,000 บาท 

2) น.ส.ดาว ได้ซื้อไก่มาเป็นปริมาณ 4.5 กิโลกรัม 

               ได้ซื้อใส่กรอกมาเป็นปริมาณ 3 กิโลกรมั 

               ได้ซื้อข้าวมาเป็นปรมิาณ 6 กิโลกรมั 

3) บริษัทน้ีจะต้องลงโฆษณาทางทีวี เป็นจ านวน 18 ชุด  

                     ลงโฆษณาทางวิทยุ เป็นจ านวน 30 ชุด 

                     ลงโฆษณาทางหนังสือพิพม์ เป็นจ านวน 12 ชุด 

4) บริษัทน้ีจะต้องลงโฆษณาทางทีวี เป็นจ านวน 8 ชุด  

                     ลงโฆษณาทางวิทยุ เป็นจ านวน 30 ชุด 

                     ลงโฆษณาทางหนังสือพิพม์ เป็นจ านวน 22 ชุด 

5) มีจ านวนท่ีนั่งระดับล่างทั้งหมด 14,400 ที่น่ัง 

   มีจ านวนท่ีนั่งระดับกลางทั้งหมด 10,100 ท่ีนั่ง 

มีจ านวนท่ีนั่งระดับบนสุดทั้งหมด 24,500 ท่ีนั่ง 

เฉลยแบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท 

ข้อ 1) 

 1.  ไม่สามารถด าเนินการได ้   7. [8.5 2.5 5
5.5 −1.5 −0.5

] 

 2. [32 15 19
9 −9 2

]   8. [81 35 48
29 −21 3

] 

 3. [ 2 −5 1
13 3 −4

]   9.  ไม่สามารถด าเนินการได ้

 4. [ −2 5 −1
−13 −3 4

]   10. [−32 −15 −19
−9 9 2

]  

 5. [45 30 27
−6 −18 9

]   11.  ไม่สามารถด าเนินการได ้

 6. [14 −10]    12. [−23 10 −13
−50 −6 13

] 

ข้อ 2) 

1. ไม่สามารถด าเนินการได้    6. ไม่สามารถด าเนินการได ้  11. [
−7 20 14
1 3 23
16 14 −3

] 

2. [
3 1 3
6 1 0
0 1 3

]  7. [
6 −1 1
7 4 4
8 −5 0

]  12. [
15
14
] 

3. [
3𝑥 + 3
3𝑦 − 1
3𝑧 + 2

]  8. [
3 3 6
1 2 9
−1 −1 5

] 13. [
2𝑥 + 3𝑦 + 6𝑧
4𝑥 + 𝑧

] 

4. [
1 −1 5
6 3 −4
−8 7 9

] 9. ไม่สามารถด าเนินการได้    14. [
𝑥 + 2𝑥

3𝑥 + 𝑦 − 𝑧
−2𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧

] 
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5. [
−1 15 19
2 2 11

] 10. [
−3 4 8
8 −1 2
−2 8 3

] 15. ไม่สามารถด าเนินการได ้

 

ข้อ 3) 

1. [
−2
−1
]    8. [

5 3
−10 −3

]  

2. [
−6
−2
]    9. [

−7
1
−8
8

] 

3. [
−11
−7

]   10. [
5 5
1 −8

] 

4. [
−8
3
]    11.  มีค าตอบเป็นจ านวนอนันต ์

5. [
8
7
]    12. [

−6 6
−7 9

] 

6. [
4 −4
7 −9

]   13. [
−3 9 −9
3 −2 −2

]  

7. [
3 1
−2 −3

]   14. [
7
−2
]  

 

ข้อ 4) 

1.

[
 
 
 
 
39
23
12
−42
32 ]
 
 
 
 

     6. [

−4 −10 −8 −2
−10 −25 −20 −5
6
4

15
10

12
8

3
2

] 

2. ไม่สามารถด าเนินการได ้    7. [

7 −15 2 16 6
−5 −9 −4 −41 36
−7
11

15
17

−2 −16 −6
30 −7 2

] 

3. [

0 30 −6 3 27
35 30 −44 32 30
−1
34

29
−1

3 4 21
−29 30 −3

]  8. ไม่สามารถด าเนินการได ้

4. [
19 −18 6
−30 32 −32

]   9. ไม่สามารถด าเนินการได ้

5. [

−10 −8 −24 −10
−28 8 −8 −28
5
−30

−7
15

9
−5

5
−30

]  10. ไม่สามารถด าเนินการได ้

 

ข้อ 5) 

1.  4, 3, −1    5.  2, 2, 0 

2.  มีผลเฉลยเป็นจ านวนอนันต ์  6.−2, 4, −3 

3.  5,−1,−4    7.  มีผลเฉลยเป็นจ านวนอนัต ์

4.  − 1, 6, 1    8.  2, 3, −1 

111

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 

เฉลยแบบฝึกทักษะชุด Extra  
 

1.1.1) ไม่มี    1.2) ไม่มี     1.3)4 × 21.4)3 × 51.5) 2 × 21.6) ไม่มี 

2. ถ้า 𝐴 = [a b
c d

],   𝐴−1 =
1

detA
[
d −b
−c a

] และ det 𝐴 = 𝑎𝑑 = 𝑐𝑏 

2.1)  𝐴−1 =
1

7
[
2 1
−3 2

] 

2.2)  𝐴−1 =
1

6
[
1 3
−2 0

] 

2.3)  𝐴−1 =
1

6
[
−1 4
−1 −2

] 

2.4)  𝐴−1 =
1

−16
[
−2 −4
1 −1

] 

2.Extra)   

1) [
0 1 5⁄

1 3⁄ −2 15⁄
] 

2) [
1 3⁄ 5 12⁄

0 1 4⁄
] 

3) [
−1 5⁄ 2 5⁄

−3 5⁄ 1 5⁄
] 

4) [
−1 −1 2⁄

1 3⁄ 1 3⁄
] 

5)  ไม่มี 

6) [
−4 7⁄ 3 14⁄

1 7⁄ 1 14⁄
] 

7) [
1 3⁄ −1 9⁄

0 1 6⁄
] 

8) [
1 9⁄ 0
1 18⁄ −1 2⁄

] 

9) ไม่มี 
10) ไม่มี  

 

3.3.1 det 𝐴 = (2𝑥)(16) − 3(1) = 1 

  12𝑥 − 3 = 1 

    𝑥 =
1

3
 

∴ 𝑥 + 3 =
1

3
+ 3 =

10

3
 

3.2)det 𝐴 = (−𝑥 + 2)(2) − (−1) = 0 

−2𝑥 + 4 + 1 = 0 
−2𝑥 + 5 = 0 

𝑥 =
5

2
 

∴ 𝑥 − 4 =
5

2
− 4 = −

3

2
 

3.3)det 𝐴 = (𝑥 − 1)(−1) − (2)(𝑥) = 1 

−𝑥 + 1 − 2𝑥 = 1 
−3𝑥 = 0 
𝑥 = 0 
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∴ (𝑥 + 2)2 = (0 + 2)2 = 4 
3.4)det 𝐴 = (6𝑥)(3) − 2(2𝑥 − 1) = 2 

   18𝑥 − 4𝑥 + 2 = 2 
     14𝑥 = 0 

𝑥 = 0 

    ∴  
𝑥+1

2
=
0+1

2
=
1

2
 

4. 

4.1) det 𝐴 = −5 

4.2) det 𝐴 = 29 

4.3)det 𝐴 = 10 

4.4) det 𝐴 = |
6 1 −2
0 1 2
3 2 1

|
6 1
0 1
3 2

 

det 𝐴 = (6 + 6 + 0) − (−6 + 24 + 0) 
= 12 − 18 = −6 

4.Extra)  

1) 9     2) 29      3) 19      4) 6      5) -8      6) -24      7) 54      8)42 

9)-60    10) -50 

 
5. 

5.1)[
2𝑥 + 2 3
𝑦 − 2 + 1 𝑧

] = [
0 3
−1 1

] 

𝑧 = 1 
𝑦 − 1 = −1 

 𝑦 = 0 
2𝑥 + 2 = 0 

𝑥 = −1 
∴ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1 + 2(0) − 1 = −2 
 

5.2) [
𝑧 + 𝑥 − 1 𝑦 + 2
−𝑥 𝑥 − 𝑦

] = [
0 1
2 −4

] 

𝑧 + 𝑥 − 1 = 0 
𝑦 + 2 = 1 → 𝑦 = −1 
−𝑥 = 2 → 𝑥 = −2 

𝑧 − 2 − 1 = 0 → 𝑧 = 3 
∴ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −2 + 2(−1) − 3 = −7 

 

5.3) [
1 − (𝑧 + 𝑥) 0
3 − 𝑥 4 − (𝑦 − 𝑥)

] = [
2 0
0 −2

] 

1 + (𝑧 + 𝑥) = 2 
3 − 𝑥 = 0 → 𝑥 = 3 

4 − 𝑦 + 𝑥 = −2 → −𝑦 + 3 = −6 → 𝑦 = 9 
1 − (𝑧 + 3) = 2 → −1 = 𝑧 + 3 → 𝑧 = −4 

∴ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = 3 + 2(9) − (−4) = 3 + 18 + 4 = 25 
 

5.4) [
𝑥 + 𝑧 𝑧 − 2
𝑦 − 𝑧 0

] = [
1 0
0 0

] 

𝑥 + 𝑧 = 1 
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𝑧 − 2 = 0 → 𝑧 = 2 
𝑦 − 𝑧 = 0 → 𝑦 − 2 = 0 → 𝑦 = 2 

𝑥 = 1 − 𝑧 → 𝑥 = 1 − 2 = −1 
∴ 𝑥 + 2𝑦 − 𝑧 = −1 + 2(2) − 2 = 1 

6. ให้ 𝐴 = [
𝑎 𝑏 𝑐
𝑑 𝑒 𝑔
ℎ 𝑖 𝑗

] 

จาก 𝐴 + 3𝐵 = −𝐶 

𝐴 = −3𝐵 − 𝐶 

  = [
−6 0 3
−15 −9 −12
6 −3 −6

] − [
0 1 1
2 −1 −2
3 0 1

] 

= [
−6 −1 2
−17 −8 −10
3 −3 −7

] 

7)   

1) [
6 −15
−6 37
−10 −17

]2) ไม่สำมำรถด ำเนินกำรได้3) [
93
−14
28
] 4) [

53 −67
15 −15

] 

5) [
52 −42 −65
−30 25 45
6 3 69

]6) ไม่สำมำรถด ำเนินกำรได้7) [
29
18
95
]8) [

27
51
33
]9) ไม่สำมำรถด ำเนินกำรได้ 

10) ไม่สำมำรถด ำเนินกำรได้  
 

เฉลย  Extra Exercises  
1) 5    2) -4    3) -144) 

−5

6
    5)  

3

2
    6) 

11

24
    7) 22    8) 54   9)  -9    10)  20 

11)  
752

61
    12)  -7.5   13)  0    14)  70    15)  

65

3
= 21

2

3
 

 

 

 

  

114

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

บทที่ 3 

บทที่ 3เกี่ยวกับควำมสัมพันธ์(Relations) และฟังก์ชันเบื้องต้น 

(Functions) 
 มนุษย์ไดม้ีการน าเอาการสร้างความสัมพันธ์ และฟังก์ชัน มาใช้เพื่อท่ีจะอธิบายการเปลี่ยนไปของสิ่งๆหนึ่ง ที่ข้ึนกับปัจจัย

หรือสิ่งอ่ืนๆในธรรมชาติ หรือปัญหาจริงทางด้านวิศวกรรม ดังนั้น การเข้าใจในหลักการของความสมัพันธ์ของสิ่งเหล่านั้นโดยรวม จึง

มีความส าคัญในการแกไ้ขปัญหาตา่งๆ ที่สามารถพบได้ในชีวิตประจ าวัน และถึงแม้ว่า นักศึกษาจะพอรู้จักความสมัพันธ์และฟังก์ชัน

มาบ้างแล้วในระดับมัธยม ในบทนี้ จะได้น าเสนออีกครั้ง เพ่ือความเขา้ใจท่ีถูกต้อง และสามารถน าไปใช้ได้จริงในบทประยุกต ์

3.1 ควำมสัมพันธ์และฟังก์ชันขั้นแนะน ำ(Introduction to Relations and Functions) 

 ในบทนี้จะกล่าวถึงความรู้พื้นฐานเกี่ยวกับฟังก์ชัน ซึ่งมีความจ าเป็นตอ้งใช้มาก โดยจะมีความรู้อื่นๆ ที่เกี่ยวข้องดังต่อไปนี้ 

 

 คู่อันดับ (Ordered Pairs) 

 คู่อันดับ คือ สมาชิกที่เขียนอยู่ในรปู (𝑎, 𝑏) โดยที่ 𝑎, 𝑏เป็นสมาชิกของเซต อาจเป็นเซตเดียวกันหรือต่างกันก็ได้ เช่น คู่

อันดับ (𝑎, 𝑏) 

 เรียก𝑎 ว่า เป็นสมาชิกตัวหน้า(Ffirst Element) หรือพิกัด x 

 𝑏 ว่า เป็นสมาชิกตัวหลัง (Second Element) หรือพิกัด y 

 คุณสมบัติของคู่อันดับ 

(𝑎, 𝑏)  = (𝑐, 𝑑) ก็ต่อเมื่อ (𝑎 = 𝑐)และ (𝑏 = 𝑑) 

(𝑎, 𝑏)  ≠ (𝑏, 𝑑) ก็ต่อเมื่อ𝑎 ≠ 𝑏 

 

 ผลคูณคำร์ทีเชียน (Cartesion Product) 

 ผลคณูคาร์ทีเชียนของเซต 𝐴 และ𝐵คือเซตของคู่อันดับที่สมาชิกตัวหน้าเป็นสมาชิกของ 𝐴และมสีมาชิกตัวหลังเป็นของ𝐵

เขียนแทนด้วย 𝐴 ×  𝐵 อ่านว่า 𝐴 คูณ 𝐵 หรือ 𝐴 cross 𝐵 

 

บทนิยำม3.1 ถ้า 𝐴, 𝐵เป็นเซตใดๆ  แลว้ 𝐴 ×  𝐵 จะได้เซตของคู่อันดับ (𝑎, 𝑏) โดยที่ 𝑎 ∈ 𝐴 และ 𝑏 ∈ 𝐵 

𝐴 ×  𝐵 = {(𝑎, 𝑏)/𝑎 ∈ 𝐴 และ𝑏 ∈ 𝐵} 
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ข้อสังเกต𝐴 ×  𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴เสมอ ยกเว้น 

1. 𝐴 = 𝐵 
2. 𝐴 หรือ 𝐵 = ∅ 

คุณสมบัติของผลคูณคำร์ทีเซียน 

1. ไม่มีคณุสมบัติการสลับที ่

𝐴 ×  𝐵 ≠ 𝐵 × 𝐴 

แต่𝑛(𝐴 ×  𝐵) = 𝑛(𝐵 × 𝐴) 
เมื่อ  𝑛 คือจ านวนสมาชิกของเซต ซึ่งในเรื่องของเซตในเอกสารฉบับนี้ เราใช้สัญลักษณ์ | | 

2. คุณสมบัติการกระจาย 

𝐴 × (𝐵 ∪ 𝐶) =  (𝐴 × 𝐵) ∪ (𝐴 × 𝐶) 
𝐴 × (𝐵 ∩ 𝐶) =  (𝐴 × 𝐵) ∩ (𝐴 × 𝐶) 
𝐴 × (𝐵 − 𝐶) =  (𝐴 × 𝐵) − (𝐴 × 𝐶) 

(𝐴 ×  𝐵) ∩ (𝐶 × 𝐷) = (𝐴 ∩ 𝐶)  × (𝐵 × 𝐷) 

 

บันทึก 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.2ก ำหนดให𝐴้ = {𝑎, 𝑏}, 𝐵 = {0}และ𝐶 = {7,8} 

จงหำ 1. 𝐴 ×  𝐵 ×  𝐶 

2.𝐶 ×  𝐴 × 𝐵 

วิธีท า  1.𝐴 × 𝐵 × 𝐶 = {(𝑎, 0,7), (𝑎, 0,8), (𝑏, 0,7)(𝑏, 0,8)} 

2.𝐶 × 𝐴 × 𝐵 = {(7, 𝑎, 0), (7, 𝑏, 0), (8, 𝑎, 0)(8, 𝑏, 0)} 

 

 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.1ก ำหนดให้ 𝐴 = {1,3} และ 𝐵 = {𝑎, 𝑏, 𝑐} 

 จงหำ𝐴 ×  𝐵,    𝐵 × 𝐴,      𝐴 ×  𝐴,     𝐵 ×  𝐵 

วิธีท า  𝐴 ×  𝐵 = {(1, 𝑎), (1, 𝑏), (1, 𝑐), (3, 𝑎), (3, 𝑏), (3, 𝑐)} 

 𝐵 × 𝐴 = {(𝑎, 1), (𝑎, 3), (𝑏, 1), (𝑏, 3), (𝑐, 1), (𝑐, 3)} 

 𝐴 ×  𝐴 = {(1,1), (1,3), (3,1), (3,3)} 

 𝐵 ×  𝐵 = {(𝑎, 𝑎), (𝑎, 𝑏), (𝑎, 𝑐), (𝑏, 𝑎), (𝑏, 𝑏), (𝑏, 𝑐), (𝑐, 𝑎), (𝑐, 𝑏), (𝑐, 𝑐)} 
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 ควำมสัมพันธ์ (Relations) 

 ความสัมพันธ์จากเซต 𝐴 ไปเซต 𝐵 หมายถึง เซตของคู่อันดับ (𝑎, 𝑏) ที่มีคู่ล าดับตัวหน้ามาจากเซต 𝐴 และคูล่ าดบัตัว

หลังมาจากเซต  𝐵 

บทนิยำม3.2𝑟เป็นความสัมพันธ์จาก 𝐴 ไป𝐵 ก็ต่อเมื่อ 𝑟 เป็นสับเซต 𝐴 × 𝐵เขียนแทนด้วย 𝑟 ⊂ 𝐴 × 𝐵 

 

 
 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.4ก ำหนดให้   𝐴 = {1,2,3}และ𝐵 = {1,2,3,4} 

 จงหำเป็นควำมสัมพันธจ์ำก 𝐴 ไป 𝐵ตำมเงื่อนไขต่อไปนี ้

1. 𝑟1 = {(𝑎, 𝑏)/𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑎 < 𝑏} 
2. 𝑟2 = {(𝑎, 𝑏)/𝑎 𝜖 𝐴, 𝑏 𝜖 𝐵, 𝑎 > 𝑏} 

วิธีท า จะได𝐴้ ×  𝐵 =
{(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (2,1), (2,2), (2,3), (2,4), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4)} 

 1. 𝑟1เป็นควำมสัมพันธ์จำก𝐴ไป𝐵โดยที่𝑎 < 𝑏 

 ดังนั้น 𝑟1 = {(1,2), (1,3), (1,4), (2,3), (2,4), (3,4)} 

     2.𝑟2เป็นควำมสัมพันธจ์ำก𝐴ไป𝐵โดยที𝑎่ > 𝑏 

 ดังนั้น𝑟2 = {(2,1), (3,1), (3,2)} 

 

 

 
 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.3ก ำหนดให้ 𝐴 = {2,3,9} และ𝐵 = {𝑎, 𝑏} 

จงเขยีนควำมสัมพันธ์จำก 𝐴 ไป 𝐵มำ 5 ควำมสัมพันธ ์

วิธีท า  จะไดต้ัวอย่ำงควำมสัมพนัธ์จำก 𝐴 ไป 𝐵5 ควำมสัมพันธ์ คือ 

𝑟1 = {(2, 𝑎)} 

𝑟2 = {(2, 𝑏), (9, 𝑏)} 

𝑟3 = {(2, 𝑎), (3, 𝑎), (3, 𝑏)} 

𝑟4 = {(2, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎), (9, 𝑎)} 

𝑟5 = {(2, 𝑏), (3, 𝑎), (3, 𝑏), (9, 𝑎), (9, 𝑏)} 
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บทนิยำม3.3ความสมัพันธ์บน 𝐴(𝑅𝑒𝑙𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛 𝑜𝑛 𝐴)หมายถึง ล าดับ(𝑎, 𝑏)โดยที่ 𝑎 ∈  𝐴 และ 𝑏 ∈  𝐴  

 𝑟เป็นความสมัพันธ์จาก 𝐴 ไป  𝐴ก็ต่อเมือ่ 𝑟 ⊂ 𝐴 × 𝐴 

 𝑟เป็นความสมัพันธ์จาก 𝐵 ไป  𝐵ก็ต่อเมือ่ 𝑟 ⊂ 𝐵 × 𝐵 

 

 โดเมนและเรนจ์ของควำมสัมพันธ์ 

 ถ้าก าหนดให้ 𝑟เป็นความสัมพันธ์ 

บทนิยำม3.4  โดเมน ของความสัมพันธ์ 𝑟 คือ เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกตัวหน้าของคู่ล าดับใน 𝑟 

เขียนแทนด้วย 𝐷𝑟 = {𝑥/(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟} 

เรนจ์ของความสัมพันธ์ 𝑟 คือ เซตที่ประกอบด้วยสมาชิกตัวหลังของคู่ล าดับใน 𝑟 

 เขียนแทนด้วย 𝑅𝑟 = {𝑦/(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑟} 

 

บันทึก 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.5ก ำหนดให้   𝐴 = {5,9,13,17} 

 จงหำควำมสัมพันธบ์น 𝐴 ตำมเงื่อนไขต่อไปนี ้

1. 𝑟1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴/𝑥 + 𝑦,< 19} 
2. 𝑟2 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐴 × 𝐴/𝑥 = 𝑦} 

วิธีท า จะได้  

𝐴 × 𝐴
= {(5,5), (5,9), (5,13), (5,17), (9,5), (9,9), (9,13), (9,17), (13,5), (13,9), (13,13), 

                                    (13,17), (17,5), (17,9), (17,13), (17,17)} 

1.   𝑟1เป็นความสัมพันธ์จาก 𝐴 ไป 𝐴 โดยที𝑥่ + 𝑦 < 19 

เช่น คู่อันดับ (5,5) จะได้ 5 + 5 < 19 

  ดังนั้น𝑟1 = {(5,5), (5,9), (5,13), (9,5), (9,9), (13,5)} 

2.𝑟2เป็นควำมสัมพันธจ์ำก 𝐴 ไป 𝐴 โดยที𝑥่ = 𝑦 

  ดังนั้น 𝑟2 = {(5,5), (9,9), (13,13), (17,17)} 
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................................................................................................................................................................................. 

 

 

 ฟังก์ชัน (Functions) 

 ฟังก์ชันเป็นความสัมพันธ์อีกรูปแบบหนึ่งของคู่ล าดับใดๆ ที่สมาชิกตวัหน้าต้องไม่ซ้ ากัน ก าหนดให้ 𝑟1 และ𝑟2 

เป็นความสมัพันธ์จาก 𝐴 ไปยัง 𝐵 

  𝑟1 = {(1,2), (3,4), (5,6)} 

  𝑟2 = {(1,2), (1,3), (4,5)} 

 จากความสมัพันธ์  𝑟1  เขียนแผนภูมจิาก  𝐴ไปยัง 𝐵ได ้

𝐴  𝐵 

1 −−−→ 2 

3 −−−→ 4 

5 −−−→ 6 

 จะเห็นว่าสมาชิกตัวหน้าของคู่อันดับจับคู่ไม่ซ้ ากัน 

  ดังนั้น 𝑟1เป็นฟังก์ชัน 

 จากความสมัพันธ์ 𝑟2 เขียนแผนภมูิจาก 𝐴ไปยัง 𝐵ได ้

𝐴  𝐵 

1 
 2 

3 

4 −−−→ 5 

จะเห็นว่าสมาชิกตัวหน้าของคู่ล าดบัจับคู่ซ้ ากัน คือ  (1,2), (1,3)  

  ดังนั้น 𝑟2ไม่เป็นฟังก์ชัน 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.6ก ำหนดให้ 𝑟 = {(−1,1), (0,4), (3,3)}จงหำโดเมน𝐷𝑟และเรนจ𝑅์𝑟  

ของควำมสัมพันธ์นี ้

วิธีท า จะได้ 𝐷𝑟คือเซตของสมำชิกตัวหน้ำ 

          ดังนั้น 𝐷𝑟 = {−1,0,3} 

 𝑅𝑟 คือเซตของสมำชิกตวัหลัง 

          ดังนั้น 𝑅𝑟 = {1,4,3} 
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บทนิยำม3.5ฟังก์ชัน คือ ความสัมพันธ์ในสองคู่ล าดับใดๆ ทีส่มาชิกตวัหน้าต้องไม่ซ้ ากัน หรือถ้าสมาชิกตัวหน้าซ้ ากันแล้ว

สมาชิกตัวหลังต้องเหมือนกัน (𝑎, 𝑏) ∈ 𝑓แล้ว 𝑓 จะเป็นฟังก์ชัน เมื่อ 𝑏 = 𝑐 

        "ใช้สัญลักษณ์ 𝑓, 𝑔, ℎ แทนความสัมพันธ์ท่ีเป็นฟังก์ชัน" 
 

 

 

 กำรตรวจสอบควำมสัมพันธ์ที่เป็นฟังก์ชันหรือไม่  

ท าได้หลายกรณีเช่น 

กรณีที่ 1 ใช้วิธีเขียนกรำฟ 

 ถ้าเราสามารถเขียนกราฟของความสัมพันธ์ได้ โดยกระท าดังนี้ 

ขั้นที่ 1เขียนกราฟของความสัมพนัธ ์

ขั้นที่ 2ลากเส้นตรงขนานกับแกน y ตัดกับกราฟของความสัมพันธ์นัน้ ถ้าตัด 1 ชุด จะได้ความสมัพันธ์นั้นเป็นฟังก์ชันแต่ถ้า

เส้นใดเส้นหนึ่งตดักราฟน้ันเกิน 1 จุด ก็แสดงว่าความสัมพันธ์นั้นไม่เป็นฟังก์ชัน 

กราฟของความสัมพันธ์ที่เป็นฟังกชั์นและไมเ่ป็นฟังก์ชัน อาทิเช่น 

 

แผนภำพที่  2 แผนภาพแสดงการทดสอบว่าความสมัพันธ์ใดเป็นฟงัก์ชันหรือไม่ ด้วยการเขียนกราฟ โดยที่ ความสัมพันธ์ในกราฟ  a) 

ไม่เป็นฟังก์ชัน และความสมัพันธ์ในกราฟ b) เป็นฟังก์ชัน 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.7ควำมสัมพันธท์ีเ่ป็นฟังก์ชัน เช่น 

 𝑓1 = {(1, 𝑎), (2, 𝑏), (3, 𝑎)} 

 𝑓2 = {(𝑥, 𝑦)/𝑦 = 𝑥
2 + 1} 

 𝑓3 = {(𝑥, 𝑦)/𝑦 = |2𝑥 + 1|} 

 𝑓4 = {(𝑥, 𝑦)/𝑥 = √𝑦} 

 

 

 

 
 

 

 

120

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

กรณีที่ 2 ใช้วิธีสุ่ม โดยกำรแทนค่ำ x, y 

โดยที่ ถ้าสุม่ค่า𝑥มา 1ค่า ถ้าให้ค่า𝑦เกิน 1 ค่า จะไม่เป็นฟังก์ชัน  กรณีความสัมพันธ์เป็นแบบเงื่อนไข เช่น 

 𝑓 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥2} 

ถ้า (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑓    ให ้   𝑦 = 𝑓(𝑥)คือ 𝑦 เป็นค่าของ 𝑓 ที ่𝑥 

นั่นคือ   𝑓 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑓(𝑥)และ   (𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑓(𝑥))} 

จะได้   𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥2จะได้ค่าของ 𝑦ขึ้นอยูก่ับค่าของ 𝑥 

ถ้าเราสุม่แทน 𝑥 = −1จะได ้  𝑦 = 𝑓(−1) = 1 

𝑥 = 0จะได ้  𝑦 = 𝑓(0) = 0 

𝑥 = 1จะได ้ 𝑦 = 𝑓(1) = 1 

 ดังนั้น  𝑓 เป็นฟังก์ชัน 

 

 

 

บทนิยำม3.6  ฟังก์ชัน 𝑓 เป็นฟังก์ชันจาก 𝐴ไป 𝐵 ได้ต้องมีเง่ือนไข คือ  

𝐷𝑓 = 𝐴   และ𝑅𝑓 ⊂ 𝐵 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.9ก ำหนดให้ 𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 1 

              จงหำค่ำของ 𝑓(4), 𝑓(𝑡), 𝑓(𝑘 + 1) 

วิธีท า   จำก𝑓(𝑥) = 2𝑥2 − 1 

 จะได𝑓้(4) = 2(42) − 1 = 31 

 𝑓(𝑡) = 2𝑡2 − 1 
 𝑓(𝑘 + 1) = 2(𝑘 + 1)2 − 1 
   = 2(𝑘2 + 2𝑘 + 1) − 1 
   = 2𝑘2 + 4𝑘 + 2 − 1 
   = 2𝑘2 + 4𝑘 + 1 
 
 

 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.1.8ก ำหนดให𝑦้2 + 7 = 𝑥จงตรวจสอบว่ำเป็นฟังก์ชันหรือไม ่

วิธีท า  จำก       𝑦2 + 7 = 𝑥 

 หรือ             𝑦2 = 𝑥 − 7 

   สุ่มแทน 𝑥 = 8   จะได ้ 𝑦2 = 8 − 7 
   𝑦2 = 1 
         𝑦 = ±1 
 จะเห็นว่ำเมื่อแทน  𝑥 = 8 แล้วได้ค่ำ 𝑦 สองค่ำ คือ1 และ − 1 

 เขียนเป็นคู่ล ำดับได้ คือ (8,1), (8, −1) 

 ดังนั้น       𝑦2 + 7 = 𝑥ไม่เป็นฟังกช์ัน 
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ใช้สัญลักษณ ์    𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵  

แบบฝึกทักษะที่ 3.1.1จงพิจารณาและหาค าตอบของปัญหาเกี่ยวกบัควำมสัมพันธ์ ต่อไปนี ้

1) ก าหนดให้เซต 𝐴 = {1,2,3, …… . ,14} และ𝑅เป็นความสัมพันธ์จาก 𝐴 ไปยัง 𝐴 ที่ก าหนดโดย 𝑅 = {(𝑥, 𝑦): 3𝑥 −

𝑦 = 0,เมื่อ𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴} จงเขียนเซตของโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์  𝑅 นี ้
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

2) ก าหนดให้ความสัมพันธ์  𝑅 โดย 𝑅 = {(𝑥, 𝑦)|𝑦 = 𝑥 + 5, 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁} จงเขียนความสมัพันธ์ 𝑅 นี้ออกมาในรูปของเซต

แบบแจกแจงสมาชิก พร้อมระบุโดเมน และเรนจ์ของความสัมพันธ์นีด้้วย 
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

3) ก าหนดให้ 𝐴 = {1,2,3, 5} และ𝐵 = {4,6,9}และนิยามความสัมพันธ์𝑅จาก𝐴ไป𝐵โดย𝑅 = {(𝑥, 𝑦) | ความต่างของค่า𝑥

และค่า𝑦เป็นเลขคี่ เมื่อ𝑥 ∈ 𝐴, 𝑦 ∈ 𝐵}จงเขียนความสัมพันธ์𝑅ในแบบแจกแจงสมาชิก 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

4) ให้𝐴 = {𝑥, 𝑦, 𝑧}และ𝐵 = {1,2}จงหาจ านวนความสัมพนัธ์ท้ังหมดที่เป็นไปได้จาก𝐴 ไปยัง 𝐵 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

5) ให้ 𝑅เป็นความสัมพันธ์ที่นิยามบนเซตของจ านวนเตม็𝑍โดยนิยามเป็น𝑅 = {(𝑎, 𝑏): 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑍, 𝑎 − 𝑏เป็นเลขจ านวนเต็ม}  

จงหาโดเมนและเรนจ์ของความสัมพันธ์𝑅 นี ้

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.1.2จงพิจารณาและหาค าตอบของปัญหาเกี่ยวกบัฟังก์ชัน ต่อไปนี ้

1) จงพิจารณาความสัมพันธ์ในแตล่ะข้อต่อไปนี้วา่ ความสมัพันธ์ใดเป็นฟังก์ชันหรือไม่ และอย่างไร(ยกเหตุผลประกอบ)  

(𝑖){(2,1), (5,1), (8,1), (11,1), (14,1), (17,1)} 

(𝑖𝑖){(2,1), (4,2), (6,3), (8,4), (10,5), (12,6), (14,7)} 

(𝑖𝑖𝑖){(1,3), (1,5), (2,5)} 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 
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2) กราฟในข้อใด เป็นฟังก์ชัน และเพราะอะไร 

 

ก. 

 

ข. 

 

ค. 

 

ง. 

 

 

 

3) จงหาเรนจ์ของฟังก์ชันในแต่ละข้อต่อไปนี ้

3.1) 𝑓(𝑥) = 2 − 3𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 > 0. 

3.2) 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2,   𝑥 เป็นจ านวนจริง 

3.3) 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑥เป็นจ านวนจริง 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.1.3จงหาค่าของฟังก์ชัน ในแต่ละจุดบนโดเมนที่ก าหนดให้ในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1. ถ้า ℎ(𝑡) = |𝑡 + 2| + 3 แล้ว ℎ(6) = ………………………………………………………………………… 

2. ถ้า𝑔(𝑎) = 33𝑎−2 แล้ว𝑔(1) =  ………………………………………………………………………………. 

3. ถ้า 𝑤(𝑡) = −2𝑡 + 1แล้ว 𝑤(4) = …………………………………………………………………………… 

4. ถ้า 𝑔(𝑥) = 3𝑥 − 3แล้ว𝑔(−6) =  …………………………………………………………………………... 

5. ถ้าℎ(𝑛) = −2𝑛2 + 4;แล้วℎ(4) =……………………………………………………………..…………… 

y

x
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6.ถ้า ℎ(𝑡) = −2 . 5−𝑡−1;แล้วℎ(−2) =……………………………………………………………………… 

7. ถ้า 𝑓(𝑥) = (𝑥2 − 3);แล้ว𝑓(−8)= ……………………………………………………………………..… 

8. ถ้า 𝑝(𝑎) = −43𝑎;แล้ว𝑝(−1)= ……………………………………………………………………………… 

9. ถ้า 𝑝(𝑡) = 4𝑡 − 5;แล้ว𝑝(𝑡 − 2)= …………………………………………………………………………. 

10.ถ้า𝑔(𝑎) = 4𝑎;แล้ว𝑔(2𝑎)= ………………………………………………………………………………… 

11. ถ้า 𝑤(𝑛) = 4𝑛 + 2;แล้ว𝑤(3𝑛)= …………………………………………………………………………. 

12. ถ้า 𝑤(𝑎) = 𝑎 + 3;แล้ว𝑤(𝑎 + 4)= ………………………………………………………………............ 

13. ถ้าℎ(𝑥) = 4𝑥 − 2;แล้วℎ(𝑥 + 2)= ………………………………………………………………………. 

14. ถ้า 𝑘(𝑎) = −43𝑎+2;แล้ว𝑘(𝑎 − 2)=…………………………………………………………………….. 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

15. ถ้า 𝑔(𝑛) = 𝑛3 − 5𝑛2;แล้ว𝑔(−4𝑛)= ……………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

     16.ถ้า𝑓(𝑛) = 𝑛2 − 2𝑛;แล้ว𝑓(𝑛2)=…………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

17. ถ้า𝑝(𝑎) = 𝑎3 − 5;แล้ว𝑝(𝑥 − 4)= ………………………………………………………………………. 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

18. ถ้าℎ(𝑡) = 2 . 3𝑡+3;แล้วℎ(4 + 𝑡)=………………………………………………………………………... 

……………………………………………………………………………………………………………………………… 

 

3.2 พีชคณิตพื้นฐำนของฟังก์ชัน(Algebra on Functions) 

 ในเรื่องของระบบจ านวน และจ านวนจริง เวลาเราเอ่ยถึงพีชคณิตของจ านวน เราจะหมายถึงการศึกษาการเอาจ านวนตา่งๆ

มาบวก หาผลตา่ง คูณ หาร กัน ในเรื่องของฟังก์ชันก็เช่นเดียวกัน ในหัวข้อน้ี เราจะมาศึกษาการกระท ากันทางพีชคณิตของฟังก์ชัน

ตั้งแต่ 2 ฟังก์ชัน ขึ้นไป แล้วท าให้เกิดฟังก์ชันใหม่  

 

บทนิยำม3.7 ให้ 𝑓และ 𝑔เป็นฟังก์ชันท่ีมีโดเมนเป็น 𝐷𝑓และ 𝐷𝑔ตามล าดับ ผลบวก ผลลบ ผลคณู และผลหารของฟังก์ชัน 𝑓

และ 𝑔 เขียนแทนด้วย 𝑓 + 𝑔, 𝑓 − 𝑔, 𝑓. 𝑔และ 𝑓
𝑔
ตามล าดับโดยก าหนดค่าฟังก์ชันไดด้ังนี ้

(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)และ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

(𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)และ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 
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(𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥)และ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

(
𝑓

𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
และ 𝑥 ∈ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔และ𝑔(𝑥) ≠ 0 

 

 

หมำยเหตุ โดเมนของ 𝑓 + 𝑔,   𝑓 − 𝑔,   𝑓. 𝑔 คือ   𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 

     ส่วนโดเมนของ   𝑓
𝑔
   คือ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 ยกเว้น 𝑔(𝑥) = 0 

 

 

 
 

บันทึก 

ตวัอยา่งท่ี 3.2.2ก ำหนดให้ 𝑓(𝑥) = 5𝑥 + 3 

  และ  𝑔(𝑥) = (𝑥 − 2) 

จงหำ 1.(𝑓 + 𝑔)(𝑥)  2.(𝑓 − 𝑔)(4)  

 3. (𝑓 ∙ 𝑔)(3)  4.(𝑓
𝑔
)(1) 

วิธีท า1.จำก (𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) = (5𝑥 + 3) + (𝑥 − 2) 
   = 6𝑥 + 1 
2.จำก(𝑓 − 𝑔)(4) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = (5𝑥 + 3) − (𝑥 − 2) 
 ดังนั้น(𝑓 − 𝑔)(4) = (5(4) + 3) − (4 − 2)   = 21 

(แทน 𝑥 ใน 𝑓(𝑥) และ 𝑔(𝑥)ด้วย 4) 
     
3.จำก(𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) = (5𝑥 + 3)(𝑥 − 2) 
ดังนั้น(𝑓 ∙ 𝑔)(3) = (5(3) + 3)(3 − 2) = 18 

(แทน 𝑥 ใน 𝑓(𝑥) และ 𝑔(𝑥)ด้วย 3) 
     

4.จำก (𝑓
𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
  =     

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
  =

5𝑥+3

𝑥−2
 

ดังนั้น (𝑓
𝑔
)(1) =

5(1)+3

1−2
= −8(แทน 𝑥 ใน 𝑓(𝑥) และ 𝑔(𝑥)ด้วย 1) 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.2.1ก ำหนดให้ 𝑓 = {(1,3), (4,5)} 

      และ   𝑔 = {(1,6), (7,0)} 

จงหำโดเมนของ 𝑓 + 𝑔 

วิธีท าเน่ืองจำก 𝐷𝑓 = {1,4} และ 𝐷𝑔 = {1,7} 

 ดังนั้น โดเมนของ 𝑓 + 𝑔 คือ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = {1} 
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........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 
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บันทึก 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.2จงหาค่าการด าเนินการทางพีชคณติของฟังก์ชัน ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

1)ก าหนดให้ 𝑓(𝑥) = 1 + √𝑥 − 2 

ตวัอยา่งท่ี 3.2.3ก ำหนดให้ 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 4𝑥 − 5 

  และ       𝑔(𝑥) = 𝑥 + 3 

จงหำค่ำ 1.(𝑓 + 𝑔)(𝑥)  2.(𝑓 − 𝑔)(𝑥) 

 3. (𝑓 ∙ 𝑥)(𝑥)  4.(𝑓
𝑔
)(𝑥)พร้อมทัง้หำโดเมน 

วิธีท า 1.(𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

  = (𝑥2 + 4𝑥 − 5) + (𝑥 + 3) 

  = 𝑥2 + 5𝑥 − 2 

2.(𝑓 − 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 
  = (𝑥2 + 4𝑥 − 5) − (𝑥 + 3) 

  = 𝑥2 + 3𝑥 − 8 

   3.(𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) = 𝑓(𝑥) ∙ 𝑔(𝑥) 
  = (𝑥2 + 4𝑥 − 5)(𝑥 + 3) 

  = 𝑥3 + 7𝑥2 + 7𝑥 − 15 

  4.(𝑓
𝑔
) (𝑥) =

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

  =
𝑥2+4𝑥−5

𝑥+3
เมื่อ 𝑥 ≠ −3 

 จะได้โดเมนของ 𝑓และ 𝑔 คือ 𝐷𝑓 = 𝐷𝑔 = 𝑅 

 ดังนั้น โดเมนของ (𝑓 + 𝑔), (𝑓 − 𝑔),(𝑓. 𝑔)คือ 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = 𝑅 

 โดเมนของ 𝑓
𝑔
 หำจำก 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔, 𝑔(𝑥) ≠ 0 

 จำก 𝑔(𝑥) = 𝑥 + 3 

 นั่นคอื 𝑥 + 3 ≠ 0, 𝑥 ≠ −3 

 ดังนั้น โดเมนของ𝑓(𝑥) คือ 𝑅 − {−3} 
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 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1 

จงหาค่า 1.1)(𝑓 + 𝑔)(𝑥) 1.2)(𝑓 − 𝑔)(𝑥) 

 1.3)(𝑓 ∙ 𝑔)(𝑥) 1.4) (𝑓
𝑔
)(𝑥) 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

2) ก าหนดให้          𝑓(𝑥) = 𝑥 − 1 

  𝑔(𝑥) = 5𝑥2 + 𝑥 

     ℎ(𝑥) =  √5 − 𝑥 

จงหาค่าของการด าเนินการต่อไปนี้ 

2.1) (𝑓 + 𝑔)(𝑥)  2.2)(𝑔 − 𝑓)(𝑥)  2.3)(𝑓 ∙ ℎ)(𝑥) 
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

3.3 ฟังก์ชันเลขชี้ก ำลัง(Exponential Functions) 

 กรำฟของฟังก์ชันเลขช้ีก ำลัง 

บทนิยำม 3.8  ฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง คือ ฟังก์ชันท่ีอยู่ในรูป  𝑦 =  𝑎𝑥เมื่อ 𝑎 เป็นจ านวนจริงที่มากกว่าศูนย์ และไมเ่ท่ากับ 1  

เรียก𝑎ว่า "ฐาน" และ 𝑥 เป็นจ านวนจริงใดๆ  และเรียกว่า "เลขช้ีก าลัง" 
 

ข้อสังเกต 

            1.  ถึงแม้ว่าเราจะสามารถค านวณหาค่าฟังก์ชันเลขช้ีก าลงัเมื่อเลขฐานเป็นจ านวนที่น้อยกว่าศูนย์ (อย่างเช่น (−4)3) เราก็

จะนิยามฟังก์ชันเลขช้ีก าลังนี้ในกรณีที่ฐานเป็นเลขท่ีมากกว่าศูนยเ์ท่านั้น  

            2.  จะเห็นได้ชัดว่า โดเมนของฟังก์ชันเลขช้ีก าลังนี้ คือ เซตของจ านวนจริง เนื่องจาก ค่าของ 𝑥 สามารถเป็นจ านวนจริงตัว

ใดก็ได้ และเรนจ์ของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง คือ จ านวนจริงบวกทั้งหลาย เพราะว่า 𝑎𝑥 > 0 เสมอส าหรับทุกจ านวนจริง 

𝑥 และ 𝑎 > 0 

กราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง เมื่อจ าแนกตามค่าของฐาน  สามารถเขยีนได้ในรูปทั่วไป ดังนี ้
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แผนภำพที่  3 กราฟแสดงตัวอย่างของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง จ าแนกตามช่วงของค่าของฐาน  𝒂  ของฟังก์ชัน 

จะเห็นว่า 

o เนื่องจาก 𝑎0 = 1 จึงได้ว่า กราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง 𝑦 =  𝑎𝑥 นี้ จะผ่านจดุพิกัด (0,1) บนแกน 𝑦 

o ถ้า 𝑎 > 1 แล้ว กราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง 𝑦 =  𝑎𝑥 นี้ จะมีค่าสูงขึ้น หรือ เป็นฟังก์ชันเพิ่ม 

o ถ้า 0 < 𝑎 < 1 แล้ว กราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง 𝑦 =  𝑎𝑥 นี้ จะมีค่าลดลง หรือ เป็นฟังก์ชันลด 

การเขียนกราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง สามารถท าได้โดยง่ายโดยการเขียนตารางค่าของโดเมน แล้วสังเกตแนวโน้มเทียบกับกราฟรูป

ทั่วไปของฟังก์ชันดังแสดงใน แผนภาพท่ี  3 

 
 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.1จงเขยีนกรำฟของฟังก์ชัน 𝑦 = 2𝑥และ𝑦 = 2−𝑥 ในกรำฟเดียวกนั 

วิธีท า  

จะได้กรำฟคือ  
 

 
แผนภาพท่ี  4 กรำฟของฟังกช์นั 𝒚 = 𝟐𝒙และ𝒚 = 𝟐−𝒙 ส ำหรับตวัอย่ำงที ่3.3.1 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.3.1 จงวาดกราฟของฟังก์ชันในแต่ละข้อต่อไปนี้  

(a)𝑦 = 2𝑥+4 

 

(b) 𝑦 = 2𝑥−4  

 
(c) 𝑦 = −2𝑥 (d) 𝑦 = −2−𝑥 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.2จงเขยีนกรำฟของฟังก์ชัน 𝑦 = 2𝑥, 𝑦 = 3𝑥และ𝑦 = 5𝑥 ในกรำฟเดียวกัน 

วิธีท า  

จะได้กรำฟคือ  
 

 
แผนภาพท่ี  5กรำฟของฟังกช์ัน 𝒚 = 𝟐𝒙, 𝒚 = 𝟑𝒙และ𝒚 = 𝟓𝒙 ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 3.3.2 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.3.2 จงวาดกราฟของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง𝑦 = 2−𝑥, 𝑦 = 3−𝑥และ 𝑦 = 4−𝑥ในกราฟเดียวกัน 

 
 

 คุณสมบัติท่ีส ำคัญของฟังก์ชันเลขชี้ก ำลัง 

 ใน ตารางที่  1เราได้น าเสนอคณุสมบัติของเลขช้ีก าลังไปแล้ว และเพือ่ความสะดวกในการศึกษาในหัวข้อน้ี เราจะได้น ามา

กล่าวอีกรอบ ดังนี้  

ก าหนดให้  𝑎, 𝑏,𝑚 และ  𝑛 เป็นจ านวนจรงิใดๆ  

ตำรำงที่  7 คุณสมบัติส าคัญของเลขช้ึก าลัง 

ล าดับที ่ คุณสมบัติของเลขช้ีก าลัง ล าดับที ่ คุณสมบัติของเลขช้ีก าลัง 

1 𝑎𝑛𝑎𝑚 = 𝑎𝑛+𝑚 8 (
𝑎

𝑏
)
𝑛

=
𝑎𝑛

𝑏𝑛
 

2 (𝑎𝑛)𝑚 = 𝑎𝑛𝑚 9 1

𝑎−𝑛
= 𝑎𝑛,   𝑎 ≠ 0 

3 (𝑎𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛𝑏𝑛 10 𝑎
𝑛

𝑚 = (𝑎
1

𝑚)
𝑛

= (𝑎𝑛)
1

𝑚 

4 𝑎−𝑛 =
1

𝑎𝑛
 11 √𝑎

𝑛
= 𝑎

1

𝑛 

5 (
𝑎

𝑏
)
−𝑛

= (
𝑏

𝑎
)
𝑛

=
𝑏𝑛

𝑎𝑛
 12 √√𝑎

𝑛𝑚

= √𝑎
𝑛𝑚  
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6 𝑎𝑛

𝑎𝑚
= 𝑎𝑛−𝑚 =

1

𝑎𝑚−𝑛
 13 √𝑎𝑏

𝑛
= √𝑎

𝑛
√𝑏
𝑛

 

7 𝑎0 = 1, 𝑎 ≠ 0 14 √
𝑎

𝑏

𝑛
=

√𝑎
𝑛

√𝑏
𝑛 ,   𝑏 ≠ 0 

 

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 3.3.3 จงจัดให้อยู่ในรูปอย่างง่าย(ค าตอบต้องไม่ประกอบด้วยก าลังท่ีเป็นลบ) และหาค่า ถ้าหาได้ 

1) −24 + (−2)4 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

2) (−𝑥2)(−𝑥3) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

3) −(252𝑥2𝑦−1𝑧−255)0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)  (𝑎3𝑏2)(−7𝑎2𝑏𝑐)(6𝑐2) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

5) −3(24 − 33)2 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6) 4
−2+2−4

64−1
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.3จงใช้คุณสมบัตขิองเลขชี้ก ำลัง ในกำรท ำให้อยู่ในรูปอย่ำงง่ำย  

(a)  4𝑥+6. 82−𝑥        (b) 
272𝑥−3

9𝑥−4
          (c) (2𝑥)3. (42−𝑥)4 

วิธีท า 

(a)4𝑥+6. 82−𝑥 = (22)𝑥+6. (23)2−𝑥 = 22(𝑥+6). 23(2−𝑥) 

= 22𝑥+12.26−3𝑥 = 2(2𝑥+12)+(6−3𝑥) = 2−𝑥+18 

 

(b)
272𝑥−3

9𝑥−4
=
(33)

2𝑥−3

(33)𝑥−4
=
36𝑥−9

32𝑥−8
= 3(6𝑥−9)−(2𝑥−8)=34𝑥−1. 

 

(c)(2𝑥)3. (42−𝑥)4 = 23𝑥. 48−4𝑥 = 23𝑥. (22)8−4𝑥 
                    = 23𝑥.216−8𝑥=2−5𝑥+16. 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

7) (−2)
4−22

−22
 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

.. 

8) −12 + 12 − (−1)3 − (−12) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

9)6𝑎 ∙ 6𝑏 ∙ 6𝑐 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

10)(2
−2𝑥−2

𝑥3
)
−2

(
𝑥𝑦

2−2
)
2

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

 สมกำรเลขชี้ก ำลัง และกำรแก้โดยไม่ใช้ลอกำลิทึม 

ในหัวข้อน้ี เราจะได้มาท าความรูจ้ักกับสมการที่ประกอบด้วยพจนท์ี่มีเลขช้ีก าลัง การแกส้มการลักษณะอย่างนี้นอกจากจะ

ใช้คุณสมบตัิของเลขช้ีก าลังท่ีแสดงไว้ในหัวข้อท่ีแล้ว ในบางลักษณะของโจทย์ เรามีความจ าเป็นที่จะตอ้งน าความรู้ทางด้านลอกา

ลิทึมเข้ามาช่วย ซึ่งจะเป็นในหัวข้อถัดไป ดังนั้น ในล าดับแรกของการแก้สมการที่มีพจน์เลขช้ีก าลัง ในหัวข้อน้ี จะได้น าเสนอ

เฉพาะส่วนท่ีสามารถแก้ไดโ้ดยการใช้คุณสมบัติของเลขช้ีก าลังโดยล าพัง(โดยไมต่้องใช้คุณสมบตัิของลอกาลิทึม) ซึ่งกระบวนการ

หลักมี 2 ข้ันตอน ดังนี ้

ขั้นที่ 1   พยายามท าให้ "ฐาน" ของทั้ง 2 ข้างของสมการเท่ากัน 

ขั้นที่ 2  พิจารณาว่า ฐาน ที่ได้มาจากขั้นที่ 1 นั้น สอดคล้องกับทฤษฎีบทท่ี 3.1 (ดูข้างล่าง) หรือไม่ ถ้าสอดคล้อง ก็สามารถจับเอา

ตัวเลขช้ีก าลังมาเท่ากัน แล้วแกส้มการหาค่าตัวแปรได้เลย 

ทฤษฎีบทที่ 3.1 ให้ 𝑎 เป็นจ านวนจริงที่มากกว่า 0 และไม่เท่ากับ 1 และ 𝑥, 𝑦เป็นจ านวนจริงใดๆ  แล้วจะได้ว่า 

𝑎𝑥 = 𝑎𝑦ก็ต่อเมื่อ𝑥 = 𝑦 
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บันทึก 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.5จงหำค่ำของ  𝑥   ที่ท ำให้   26𝑥2 = 45𝑥+2 

วิธีท า 

เน่ืองจำก ฐำน ของทัง้สองข้ำง ยังไม่เท่ำกัน เรำจึงจ ำเป็นทีจ่ะตอ้งท ำให้ฐำนเท่ำกันก่อน จะได้วำ่  

  26𝑥
2
= (22 )5𝑥+2  จำกน้ัน ท ำกำรน ำเอำตวัชี้ก ำลังมำเท่ำกัน แล้วแก้สมกำรหำค่ำของ 𝑥 ได้ดังนี้ 

6𝑥2 = 10𝑥 + 4 

6𝑥2 − 10𝑥 − 4 = 10 

2(3𝑥2 − 5𝑥 − 2) = 0 

2(3𝑥 + 1)(𝑥 − 2) = 0 

ดังนั้น จะได้ค่ำทีต่้องกำรคือ     𝑥 = − 1

3
หรือ  𝑥 = 2 

 

 
 
 

 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.4จงหำค่ำของ  𝑥   ที่ท ำให้   25 = 22𝑥−1 

วิธีท า 

เรำจะเห็นว่ำ ทั้ง 2 ข้ำงของสมกำรน้ี มีฐำนเหมือนกัน คือ 2 และโดยใช้ทฤษฎีบทที่ 3.1 เรำจะไดท้ันทีว่ำ เลข

ชี้ก ำลังของทั้ง 2 ข้ำงนั้น ต้องเทำ่กัน นั่นคือ 

          5 = 2𝑥 − 1 

 6 = 2𝑥 

3 = 𝑥 

ดังนั้น ค่ำของ   𝑥   ที่ท ำให้   25 = 22𝑥−1   คือ 𝑥 = 3 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.3.4 จงใช้คุณสมบัติของเลขช้ีก าลัง มาแกส้มการต่อไปนี ้

1)42𝑥+2 = 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)  53−4𝑥 = 5−2𝑥 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3)3−2𝑥 = 729 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)32𝑎 = 3−𝑎 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

5)43𝑥−2 = 44 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6) 42𝑝 = 4−2𝑝+8 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 3.3.6จงหำค่ำของ  𝑛   ที่ท ำให้   9𝑛−1 = (1 3⁄ )
4𝑛−1 

วิธีท า 

ขั้นแรก เรำจะพยำยำมปรับ "ฐำน" ของทั้งสองข้ำงนั้นให้เท่ำกัน ได้ดังนี้ 

       9𝑛−1 = (1 3⁄ )
4𝑛−1 

   (32)𝑛−1 = (3−1)4𝑛−1 

32𝑛−2 = 3−4𝑛+1 
เมื่อ ฐำน เท่ำกันแล้ว เรำจะน ำเอำตัวชี้ก ำลังมำจับให้เท่ำกัน ไดด้ังนี้ 

       2𝑛 − 2 = −4𝑛 + 1 

6𝑛 = 3 

        𝑛 = 1 2⁄  

 

ดังนั้น จะได้ค่ำทีต่้องกำรคือ   𝑛 = 1 2⁄  
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...................................................................................... ...................................................................................... 

 

 

7) 6−2𝑎 = 62−3𝑎 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

.. 

 

 

8) 22𝑥+2 = 23𝑥 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

9)36−2𝑥(6−𝑥) = 1

216
 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

10) 2𝑥 ( 1
32
) = 128 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

11)   2−3𝑝(22𝑝) = 22𝑝+1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

......................................................................................  

 

12)   81
3𝑛+2

243−𝑛
= 36 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

......................................................................................  

13) (1
6
)
3𝑥+2

(2162𝑥) =
1

216
 

...................................................................................... 

14) 243𝑘+2(272𝑘−1) = 9 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3.4 ฟังก์ชันลอกำริทึม(Logarithmic Functions) 

 นิยำม และควำมสัมพันธ์กับฟังก์ชันเลขชี้ก ำลัง 

บทนิยำม3.9  เราจะเรียกจ านวนจริง 𝑦 ว่าเป็น ลอการิทึมของ 𝑥  ฐาน 𝑎  ก็ต่อเมื่อ 𝑥 =  𝑎𝑦   โดยที่ 𝑎 > 0   และ𝑎 ≠

1 และเขียนแทนด้วย 𝑦 =  𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 

ข้อตกลง 

 1. เมื่อไหร่ที่เขยีนฟังก์ชันลอการิทมึที่ไม่ระบุฐาน ให้หมายถึง ฐานนั้นคือ 10 เช่น 𝑙𝑜𝑔 𝑥  =  𝑙𝑜𝑔10 𝑥 

 2. ฟังก์ชันลอการิทึมฐานธรรมชาติ หมายถึง ท่ีมีฐานเป็นค่า 𝑒 (= 2.71818… )เขียนแทนด้วย 

𝑙𝑛 𝑥 =  𝑙𝑜𝑔𝑒 𝑥 

 จากนิยามข้างต้น เราจะเห็นว่า แท้ท่ีจริงแล้ว ตัวฟังก์ชันลอการิทึมนี้ ก็คือตัวผกผันการคูณของฟังก์ชันเลขช้ีก าลังของหัวข้อ

ที่แล้วนั่นเอง  

ดังนั้น เราจะสามารถให้ความหมายของฟังก์ชันลอกาลิทึมในรูปของฟังก์ชันเลขช้ีก าลังได้เสมอ ดังแสดงในตารางข้างล่างนี้ 

 

ตำรำงที่  8ตารางแสดงตัวอย่างความสัมพันธ์กันระหว่างฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง กับฟังก์ชันลอการิทึม 

สมการในรูปเลขยกก าลัง สมการในรูปลอการิทึม 

𝑥 =  𝑎𝑦 𝑦 =  𝑙𝑜𝑔𝑎 𝑥 

125 = 53 3 =  𝑙𝑜𝑔5 125 

81 = 34 4 =  𝑙𝑜𝑔3 81 

64 = 25 5 =  𝑙𝑜𝑔2 64 

 

และเราสามารถวาดกราฟของฟังก์ชันลอการิทึมได้ในรูปทั่วไปท่ีขึ้นอยู่กับค่าของ 𝑎ได้ดังนี ้
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แผนภำพที่  6 กราฟในรูปทั่วไปของฟังก์ชันลอการิทึม 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.4.1  จงเขียนความสัมพันธ์ระหว่างสมการรูปเลขยกก าลัง และสมการลอการิทึม ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

ข้อ รูปลอการิทมึ รูปเลขก าลัง 

1)  

.............................................................. 

 

62 = 36 

2) 
𝑙𝑜𝑔289 17 =

1

2
 

 

............................................................ 

3)  

............................................................ 
14−2 =

1

196
 

 

4)  

............................................................ 

 

34 = 81 
 

5) 
𝑙𝑜𝑔64 8 =

1

2
 

 

 

............................................................ 

6)  

𝑙𝑜𝑔12 144 = 2 
 

 

............................................................ 

7)  

............................................................ 
9−2 =

1

81
 

8)  

............................................................ 
(
1

12
)
2

=
1

144
 

 

9) 
𝑙𝑜𝑔𝑢

15

16
= 𝑣 

 

 

............................................................ 

10)  

 𝑙𝑜𝑔𝑣 𝑢 = 4 

 

............................................................ 
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 คุณสมบัติท่ีส ำคัญของฟังก์ชันลอกำริทึม 

คุณสมบัติที่ส าคัญของฟังก์ชันลอการิทึม มีดังแสดงใน ตารางที่  9เมือ่ก าหนด 𝑥, 𝑦, 𝑟, 𝑞, 𝑏 เป็นจ านวนจริง และ 𝑏 ≠ 1 

 

ตำรำงที่  9ตารางแสดงคุณสมบัตทิี่ส าคัญของฟังก์ชันลอการิทึม 

ล าดับที ่ คุณสมบัติที่ส าคัญของฟังก์ชันลอการิทึม 

1 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑏 = 1 

2 𝑙𝑜𝑔𝑏 1 = 0 

3 

4 

𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑥
𝑟) = 𝑟 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 

𝑙𝑜𝑔𝑏𝑞 𝑥 =
1

𝑞
𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 

5 𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑥𝑦) = 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 + 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑦 

6 𝑙𝑜𝑔𝑏 (
𝑥

𝑦
) = 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑦 

7 𝑙𝑛 𝑏 =  𝑙𝑜𝑔𝑒𝑏 

8 𝑏𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 = 𝑥 

9 
𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 =  

𝑙𝑜𝑔 𝑥

𝑙𝑜𝑔 𝑎
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แบบฝึกทักษะที่ 3.4.2จงใช้คุณสมบัติของลอการิทึม ในการกระจายรูปในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1) 𝑙𝑜𝑔 (6 ∙ 3) = ................................................................................................................... 

2) 𝑙𝑜𝑔
24

53
 

 
= 

.................................................................................................................. 

3) 𝑙𝑜𝑔(
6

5
)6 = ........................................................................................................ 

4) 𝑙𝑜𝑔(𝑎 ∙ 𝑏)2 = .......................................................................................................... 

5) 𝑙𝑜𝑔
𝑢4

𝑣−2
 

 
= 

................................................................................................................... 

6) 𝑙𝑜𝑔
𝑥−3

𝑦5
 

 
= 

................................................................................................................... 

7) 𝑙𝑜𝑔 √𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑧
3  

 
= 

............................................................................................................ 

8) 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∙ 𝑦
−3 ∙ 𝑧2 

 = ............................................................................................................ 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.4.3จงใช้คุณสมบัติของลอการิทึม หาค่าในแต่ละข้อต่อไปนี ้

ตวัอยา่งท่ี 3.4.1ตัวอย่ำงของกำรใช้คุณสมบตัิของลอกำริทึม 

1. 𝑙𝑜𝑔(6.11) = 𝑙𝑜𝑔 6 + 𝑙𝑜𝑔11 

2. 𝑙𝑜𝑔 ( 
6

11
)5 = 5 𝑙𝑜𝑔 6 − 5 𝑙𝑜𝑔 11 

3. 𝑙𝑜𝑔(3. 23) = 𝑙𝑜𝑔 3 + 3 𝑙𝑜𝑔 2 

4. 𝑙𝑜𝑔𝑏(𝑥𝑦) = 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑥 + 𝑙𝑜𝑔𝑏 𝑦 

5. 𝑙𝑜𝑔
𝑥

𝑦6
= 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 6 𝑙𝑜𝑔 𝑦 

6. 𝑙𝑜𝑔4 64 = 3 

7. 𝑙𝑜𝑔3
1

243
= −5 

8. 𝑙𝑜𝑔343 7 =
1

3
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1) 𝑙𝑜𝑔2 32 = ................................................................................................................... 

2) 𝑙𝑜𝑔3 9 = ................................................................................................................... 

3) 𝑙𝑜𝑔5 625 = ........................................................................................................ 

4) 𝑙𝑜𝑔64 4 = .......................................................................................................... 

5) 𝑙𝑜𝑔6
1

216
 = ................................................................................................................... 

6) 12𝑙𝑜𝑔12 144 = ................................................................................................................... 

7) 5𝑙𝑜𝑔5 17 = ............................................................................................................ 

8) 𝑥𝑙𝑜𝑔𝑥 72 = ............................................................................................................ 

9) 𝑙𝑜𝑔 1

11

(
1

121
) = ............................................................................................................ 

10) 𝑙𝑜𝑔7 (
1

49
) = ............................................................................................................ 

11) 𝑙𝑜𝑔22515 = ............................................................................................................ 

12) 𝑙𝑜𝑔2(−8) = ............................................................................................................ 

13) 𝑙𝑜𝑔9(−81) = ............................................................................................................ 

 

 สมกำรฟังก์ชันลอกำริทึม และกำรแก้ 

 ในการแก้สมการที่อยู่ในรูปลอการทิึมนั้น โดยปกติเราสามารถท าไดโ้ดยการเขียนให้อยู่ในรูปเลขยกก าลังก่อน แล้วค่อยใช้

เทคนิคและกระบวนการการแก้หาผลเฉลยที่เราศึกษามาแล้วในหัวขอ้ท่ีผ่านมา  

สังเกตจากตัวอย่างดังต่อไปนี้  

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.4.2จงหำค่ำ 𝑥 ที่ท ำใหแ้ต่ละข้อต่อไปนี้ เป็นจริง 

(a)𝑙𝑜𝑔2𝑥 = 7        (b)𝑙𝑜𝑔𝑥8 = 3         (c) 𝑙𝑜𝑔168 =  𝑥 

และ     (d)𝑙𝑜𝑔2(𝑙𝑜𝑔5𝑥) = 2 

วิธีท า  

(a) เรำสำมำรถเขียน𝑙𝑜𝑔2𝑥 = 7ให้อยูใ่นรูปยกก ำลังได้คือ27 = 𝑥 

ดังนั้น𝑥 = 64 

(b) เรำสำมำรถเขียน𝑙𝑜𝑔𝑥8 = 3ให้อยูใ่นรูปยกก ำลังได้คือ𝑥3 = 8 = 23 

ดังนั้น  𝑥 = 2 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.4.4 จงหาเซตค าตอบของตัวไม่ทราบค่า ท าให้ สมการแต่ละข้อต่อไปนี้ เป็นจริง 

1) 𝑙𝑜𝑔(𝑛 + 9) = 𝑙𝑜𝑔 4𝑛 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)𝑙𝑜𝑔 −5𝑥 = 𝑙𝑜𝑔(10 − 3𝑥) 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3) 𝑙𝑜𝑔(−3𝑚 − 1) = 𝑙𝑜𝑔(−4𝑚 − 6) 4)  𝑙𝑜𝑔 𝑎 = 𝑙𝑜𝑔(4𝑎 − 9) 

ตวัอยา่งท่ี 3.4.3จงหำค่ำในแต่ละข้อต่อไปนี้  
(a) จงหำค่ำ𝑒3 𝑙𝑛2 ∙ 𝑒2𝑙𝑛3 

(b) จงเขยีน2𝑙𝑛4 − 𝑙𝑛8 − 𝑙𝑛5 ให้เป็นพจน์เดียว 

(c) จงหำค่ำของ 𝑥 ที่ท ำให ้   𝑙𝑛(4𝑥 − 3) = 7 𝐹𝑜𝑟 𝑥 

วิธีท า 

(a) เรำใช้คุณสมบตัิ 𝑒𝑙𝑛𝑥 = 𝑥  จึงได้ว่ำ 
𝑒3𝑙𝑛2 ∙ 𝑒2𝑙𝑛3 = 𝑒𝑙𝑛2

3
∙ 𝑒𝑙𝑛3

2
= 𝑒𝑙𝑛8. 𝑒𝑙𝑛9 = 8 ∙ 9 = 72 

(b) เรำใช้คุณสมบตัิ 𝑛 𝑙𝑛 𝑥 = 𝑙𝑛 𝑥𝑛 𝑎𝑛𝑑 𝑙𝑛 𝑥 − 𝑙𝑛 𝑦 = 𝑙𝑛(𝑥 𝑦⁄ ) จึงได้ว่ำ 
2 𝑙𝑛 4 − 𝑙𝑛8 − 𝑙𝑛5 = 𝑙𝑛42 − 𝑙𝑛8 − 𝑙𝑛5 = (𝑙𝑛16 − 𝑙𝑛8) − 𝑙𝑛5 

= 𝑙𝑛(16 8⁄ ) − 𝑙𝑛5 = 𝑙𝑛2 − 𝑙𝑛5 = 𝑙𝑛(2 5⁄ ) 
(c) เรำจะท ำกำรเปล่ียนให้อยูใ่นรูปของ𝑒𝑥ทั้ง 2 ข้ำงของสมกำร จงึไดว้่ำ 

𝑙𝑛(4𝑥 − 3) = 7 

𝑒𝑙𝑛(4𝑥−3) = 𝑒7 
4𝑥 − 3 = 𝑒7 

ดังนั้น                      𝑥 = 𝑒7+3

4
 

 
 
 
 

 

 
 

 

 

 

(c) ด ำเนินกำรเช่นเดียวกับ (a) หรือ (b), จะได้ว่ำ16𝑥 = 8 

ดังนั้น(24)𝑥 = 23 จึงได้ 24𝑥 = 23 และท ำให้ได้ว่ำ4𝑥 = 3 

ดังนั้น ค ำตอบคือ𝑥 = 3 4⁄  

(d) จำกที่เรำทรำบมำแลว้ว่ำ𝑙𝑜𝑔𝑎𝐵 = 𝐶นี้ เป็นส่ิงเดียวกันกับ𝐵 = 𝑎𝑐และเมื่อ   𝑎 = 2, 𝐵 =

𝑙𝑜𝑔5𝑥  และ 𝐶 = 2,    จะได้วำ่𝑙𝑜𝑔5𝑥 = 22 = 4 จำกน้ันด ำเนินกำรแบบเดียวกันนี้อีกครั้งจะ

ได้ว่ำ𝑥 = 54 = 625 
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...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)  −4 𝑙𝑜𝑔3(−9𝑚) = −4 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)  7𝑙𝑜𝑔9(𝑥 + 8) = 7 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

7)−8 + 𝑙𝑜𝑔9(𝑚 + 1) = −8 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

8) −2 𝑙𝑜𝑔8(𝑎 + 1) = −8 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

9)𝑙𝑜𝑔2(𝑎2 − 6𝑎) = 𝑙𝑜𝑔2(10 + 3𝑎) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

10)𝑙𝑜𝑔15(𝑥2 + 13) = 𝑙𝑜𝑔15(−9𝑥 − 1) 

...................................................................................... 

....................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 
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11)   𝑙𝑜𝑔19(𝑥2 + 17) = 𝑙𝑜𝑔19(8𝑥 + 2) 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

12)   𝑙𝑜𝑔12(𝑚2 + 73) = 𝑙𝑜𝑔12(17𝑚 + 3) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

13) 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 𝑙𝑜𝑔 6 = 𝑙𝑜𝑔 15 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

14) 𝑙𝑜𝑔 7 + 𝑙𝑜𝑔 𝑥 = 2 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

3.5ฟังก์ชันพหุนำม(Polynomial Functions) 

 ฟังก์ชันชนิดต่อไปที่เราจะท าการศกึษาคือ ฟังก์ชันพหุนามโดยฟังก์ชันพหุนามนั้น อาจอยู่ในรูปของตัวแปรอิสระเพียงตัว

เดียว หรือหลายตัวก็ได้ แต่ในเอกสารนี้ จะไดม้ีการน าเสนอเฉพาะพหุนามที่มีตัวแปรเพียงตัวเดียวเท่านั้น 

บทนิยำม 3.10  ถ้า 𝑃(𝑥)เป็นฟังก์ชันพหุนามแล้วจะได ้

𝑃(𝑥)  = 𝑎𝑛𝑥
𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥

𝑛−1 + 𝑎𝑛−2𝑥
𝑛−2 +⋯+ 𝑎1𝑥 + 𝑎0เมื่อ 𝑛 𝜖𝐼+ ∪ {0} และ 

𝑎0,𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛𝜖 𝜖 𝑅 

และ ค่าของ 𝑛 ที่มากท่ีสุดในพหุนามหนึ่งๆ  นั้น จะเรยีกว่า "ระดับขัน้ (Degree)" ของพหุนามนั้น 

ข้อสังเกต  

 ถ้า 𝑛 = 0แล้ว 𝑃(𝑥)เป็นฟังก์ชันพหุนามคงตัว เช่น 𝑃(𝑥) = 5 
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 ถ้า 𝑛 = 1แล้ว 𝑃(𝑥)เป็นฟังก์ชันพหุนามเชิงเสน้ ที่มีระดับขั้นเป็น1 เช่น 𝑃(𝑥) = 2𝑥 + 3 

 ถ้า 𝑛 = 2แล้ว 𝑃(𝑥)เป็นฟังก์ชันพหุนามก าลังสอง ท่ีมีระดับขั้นเป็น 2  เช่น 𝑃(𝑥) = 3𝑥2 − 𝑥 + 3 

 
 

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 3.5.1 จงพิจารณาว่า แต่ละข้อต่อไปนี้ ข้อใดเป็นพหุนาม ข้อใดไมเ่ป็น เพราะอะไร และถ้าเป็นใหร้ะบรุะดับขั้นของ

พหุนามนั้นด้วย  

(a)𝑓(𝑥) = 4𝑥2 + 2      …………………………………………………….………………………………………….. 

(b) 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 2𝑥 + √𝑥………………………………………………….…………………………………… 

(c) 𝑓(𝑥) = 12 − 4𝑥5 + 3𝑥2 ………………………………………………….……………………………………… 

(d) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1………………………………………………….…………………………………………… 

(e) 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 − 2 𝑥⁄ ………………………………………………….…………………………………………. 

(f) 𝑓(𝑥) = 3𝑥11 − 2𝑥12………………………………………………….…………………………………………… 

แบบฝึกทักษะที่ 3.5.2  จงยกตัวอย่างพหุนามตามเงื่อนไขต่อไปนี ้

1. พหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 1  ……………………………………….……………………………………. 

2. พหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 2 ……………………………………….……………………………………. 

3. พหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 3 ……………………………………….……………………………………. 

4. พหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 4 ……………………………………….……………………………………. 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.5.2ตัวอย่ำงของนพิจน์ที่ไม่เป็นพหุนำม ไดแ้ก่  

1. 𝑓(𝑥) =
3𝑥5

1+𝑥2
+ 2𝑥√𝑥 + 2 − 7  ไม่เป็นพหุนำม เพรำะ มีก ำลังที่ไม่ใช่เลขจ ำนวนเตม็บวก หรือ

ศูนย์  

2. 𝑔(𝑥) = 2𝑥3 − 5𝑥
1

5 + 2𝑥 − 1  ไม่เป็นพหุนำม เพรำะ มีก ำลังที่ไม่ใช่เลขจ ำนวนเตม็บวก หรอื
ศูนย์  

3. ℎ(𝑥) = 5𝑥6 − 4𝑥5 +
3𝑥4−𝑥3

1−𝑥
+ 2𝑥2 − 𝑥 + 10ไม่เป็นฟังกช์ันเพรำะมพีจน์ที่เปน็เศษส่วน 

 
 
 

 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.5.1ตัวอย่ำงของพหุนำมไดแ้ก ่
1. 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 + 2𝑥 − 7  เป็นพหุนำมที่มีระดับขั้นคือ 2  
2. 𝑔(𝑥) = 2𝑥3 − 3𝑥2 + 2𝑥 − 1  เป็นพหุนำมที่มีระดับขั้นคือ 3 

3. ℎ(𝑥) = 5𝑥6 − 4𝑥5 + 3𝑥4 − 𝑥3 + 2𝑥2 − 𝑥 + 10  เป็นพหุนำมที่มีระดับขั้นคือ 6 
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3.6 สมกำรพหุนำม และกำรหำรำก (Solving Polynomial Equations) 

 สมกำรพหุนำม 

บทนิยำม 3.11ถ้า 𝑃(𝑥) เป็นฟังก์พหุนามแล้ว สมการพหุนามก็คือ 𝑃(𝑥)  =  0 

 

เช่น   3𝑥 + 3 = 0 

2𝑥2 − 𝑥 + 3 = 0 
4𝑥4 − 3𝑥2 + 2𝑥 − 5 = 0 
3𝑥2 + 2𝑖𝑥2 + 5𝑥 − 9𝑖 = 0 
 

 กำรแก้สมกำรพหุนำม  

 ในการหาผลเฉลยหรือเซตของค าตอบของสมการพหุนามหนึ่งๆ นั้น มเีรื่องที่เกี่ยวข้องอยู่หลายเรื่อง เราจะท าการศึกษาที

ละเรื่อง และจากนั้น ค่อยศึกษาการน าไปเกี่ยวโยงกับกระบวนการหาผลเฉลยของสมการพหุนาม 

1. กำรหำรสังเครำะห์ 

การหารสังเคราะห์ เป็นวิธีการหาผลของการหารที่รวดเร็วและง่ายกว่าการหารยาว ซึ่งต้องน ามาใช้ในการแก้สมการพหุนาม การหาร

สังเคราะห์ต้องหารผลลัพธ์ของผลหารของ 𝑃(𝑥)ด้วย 𝑥 − 𝑐การตั้งหารสังเคราะห์ท าได้โดย 

บรรทัดที่ 1เขียนสัมประสิทธ์ิของ 𝑃(𝑥)ที่เรียงก าลังจากมากไปน้อย ถ้าก าลังกระโดด อย่าลืม สมัประสิทธ์ิของก าลังท่ีหายไปก็

คือเลข 0  

บรรทัดที่ 3  ได้จากบรรทัดที่ 1 + บรรทัดท่ี 2โดยเริ่มจากทางซ้ายมอืสุดด้วยการดึงตัวเลขบรรทัดที่ 1ลงมา (หรือบรรทัดที่ 2

จากซ้ายสดุ เป็น 0บวกกับบรรทดัที่ 1นั้นเอง) 

บรรทัดที2่แต่ละตัวเกิดจากการคณูจ านวนที่อยู่ทางซ้ายของบรรทดัที่ 3ด้วยค่า 𝑐 

 ผลหาร  ที่ไดดู้จากบรรทัดที่ 3ซึง่ตัวเลขขวาสดุเป็นเศษของการหารและตัวเลขจากซ้ายไปขวาเป็นสมัประสิทธ์ิของผลหาร

โดยก าลังลดลง 1จากตัวตั้งหรือ 𝑃(𝑥) 
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2. ทฤษฎีบทเศษเหลือ (Remainder Theorem) 

ทฤษฎีบท 3.2  :ถ้า𝑃(𝑥)เป็นฟังก์ชันพหุนามและ𝑐 ∈ 𝑅 ถ้า 𝑃(𝑥) ÷ (𝑥 − 𝑐)แล้วเศษจะเท่ากับ 𝑃(𝑐) 

 

 

3.ทฤษฎีบทตัวประกอบ (Factor Theorem) 

ทฤษฎีบท 3.3  : ถ้า 𝑥 − 𝑐เป็นตัวประกอบของ 𝑃(𝑥)ก็ต่อเมื่อ 𝑃(𝑐)  =  0 

ข้อสังเกต ทฤษฎีนี้ดัดแปลงมาจาก ท.บ.เศษเหลือ นั่นคือ 𝑥 − 𝑐เป็นตัวประกอบของ 𝑃(𝑥)แสดงว่า 𝑥 − 𝑐หาร 𝑃(𝑥)ลงตัว ซึ่ง

หารลงตัวก็จะได้เศษ =  0ซึ่งเศษ =  𝑃(𝑐)จึงไดบ้ทสรุปว่า 𝑃(𝑐)  =  0 

ตวัอยา่งท่ี 3.6.2จงหำเศษที่เกิดจำก (𝑥4 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 1) ÷ (𝑥 + 1) 

วิธีท า 

เมื่อเทียบกับรูปที่ปรำกฎในทฤษฎีบท 3.2 จะได้ 𝑃(𝑥) = 𝑥4 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 1 

𝑥 − 𝑐 = 𝑥 + 1 = 𝑥 − (−1)ดังนั้น𝑐 = −1 

จะได้เศษ = 𝑃(𝑐) = 𝑃(−1) = (−1)4 + 3(−1)2 − 2(1) + 1 

= 1 + 3 + 2 + 1 = 7 

ดังนั้น เศษที่ไดจ้ำกกำรหำรพหนุำมดังกล่ำว จึงเท่ำกับ 7 

 

 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 3.6.1จงหำผลหำร  (𝑥4 + 3𝑥2 − 2𝑥 + 1) ÷ (𝑥 + 1) 

วิธีท า 

ในที่นี้ เรำจะได้ 𝑐 =  −1และสำมำรถท ำกำรหำรสังเครำะห์ได้ ดังนี ้
-1 1 0 3 -2 1 

  ↓ ↓ ↓ ↓ 
  -1 1 -4 6 

 1 -1 4 -6 7 

ผลลัพธ์ คือ           1𝑥3–  1𝑥2  +  4𝑥 − 6     เศษ    7 
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 หลังจากท่ีได้ท าความรูจ้ักกับส่วนต่างๆ ที่เกี่ยวข้องกับกระบวนการการหาผลเฉลยของพหุนามแล้ว ในการหาผลเฉลยของ

พหุนามหนึ่งๆ นั้น สามารถสรุปเปน็ข้ันตอนได้ ดังนี ้

 ขั้นที่ 1  จัดสมการให้อยู่ในรูป 𝑃(𝑥)  = 0โดยที ่

1.1ขวามือเป็นศูนย ์

1.2ถ้ามีตัวแปร 𝑥ยกก าลังลบ ให้เปลี่ยนเป็นก าลังบวก ถ้ามีรากต้องถอดรากออกให้ถูกต้อง 

1.3ทุกพจน์ต้องมีส่วนเป็นหน่ึง ถ้ามีบางพจน์ท่ีส่วนยังไมเ่ป็นหนึ่งก็ใช้ ค.ร.น.ของส่วนคูณตลอด 

1.4เรียงพจน์ของตัวแปร 𝑥จากก าลงัสูงสุดไปยังก าลังต่ าสุดและสัมประสิทธ์ิของพจน์ของตัวแปร 𝑥 ก าลังสงูสุด ต้องเป็น

บวก 

ขั้นที่ 2น าเอา 𝑃(𝑥)มาจับคู่ ดึงตัวร่วมหรือแยกตัวประกอบ ด้วยทฤษฏีแยกตัวประกอบร่วมกับการหารสังเคราะห์จนไดผ้ลหารมตีัว

แปร 𝑥ยกก าลังสอง (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐, 𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0)เราก็จะสามารถแยกตัวประกอบก าลังสองไดเ้อง

ตามที่ได้เคยได้ศึกษามาแล้ว 

ขั้นที่ 3 หาค่าตัวแปร 𝑥ไดจ้ากการสรุปแต่ละตัวประกอบเท่ากับศูนย์ ในกรณีที่ตัวแปร 𝑥ก าลังสอง (𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐)ที่ไม่สามารถ

แยกตัวประกอบได้ ก็สามารถหาคา่ 𝑥ได้จากสูตร  

 𝑥 =  
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 (3.1)  

 ในขั้นที่ 2 นั้น ถือว่าเป็นข้ันท่ียาก เพราะหลักการการแยกตัวประกอบโดยใช้ความรู้ทางการหารสังเคราะห์ หรือทฤษฎีบท

เศษเหลือ หรือ การใช้ทฤษฎีบทตัวประกอบของพหุนามระดับขั้นสูงๆ นั้นไม่ใช่เรื่องง่ายนัก อย่างไรก็ตาม ในเอกสารนี้ จะได้มีการ

น าเสนอพหุนามที่มรีะดับขั้นมากสดุคือ 3 ซึ่งถ้าสมการพหุนามนั้นจะมีค าตอบ(ซึ่งรากอาจเป็นจ านวนจริง หรือจ านวนเชิงซ้อนก็ได้)

โดยส่วนใหญ่แล้ว เราจะสามารถแยกตัวประกอบได้โดยอาศัยคุณสมบัติดังต่อไปนี้  
 

ตวัอยา่งท่ี 3.6.3จงพจิำรณำว่ำ (2𝑥 + 1) เป็นตัวประกอบของ 4𝑥3 + 4𝑥2 − 11𝑥 − 6หรือไม ่

วิธีท าเมื่อเทียบกับทฤษฎีบท 3.3 จะได้𝑃(𝑥)  = 4𝑥3 + 4𝑥2 − 11𝑥 − 6 

𝑥 − 𝑐 = 2𝑥 + 1 = 𝑥 − (−
1

2
)ดังนั้น𝑐 = − 1

2
 

ทดสอบโดยกำรหำ𝑃(𝑐)ซึ่ง𝑃 (𝑐 = − 1

2
) = 4 (−

1

2
)
3

+ 4(−
1

2
)
2

− 11 (−
1

2
) − 6 

= −
1

2
+ 1 +

11

2
− 6 

=
−1 + 2 + 11 − 12

2
 

                       ดังนั้น𝑃 (− 1

2
) = 0 

แสดงว่ำ(2𝑥 + 1)เป็นตัวประกอบของ  4𝑥3 + 4𝑥2 − 11𝑥 − 6 
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ตำรำงที่  10 ตารางสูตรและเอกลักษณ์เกีย่วกับการแยกตัวประกอบพหุนามที่มีระดับขั้นไม่เกิน 3 

ล าดับที ่ คุณสมบัติที่เป็นประโยชน์ 

1 𝑥2 − 𝑎2 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 − 𝑎) 

2 𝑥2 + 2𝑎𝑥 + 𝑎2 = (𝑥 + 𝑎)2 

3 𝑥2 − 2𝑎𝑥 + 𝑎2 = (𝑥 − 𝑎)2 

4 𝑥2 + (𝑎 + 𝑏)𝑥 + 𝑎𝑏 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥 + 𝑏) 

5 𝑥3 + 3𝑎𝑥2 + 3𝑎2𝑥 + 𝑎3 = (𝑥 + 𝑎)3 

6 𝑥3 + 𝑎3 = (𝑥 + 𝑎)(𝑥2 − 𝑎𝑥 + 𝑎2) 

7 𝑥3 − 𝑎3 = (𝑥 − 𝑎)(𝑥2 + 𝑎𝑥 + 𝑎2) 

 

 อย่างไรก็ตาม ในโจทย์บางข้อ ก่อนท่ีจะสามารถใช้คุณสมบัตเิหลา่นี ้เรายังจะต้องอาศัยทักษะการจดักลุ่ม สังเกตพจน์ และ

อื่นๆ  ในการเปลี่ยนรูปของพหุนามก่อน ดังตัวอย่างต่อไปนี้  
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ตวัอยา่งท่ี 3.6.5จงหำผลเฉลยของสมกำรพหุนำมในแต่ละข้อต่อไปนี้ 
1.    𝑥2 − 36 = 0 

2.4𝑥2 + 25 = 0 

3. 𝑥2 + 3𝑥 − 10 = 0 
4.𝑥2 − 4𝑥 + 1 = 0 
วิธีท า 

 1.  𝑥2 − 36 = 0 

(𝑥 − 6)(𝑥 + 6) = 0 

        ดังนั้น     𝑥 = 6,−6 

2.4𝑥2 + 25 = 0 

(2𝑥)2 − (5𝑖)2 = 0(  𝑖เป็นจ ำนวนเชิงซ้อน และมีคุณสมบัติว่ำ  𝑖2 = −1) 

       ดังนั้น      𝑥 = 5

2
𝑖, −

5

2
 𝑖 

3.  𝑥2 + 9𝑥 − 10 = 0 

(𝑥 − 1)(𝑥 + 10) = 0 

        ดังนั้น  𝑥 = 1,−10 

4.𝑥2 − 4𝑥 + 1 = 0 

แยกตวัประกอบไม่ได้ ฉะนั้น หำ𝑥โดยใช้สูตร (3.1) เทียบกับ 

𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 = 0  ได𝑎้ = 1,    𝑏 = −4,    𝑐 = 1 

𝑥   =  
−𝑏 ± √𝑏2 − 4𝑎𝑐

2𝑎
 

=  
−(−4) ± √(−4)2 − 4(1)(1)

2(1)
 

=  
4 ± 2√3

2
 

=  2 ± √3 

         ดังนั้น   𝑥 =  2 ± √3 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.6.1  จงใช้วิธีที่ถนัด (แยกตัวประกอบ หรือใช้สูตร (3.1)) ในการหาผลเฉลยของสมการพหุนามระดับขั้น 2 ในแต่

ละข้อต่อไปนี้  

1) 2𝑥2 + 𝑥 − 3 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2) 5𝑥2 − 7𝑥 + 1 = 0 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3) 𝑥2 − 7𝑥 + 6 = 0 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)  𝑥2 − 𝑥 − 20 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

5)  2𝑥2 + 3𝑥 − 5 = 0 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6)  𝑥2 − 𝑥 − 12 = 0 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

7)3𝑥2 + 6𝑥 − 9 = 0 

.................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

.. 

8) 2𝑥2 − 36 = 𝑥 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

9) 𝑘2 − 31 − 2𝑘 = −6 − 3𝑘2 − 2𝑘 

...................................................................................... 

........................................................................................ 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

.. 

10) 8𝑛2 + 4𝑛 − 16 = −𝑛2 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

................................................................................... 

152

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

แบบฝึกทักษะที่ 3.6.2จงใช้การหารสังเคราะห์ ในการหารากท่ีเหลอืของสมการพหุนามในแตล่ะข้อตอ่ไปนี้ เมื่อก าหนดรากรากหนึ่ง

ของแต่ละข้อมาให้ ดังนี ้

1)  𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

 

2)  𝑥3 − 7𝑥 − 6 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = −2 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

 

3)  2𝑥3 + 7𝑥2 + 7𝑥 + 2 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = −1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)  3𝑥3 + 7𝑥2 − 22𝑥 − 8 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = −4 
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5)  𝑥3 − 17𝑥2 + 54𝑥 − 8 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = 4 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)  54𝑥3 − 39𝑥2 − 26𝑥 + 16 = 0 

เมื่อรากหนึ่งของสมการพหุนามนี้ คือ  𝑥 = 1

2
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...................................................................................... 
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..................................................................................... 

 

3.7 บทประยุกต์ในชีวิตประจ ำวัน (Applications in Daily Life) 

 ในหัวข้อสุดท้ายของบทที่ 3 นี้ เราจะไดศ้ึกษาและท าความรูจ้ักกับปัญหาต่างๆ ที่อยู่รอบๆตัวเราในชีวิตประจ าวัน ที่

สามารถสรา้ง อธิบาย และหาค าตอบไดโ้ดยใช้ความรู้ทางฟังก์ชัน ตลอดจนประเภทของฟังก์ชันที่เราได้รู้จักมาแล้ว ไม่ว่าจะเป็น 

ฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง ฟังก์ชันลอการิทึม ฟังก์ชันพหุนาม และสมการทีอ่ยู่ในรูปของฟังก์ชันเหล่านี้  

 ขั้นตอนในการศึกษาปัญหาในบทนี้ ก็จะประกอบด้วย 2 ส่วน เช่นเคย คือ  

1. ข้ันตอนการเขียนปัญหาเหล่านัน้ ให้อยู่ในรูปท่ีอธิบายได้ด้วยฟังก์ชันแบบที่เหมาะสม 

2. ท าการหาผลเฉลยของข้อ 1 ด้วยวิธีการที่ถนัด และเหมาะสม 

เราจะศึกษาโดยการฝึกท าตัวอย่าง ดังต่อไปนี้  

บันทึก........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 

........................................................................................................................................................................................ 
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ตวัอยา่งท่ี 3.7.1นักเรียน ณ โรงเรียนแห่งหนึ่งในอเมริกำได้ยื่นร้องเรียนต่อหนว่ยสวัสดิกำรประจ ำ

มหำวิทยำลัยบ่อยๆ  ว่ำเครื่องขำยน้ ำผลไม้ที่ประจ ำอยู่ ณ อำคำรเรียนรวมนั้น ขำยหมดบ่อยครั้งในแต่

ละวัน จนหนว่ยสวัสดิกำรได้มำท ำกำรตรวจสอบและเก็บข้อมูล ผลปรำกฎว่ำ ควำมสัมพันธ์ระหว่ำง

จ ำนวนกระป๋องน้ ำผลไม้ทีม่ีเหลอืในเครื่อง กับชว่งเวลำในละวัน สำมำรถแสดงได้ใน แผนภำพที่  7นี ้

 

แผนภาพท่ี  7 แผนภำพแสดงควำมสัมพันธ์ของจ ำนวนกระป๋องน้ ำผลไม้ในเครื่องขำย กับช่วงเวลำใน 
1 วัน ส ำหรบัตัวอย่ำงที่ 3.7.1 

จำกแผนภำพนี้ จงตอบค ำถำมตอ่ไปนี้  

1. ชว่งเวลำใดบ้ำง ทีม่ีกำรซื้อน้ ำผลไม้จำกตู้นี้มำกที่สุด เพรำะอะไร 

ตอบ ชว่งเวลำ 11.00-12.00น. และช่วงเวลำ บ่ำย 3 โมง ถึงบ่ำย 4 โมง เพรำะจ ำนวนกระป๋องน้ ำ

ผลไม้ลดลงอย่ำงรวดเร็วใน 2 ชว่งเวลำนี ้

2. ชว่งเวลำใด ที่ได้มีกำรบรรจุน้ ำผลไม้กระป๋อง เข้ำไปเพิ่มในเครื่อง 

ตอบ ม ี3 ช่วง คือ ชว่ง 10.00-11.00น., 12.00-13.00น. และชว่ง ประมำณบ่ำย 4 โมงตรง 

3. ชว่งเวลำใด ที่เครื่องไมม่ีน้ ำผลไม้บรรจุอยู่เลย 

ตอบ ชว่งประมำณ 15.30-16.00 น.  

4. นักศึกษำคิดว่ำ หนว่ยสวัสดิกำรควรมีกำรเตมิบรรจุน้ ำผลไม้เข้ำในเครื่องนี้ ในช่วงเวลำใดบ้ำง ถึงจะ

สำมำรถแก้ปญัหำนี้ได้ ? 
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ตวัอยา่งท่ี 3.7.2จำกกำรส ำรวจรำคำสินค้ำของร้ำนค้ำต่ำงๆ ที่อยู่ภำยใน มทส. พบว่ำ รำคำโดยเฉล่ีย
ของสินค้ำ แสดงได้ในแผนภำพที่  8 

 

แผนภาพท่ี  8แผนภำพแสดงควำมสัมพันธ์ระหว่ำงรำคำเฉล่ีย กับสินค้ำ ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 3.7.2 

จำกข้อมูลดังแผนภำพนี้ ถำมว่ำ 

1. โดเมนของควำมสัมพันธ์นี้ คอื  

ตอบ โดเมน คือ {99 บ. , 119บ. , 149บ. , 189บ. } 

2. เรนจ์ของควำมสัมพันธ์นี้ คือ 

ตอบ เรนจ์ คือ {ข้ำวเกรียบกุ้ง, โค๊ก, เป๊บซี,่ น้ ำด่ืมมทส. , เนสกำแฟกระป๋องเขียว, ชำเขียว} 

3. ควำมสัมพันธ์นี้ เป็นฟังกช์ันหรือไม่ เพรำะอะไร 

ตอบ ควำมสัมพันธ์นี้ ไม่เป็นฟังก์ชัน เพรำะ มีสมำชิกในเรนจม์ำกกว่ำ 1 ตัว ที่สมัพันธ์กบัสมำชกิใน

โดเมนตวัเดียวกัน เช่น โค๊ก และเป๊บซี่ ใช้สมำชิกในโดเมนตัวเดียวกันคือ 119 บ. 

4. จงเปล่ียนแปลงข้อมูลในแผนภำพนี้ เพื่อที่จะท ำให้ควำมสัมพนัธ์ใหม่ทีไ่ด้ เป็นฟังกช์ัน  

ตอบวธิีที่สำมำรถท ำได้วธิีหนึง่คอื  
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 กำรเพิ่มของจ ำนวนประชำกร 

 จากตัวอย่างนี้ เราจะสามารถขยายแนวคิดไปถึงสตูรทีส่ามารถหาจ านวนสิ่งต่างๆ ที่มีอัตราการเพิม่ในหนึ่งช่วงเวลาเป็น

อัตราคงท่ี ซึ่งท าได้โดยใช้สูตรที่เขยีนในรูปฟังก์ชนัเลขชี้ก ำลัง ไดด้ังแสดงข้างล่างนี ้

จ านวนของสิ่งเมื่อสิ้นช่วงเวลาที่ 𝑥 = (จ านวนเริ่มต้น) ∙ (1 + อัตราการเพิ่ม(%))𝑥 (3.2)  

ตวัอยา่งท่ี 3.7.3จำกกำรศึกษำกำรเพิ่มจ ำนวนประชำกรของกบในอ่ำง 3 แสน มทส. ผลปรำกฎว่ำ มี
อัตรำเพิ่มสูงขึ้นคิดเป็น 12 % ตอ่ปี จงหำจ ำนวนประชำกรของกบในอ่ำง 3 แสนน้ีในอีก 5 ปีขำ้งหน้ำ 
ถ้ำ ณ วันนี้ มจี ำนวนกบทั้งหมด 100 ตวั 

วิธีท า   

อัตรำกำรเพิ่มขึ้นของจ ำนวนประชำกรกบ ปีละ 12 % หมำยถงึ ในแต่ละปี จะมจี ำนวนกบเป็นจ ำนวน 
1.22 เท่ำของจ ำนวนในปีก่อนหน้ำ เพื่อให้ดูง่ำยขึ้น เรำจะเขียนเป็นตำรำงได้ดังนี้ 

ตารางท่ี  11จ ำนวนกำรเพิ่มขึ้นของประชำกรกบในสระ 3 แสน มทส. ในแต่ละปี ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 
3.7.3 

ส้ินปีที่ จ ำนวนประชำกรกบ 

0(เริ่มนับ) 100 

1 100 + 100(0.22) = 100(1.22) = 100(1.22)1 

2 100(1.22) + 100(1.22)(0.22) = 100(1.22)(1.22)
=  100(1.22)2 

3 100(1.22)2 + 100(1.22)2(0.22) =  100(1.22)3 

4 100(1.22)3 + 100(1.22)3(0.22) =  100(1.22)4 

5 100(1.22)4 + 100(1.22)4(0.22) =  100(1.22)5 = 270 

นั่นคือ จะเห็นว่ำ ถ้ำเรำให้ 𝑥  แทนจ ำนวนปี เรำจะได้ว่ำ  

จ ำนวนประชำกรกบเมื่อส้ินปีที่ 𝑥 คือ  100(1.22)𝑥 
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 จุดคุ้มทุน  

 ในการท าการธุระกจิการค้า เราทราบเสมอว่าหมวดเงินท่ีเกี่ยวข้องมอียู่ 3 ส่วน ได้แก่ เงินท่ีเราใช้จ่ายลงทุนทั้งหมด (ในท่ีนี้

เขียนแทนด้วย "𝐶" ), รายได้ทั้งหมดที่ได้จากการจ าหนา่ยสินคา้นั้นๆ  (ในท่ีนี้เขียนแทนด้วย "𝑅" ) และผลก าไร ซึ่งก็คือผลตา่งของ

เงิน 2 หมวดแรก (ในท่ีนี้เขียนแทนด้วย " 𝑃 " ) และเนื่องจาก ทั้ง 3 หมวดนี้ จะขึ้นอยู่กับปรมิาณหรือจ านวนของสินค้าท้ังสิ้น ดังนั้น 

ถ้าเราก าหนดให้ 𝑥แทนจ านวนสินคา้ เราจะสามารถเขียนได้เป็นสมการ 

𝑃(𝑥) = 𝑅(𝑥) −  𝐶(𝑥) (3.3)  

เมื่อไหร่ก็ตามกเ็ราสามารถมีค่า  𝑅(𝑥) เท่ากับค่า  𝐶(𝑥) เราถือว่า ณ ต าแหน่งนี้ ไม่มีก าไร และไม่ขาดทุน เราเรียกสถานการณ์

เช่นนี้ว่า "จุดคุ้มทุน"ในหัวข้อน้ี เราจะศึกษาปัญหาจุดคุม้ทุนน้ี โดยการใช้ความรู้ทางสมการพหุนามและการแก้ ดังแสดงในตัวอย่าง 

ตวัอยา่งท่ี 3.7.4นำยมีรัก รักดีนักศึกษำสำขำเทคโนโลยชีวีภำพ มทส. ได้ถูกส่งตัวไปร่วมฝึก
ประสบกำรณ์กำรท ำแลบกับบรษิัทชั้นน ำแห่งหนึ่งในกรุงเทพ นำยมีรักได้รับมอบหมำยใหท้ ำกำรเพำะ
เชื้อแบคทีเรียชนิดหนึ่ง และศึกษำกำรเพิ่มจ ำนวนของเบคทีเรียชนิดนี้ แล้วต้องรำยงำนต่อหัวหน้ำ จำก
กำรศึกษำวัดจ ำนวนแบคทีเรียมำระยะหนึ่ง นำยมีรักพบว่ำ จ ำนวนประชำกรของแบคทีเรียชนิดนี้ มี
อัตรำกำรเพิ่มขึ้นคือ 80 % ในทุกๆ ชัว่โมง ถ้ำเริ่มเพำะด้วยจ ำนวนแบคทีเรยีทั้งหมด 10 ตัวในวันนี ้
นำยมีรัก ได้รับมอบหมำยให้ท ำนำยจ ำนวนแบคทีเรยีเมื่อส้ินวันที่ 7 นับจำกวันนี้   

วิธีท า   

จำกโจทย์ เรำได้ว่ำ  
1. จ ำนวนประชำกรของแบคทีเรียเริ่มต้น คือ 10 ตัว 

2. อัตรำกำรกำรเพิ่ม คือ 80 % ต่อ 1 ชั่วโมง 
จำกสูตรกำรค ำนวณหำอัตรำกำรเพิ่มของประชำกร (3.2) จะได้ว่ำ 

 จ ำนวนของแบคทีเรียเมื่อส้ินช่วงเวลำที่  𝑥 = (จ ำนวนเริ่มตน้) ∙ (1 + อัตรำกำรเพิ่ม)𝑥 
สมมติว่ำ เมื่อส้ินชั่วโมงที่ 5 แทนค่ำจะได้ว่ำ  
 จ ำนวนของสิ่งเมื่อส้ินช่วงเวลำที่  5 = (10) ∙ (1.8)5 

ใน 7 วันมีทั้งหมด 168 ชั่วโมง ดังนั้น เมื่อส้ินชั่วโมงที่ 168 แบคทีเรียจะมีจ ำนวนทั้งสิ้น 

จ ำนวนของแบคทีเรียเมื่อส้ินช่วงเวลำที่  168 = (10) ∙ (1.8)168 = 7.687 × 1043 

ดังนั้น นำยมีรักจึงรำยงำนต่อหัวหน้ำว่ำ ในอีก 7 วันข้ำงหน้ำ จะแบคทีเรียจะมีจ ำนวนทั้งสิ้น  
7.687 × 1043    ตัว  

หมายเหต ุ ซึ่งเมื่อครบ 7  วันแล้ว สิ่งที่นำยมีรักท ำนำยไว้ ก็เป็นจริง และหัวหน้ำแผนกกพ็ึงพอใจเป็นอย่ำงมำกเลย
ตัดสินใจจองนำยมีรัก เพื่อเข้ำท ำงำนในบริษัททนัทีที่ส ำเร็จกำรศึกษำ และนำยมีรักก็ให้รูส้ึกดีใจเป็นอย่ำงยิ่ง ที่ตั้งใจ
เรียนวิชำคณิตศำสตร์ในชีวติประจ ำวนั เมื่อครำอยู่ชัน้ปี 1 มทส. เพรำะเรำไม่รู้ว่ำ ไม่แน่ สิ่งที่คิดว่ำจะไม่ได้ใช ้ วันหนึง่ 
กลับอำจเป็นสิ่งที่ตัดสินชะตำอนำคตของเรำ ก็เป็นได้   
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 สมดุลกำรตลำด 

 การสมดุลของการตลาดทั่วไป เราจะได้ว่า "จ านวนสินค้าที่ต้องการขาย(Supply)"เท่ำกับ"จ านวนสินค้าท่ีต้องการซื้อ

(Demand)" ซึ่ง แต่ละประเภทมกัจะเขียนเป็นฟังก์ชันในรูปของราคา(𝑝) และ จ านวนสินค้า(𝑞)ดังนั้น การหาสมดลุการตลาด จะ

สามารถท าไดด้ังแสดงในตัวอย่างนี้ 

  

ตวัอยา่งท่ี 3.7.6ถ้ำก ำหนดฟังกช์ัน Demand เป็น 𝑝2 + 2𝑞 = 1600 

  และฟังกช์ัน Supply เป็น200 − 𝑝2 + 2𝑞 = 0แล้วจงหำจุดสมดุลกำรตลำด 
วิธีท าจุดสมดุลกำรตลำดเกิดขึ้นเมื่อ 

 "จ ำนวนสินค้ำที่ต้องกำรขำย(Supply)"เท่ากบั"จ ำนวนสินค้ำที่ต้องกำรซื้อ(Demand)" 

จำกโจทย์เรำไดว้่ำ จ ำนวนสินค้ำที่ต้องกำรขำย(Supply): 𝑞 = − 1

2
𝑝2 + 800     ..……(1) 

จ ำนวนสินค้ำที่ต้องกำรซื้อ(Demand) : 𝑞 = 1

2
𝑝2 − 100         ……..(2) 

ให้สมกำรที่ (1) เท่ำกับ สมกำรที่ (2)  

จึงได้ว่ำ       − 1

2
𝑝2 + 800 =

1

2
𝑝2 − 100 ⇒ 𝑝2 − 900 = 0 

⇒𝑝 = 30,−30เลือก 30 เพรำะ รำคำ ต้องเป็นบวกเสมอ  
แล้วแทนค่ำกลับไปเพื่อหำค่ำ 𝑞  จึงได้ค่ำ  𝑞 = 350 

ดังนั้นจะต้องผลิตสินค้ำเพื่อขำยเป็นจ ำนวน 350 ชิ้น และขำยในรำคำชิ้นละ 30 บำท กำรตลำดถงึจะสมดุล 

ตวัอยา่งท่ี 3.7.5ถ้ำในกำรท ำกำรค้ำหนึ่ง พบว่ำฟังกช์ันรำยจ่ำยสำมำรถเขียนได้คือ  
𝐶(𝑥) = 500 + 90𝑥บำทและฟังกช์ันรำยได𝑅้(𝑥) = 150𝑥 − 𝑥2 บำท เมื่อ 𝑥 คือจ ำนวนสินค้ำ จง
หำว่ำ จะต้องผลิตและจ ำหน่ำยสินค้ำเป็นจ ำนวนเท่ำใด เจ้ำของกำรค้ำน้ี ถึงจะคืนทุนได้ หรือหำจุดคุม้ทุน 
นั่นเอง  
วิธีท า      
เรำทรำบมำแลว้ว่ำ จุดคุ้มทุน เกิดจำก 𝐶(𝑥) =  𝑅(𝑥) 
ดังนั้น จึงได้ว่ำ                 500 + 90𝑥 = 150𝑥 − 𝑥2 

  𝑥2 − 60𝑥 + 500 = 0 
   (𝑥 − 10)(𝑥 − 50) = 0 
นั่นคือ  𝑥 = 50, 𝑥 = 10 และแทนค่ำกลับจะได้ค่ำ 𝐶(50) = 5000, 𝐶(10) = 1400 

ดังนั้น เจ้ำของกำรค้ำต้องผลิตและจ ำหน่ำยสินค้ำเป็นจ ำนวน 50 หรือ 10 ชิ้น ถึงจะท ำให้เงินลงทุน กับเงิน
รำยได้ เท่ำกันพอดีหรือตอบเปน็จุดได้เป็น (50,5000) และจุด (10,1400) 
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แบบฝึกทักษะที่ 3.7จงใช้ความรู้ในบทที่ 3 ในการหาค าตอบของปัญหาในชีวิตประจ าวันต่อไปนี ้

1. จากรูปในแต่ละข้อต่อไปนี้ จงจิตนาการว่า นักศึกษา ก าลังรนิน้ าใส่ภาชนะในข้อน้ันๆ ด้วยอัตราคงท่ี แล้วเขยีนกราฟแสดง

ความสัมพันธ์ระหว่าง เวลา(Time) กับความสูง(Height) ของระดับน้ าในภาชนะนั้น 

(a)  

 
 

(b)  

 
 

(c) 
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2. โรงภาพยนต์แห่งหนึ่งในจังหวัดนครราชสมีา จ าหน่ายเครื่องดื่มตามปริมาณ และความสมัพันธ์ระหว่างปริมาณเครื่องดื่ม(หน่วยเป็น

มิลลลิิตร มล.) กับราคา แสดงใน ตารางที่  12 จงใช้ข้อมูลนี้ ตอบค าถามในละข้อต่อไปนี ้

ตำรำงที่  12 ตารางแสดงความสมัพันธ์ระหว่างราคาเครื่องดื่ม และปริมาณ ส าหรับแบบฝึกทักษะประจ าบทท่ี 3 หัวข้อ 3.7 ข้อ 2 

ปริมาณของเครื่องดื่ม(มล.) ราคา (บาท) 

120 99 

160 119 

240 149 

480 189 

2.1) จงเขียนแผนภาพในลักษณะของ แผนภาพท่ี  8 เพื่อแสดงความสัมพันธ์นี ้

 

2.1) จงเขียนกราฟแสดงความสัมพันธ์นี้ 

 

2.3) จงเขียนโดเมน และเรนจ์ ของความสัมพันธ์นี ้

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 
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2.4) ความสัมพันธ์นี้ เป็นฟังก์ชันหรือไม่ เพราะอะไร 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

2.5) เราสามารถใช้ข้อมูลนี้ ท านายราคาของเครื่องดืม่ที่มีขนาด 560 มล. ได้หรือไม่ อย่างไร 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

3. จงพยายามนึกภาพในแต่ละสถานการณต์่อไปนี้ แล้วท าการก าหนดตัวแปร ระบหุน้าท่ีว่าตัวแปรใดเป็นตัวแปรอสิระ ตัวแปรใดเป็น

ตัวแปรตาม แล้วเขียนกราฟแสดงความสัมพันธ ์

3.1) ระยะทางที่รถว่ิงไปได้หลังเหยียบเบรค จนกระทั่งรถหยุดนิ่งสนทิ เมื่อเทียบกับความเร็วของรถก่อนที่จะเหยียบเบรค 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

  

3.2) อุณหภูมิเฉลี่ยของแก้วที่ใส่น้ าแข็งเต็มแก้ว แล้วปล่อยให้วางอยู่บนโต๊ะเป็นเวลานาน 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

 

3.3) ระดับความสูงจากพ้ืนของนักศึกษา เมื่อนักศึกษานั่งบนชิงช้าสวรรค์เป็นเวลา 3 รอบ 
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

4) นายสายันต ์ได้ริเริ่มท าธุระกิจปรับปรุงภาพเกา่ แล้วน ามาตกแตง่ และท าส าเนาขายใหม ่โดยในการปรับปรุงภาพ 1 ภาพนั้น นาย

สายันต์ จะต้องใช้เงินจ านวน 155 บาท ในการท าการตกแต่งใหม่ และต้องใช้เงินอีก 15 บาท ในการจัดท าส าเนา 1 ชุด และเขาได้

วางแผนไว้ว่า จะขายในราคาชุดละ 27 บาท  

4.1) จงเขียนสมการแสดงความสมัพันธ์ระหว่างจ านวนเงินท่ีต้องจ่ายในการจัดท าปรับปรุงภาพ 1 ภาพ กับ จ านวนชุดส าเนาเป็น

จ านวน  𝑥  ชุด 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

4.2) วาดกราฟท่ีได้ในข้อ 4.1) แล้ววาดกราฟแสดงความสมัพันธ์ระหว่างเงินท่ีเขาจะได้ กับ จ านวนชุดของภาพที่ท าส าเนามา 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

4.3) สายันต์ต้องขายส าเนาภาพเปน็จ านวนกี่ชุดเป็นอย่างน้อย เขาถงึจะสามารถคืนทุน และเริ่มท าก าไร 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

4.4) ถ้าเขาท าส าเนามาทั้งหมด 8 ชุด แล้วขายหมด จงหาวา่ เขาขาดทุนหรือได้ก าไรอยู่กี่บาท 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 
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5. สิ่งมีชีวิตที่หายากชนิดหนึ่ง อาศัยอยู่ก้นลึกของทะเล และมีชีวิตยืนยาวมาก จากการส ารวจพบว่า ณ วันน้ี จ านวนของสิ่งมีชีวิต

ชนิดนี้คือ 821 ตัว และเพิ่มประชากรขึ้นด้วยอัตราคิดเป็น 2 % ต่อเดือน จงหาจ านวนประชากรของสิง่มีชีวิตทะเลลึกชนิดนี้ เมื่อสิ้นปี

ที่ 10  
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

6. ถ้าธาตุชนิดหนึ่งมีครึ่งชีวิตคือ 25 ปี และหลังจาก 𝑥 ปี ธาตุนี้จะเหลือปริมาณเป็นจ านวนทั้งสิ้น  𝐴(𝑡)   กรัม ท่ีนิยามเป็น  

𝐴(𝑡) = 10 (
1

2
)

𝑡

25

 

จงหาว่าธาตุนี้มีปรมิาณเริม่ต้นกี่กรมั และปริมาณที่เหลืออยู่ หลังจากปีท่ี 80  
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

7. ถ้าจ านวนประชากรในแมกซิโกในปี 2523 เป็น 67.38 ล้านคน จงหาว่า เมื่อสิ้นปี 2563 แมกซิโก จะมีประชากรเท่าใด เมื่อ

ก าหนดให้ จ านวนประชากรในปีท่ี 𝑡มีจ านวนเป็น𝑃(𝑡) = 67.38𝑒0.02567𝑡 
........................................................................................................................................................................................................................................................................ 

....................................................................................................................................................................................................................................................................... 

8.จากสมการแสดงการเพิ่มขึ้นของประชากรในแมกซโิกในข้อ 7. จงหาว่า ถัดจากปี 2553 ไปกี่ปี ประชากรแมกซิโกจะมีจ านวนเป็น

เท่าตัว 
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

 

9.จากข้อมูลในตัวอย่างที่ 3.7.5 จงเขียนสมการก าไร และหาว่า ต้องผลิตและจ าหน่ายสินค้านี้ เป็นจ านวนเท่าใด ถึงจะได้ก าไรสูงสุด 

และได้ก าไรสูงสุดเป็นจ านวนเท่าใด 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

10. ถ้าก าหนดฟังก์ชัน Demand เป็น 𝑝2 + 4𝑞 = 1600, 550 − 𝑝2 + 2𝑞 = 0 

  และฟังก์ชัน Supply เป็น550 − 𝑝2 + 2𝑞 = 0แล้วจงหาจุดสมดลุการตลาด 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

 

11. ถ้าในการท าการค้าหนึ่ง พบว่าฟังก์ชันรายจ่ายสามารถเขยีนไดค้ือ  

𝐶(𝑥) = 1600 + 1500𝑥บาทและฟังก์ชันรายได𝑅้(𝑥) = 1600𝑥 − 𝑥2 บาท เมื่อ 𝑥 คือจ านวนสินค้า จงหาว่า จะตอ้ง

ผลติและจ าหน่ายสินค้าเป็นจ านวนเท่าใด เจ้าของการค้านี้ ถึงจะคืนทุนได้ หรือหาจดุคุ้มทุน น่ันเอง 
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..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

12.วิธีหนึ่งที่สามารถใช้ในการวัดความสามารถในการจดจดและเขา้ใจเนื้อหาของนักเรียนหลังจากได้เรยีนวิชาหนึ่งๆ ไปแล้ว คือ การ

สอบวัดนักเรยีนเหล่านั้นทุกๆ ช่วงเวลาใด ช่วงเวลาหนึ่ง หลังจากท่ีวิชานั้นจบลงแล้ว และผลของการสอบวิชาคณิตศาสตร์ใน

ชีวิตประจ าวันของนักเรียนคนหนึง่ในเดือนหลังทีจ่ากเรยีนจบวิชานี้แล้ว สามารถประมาณค่าได้โดยสมการ 

𝑆(𝑡) = 85 − 25 𝑙𝑜𝑔(𝑡 + 1) 

เมื่อ 𝑆(𝑡)  คือคะแนนที่นักเรียนได้ในเดือน นั้นๆ  จงหาว่า 

ก. นักเรียนคนน้ีได้คะแนนเท่าใดในเดือนแรก 

ข. นักเรียนคนนนี้ได้คะแนนเท่าใดหลังจาก 2 เดือน 

ค. นักเรียนคนนีไ้ด้คะแนนเท่าใดหลังจากปิดคอรด์แล้วเป็นเวลา 1 ปี 
..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

..........................................................................................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................................................................................... 

..........................................................................................................................................................................................................................................................................  
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท (Additional Exercises) 

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย พีชคณิตพ้ืนฐำนของฟังกช์ัน 

1) 𝑘(𝑥) = −𝑥 + 1 จงหา 𝑘(−10) 

2) 𝑝(𝑥) =  3𝑥 จงหา 𝑝(−6) 

3) 𝑔(𝑛) =  𝑛3 + 3 จงหา 𝑔(8) 

4) 𝑔(𝑥)  =  𝑥3 + 5𝑥 จงหา 𝑔(5) 

5) ℎ(𝑛)  =  𝑛3 + 3𝑛2 จงหา ℎ(−5) 

6) 𝑤(𝑎)  =  −𝑎2 + 5𝑎 จงหา 𝑤(7) 

7) 𝑝(𝑎)  =  𝑎3 − 4𝑎 จงหา 𝑝(−6) 

8) 
ℎ(𝑛)  =  

4

3
𝑛 + 

8

5
 จงหา ℎ(−1) 

9) 
𝑓(𝑥)  =  −1 +

1

4
𝑥 จงหา 

𝑓(
4

3
) 

10) ℎ(𝑛)  =  𝑛3 + 6𝑛 จงหา ℎ(4) 

11) ℎ(𝑥)  =  −𝑥2 − 3 จงหา ℎ(−1) 

12) ℎ(𝑥)  =  −𝑥2 − 𝑥 จงหา ℎ(10) 

13) ℎ(𝑡)  =  𝑡2 − 4.4 จงหา ℎ(−7.8) 

14) 
ℎ(𝑎)  =  −2 −

1

4
𝑎 จงหา 

ℎ(−
4

5
) 

 

Extra Excercises  

ถ้าก าหนดให้  

𝑓(𝑥) = 3𝑥 + 1 
𝑔(𝑦) = 5𝑦3 − 2 
ℎ(𝑧) =  2𝑧 − 1 
แล้วจงหาค่าของสิ่งต่อไปนี้  

1) 𝑓(1) + 𝑔(0) + ℎ(−1) 

2) 𝑓(−1) + 𝑔(2) + ℎ(0) 

3) 𝑓(2) + 𝑔(1) + ℎ(2) 

4) 𝑓(1) − 𝑔(0) − ℎ(1) 

5) 
𝑓(2)

𝑔(0)
+
ℎ(1)

2
 

6) 3𝑓(1) +
𝑔(2)

ℎ(1)
 

7)
2

7
𝑓(2) + 2ℎ(1) +

2

𝑔(0)
 

8) 𝑓(−3) − 𝑔(0) + 2ℎ(1) 
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9)  𝑓 (
2

3
) +

2

3

ℎ(2)

𝑔(1)
 

10)  5𝑓(−1) + 𝑔(−1) + ℎ(2) 

11)  
𝑓(1)

𝑔(0)
+ 5ℎ(0) 

12)  
𝑓(−3)

𝑔(−1)
− ℎ(2) 

13)  2𝑓 (
5

3
) + 𝑔(0) + ℎ(1) 

14)  
𝑓(2)−3𝑔(2)

ℎ(2)
 

15)  𝑓 (
1

2
) +

𝑔(1)

2
−
ℎ(0)

6
 

 

ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย ฟังก์ชันเลขชี้ก ำลังและฟังก์ชนัลอกำริทึม 

1. จงเขียนสิ่งต่อไปนี้ในรูปของฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง 

 (a) log3 𝑥 = 9 

 (b) log2 8 = 𝑥 

 (c) log3 27 = 𝑥 

 (d) log4 𝑥 = 3 

 (e) log2 𝑦 = 5 

 (f) log5 𝑦 = 2 

2. จงเขียนสิ่งต่อไปนี้ในรูปของฟังก์ชันลอการิทึม 

 (a) 𝑦 = 34 

 (b) 27 = 3𝑥 

 (c) 𝑚 = 42 

 (d) 𝑦 = 34 

 (e) 32 = 𝑥5 

 (f) 64 = 4𝑥 

 

 

 

 

 

 

168

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 

 

 

 

 

169

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

3. จงหาค าตอบของสมการต่อไปนี้ 

 (a) log3 𝑥 = 4 

 (b) log𝑚 81 = 4 

 (c) log𝑥 1000 = 3 

 (d) log2
𝑥

2
= 5 

 (e) log3 𝑦 = 5 

 (f) log2 4𝑥 = 5 

4. จงท า(กระจาย)ให้อยู่ในรูปอย่างง่าย 

(𝑎) log𝑥 𝑥𝑦 − log2 𝑥
2 

 (𝑏) log2
8𝑥2

𝑦
+ log2 2𝑥𝑦 

 (𝑐) log3 9𝑥𝑦
2 − log2 2𝑥𝑦 

 (𝑑) log4(𝑥𝑦)
3 − log4 𝑥𝑦 

 (𝑒) log3 9𝑥
4 − log3(3𝑥)

2 

5. จงแก้สมการหาคา่ของตัวไม่ทราบค่าในแต่ละข้อต่อไปนี้  

 (𝑎) 2 log𝑏 4 + log𝑏 5 − log𝑏 10 = log𝑏 𝑥 

 (𝑏) log𝑏 30 − log𝑏 5
2 = log𝑏 𝑥 

 (𝑐) log𝑏 8 + log𝑏 𝑥
2 = log𝑏 𝑥 

 (𝑑) log𝑏(𝑥 + 2) − log𝑏 4 = log𝑏 3𝑥 

 (𝑒) log𝑏(𝑥 − 1) + log𝑏 3 = log𝑏 𝑥 

6. จงแก้สมการต่อไปนี้ (ใช้เครื่องค านวณถ้าจ าเป็น) 

 1.  3𝑥 = 14    9.  3 − log2(𝑥 − 1) = 0   
 2.  5𝑒𝑥 = 22   10.  log(𝑥2 − 3x) = 1 

 3.  7(10)3𝑥−1 = 5   11.  log3(2𝑥 + 3) = 4  

 4.  2𝑒3𝑥−5 = 7   12.  log3 𝑥 + log3(𝑥 + 6) = 3 

 5.  
15

1+𝑒2𝑥+1
= 4   13.  1 + log(3𝑥 − 1) = log(2𝑥 + 1) 

 6.  200(1.02)3𝑡 = 1000  14.  log2( 𝑥
2 − x − 2) = 2 

 7.  𝑥2𝑒2 + 5𝑥𝑒𝑥 − 6𝑒𝑥 = 0 15.  ln( ln 𝑥) = 3    
 8.  ln(4𝑥 − 5) = 0  16.  log(3𝑥 − 10) = 2 + log(𝑥 − 2)  

6. Extra)  จงหาค่า 𝑥 จากสมการต่อไปนี้ 

1) 
1

32
= 22𝑥+1 

2) (125)x−1 = 25𝑥 

3) 9(81)𝑥+1 = 32−𝑥 

4) 
64

23x
= 16   
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5) 
216

36x−1
= 6x−1 

6) (
2

64x
)
2
= 32 ∙ 42−x 

7) 49(7)3𝑥 =
1

7𝑥−3
 

8) 
251−𝑥

625
= (

1

5
)
x

 

9) 
42𝑥+3

128
= 64 ∙ 4x 

10) 27 ∙ (81)2−𝑥 = (
1

9
)
𝑥

 

11) (16)
x

2
+1 =

1

128
 

12) 
81

27x
= 94x−3 

13) (32)x−1 =
128

42𝑥
 

14) (
81

9x
)
−2
= 27x+1 

15) (
625

25
)
x
= 1254x+5 

7. จงใช้คุณสมบัติทางฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง เพื่อท าให้แต่ละข้อต่อไปนี ้อยู่ในรูปอย่างง่าย  

 1. ) (𝑥−3)2   2. ) −2𝑥−5       

 3. ) (
𝑝−1

9𝑞3
)
2

   4. ) 
50𝑥−4

𝑥2
      

 6. ) 
18𝑢0𝑧−4

16𝑢−2𝑧2
   7. ) 

34𝑥−4

3𝑥2
      

 9. ) 3𝑥2(−2𝑥3)  10. ) (−2𝑥2𝑦)3(−3𝑥𝑦3)2    
 12. ) 2𝑦(−3𝑥2)(𝑥𝑦3) 13. ) (−5𝑥𝑦𝑧2)3     
 15. ) (𝑦4)−2   16. ) 60(3−4)      

 18. ) (𝑢2𝑧−4)−3  19. ) (
𝑥2

𝑥−3𝑦−2
)
−1

  

7.Extra) จงใช้คุณสมบตัิทางฟังก์ชันเลขช้ีก าลัง เพื่อท าให้แต่ละข้อตอ่ไปนี้ อยู่ในรูปอย่างง่าย 

1. (
𝑥𝑦2

3
)
−1

∙ (
2𝑥−1

𝑦
) 

2. (
𝑥−2𝑦

𝑧
)
−2

∙ (2𝑥𝑦)−1 

3. (
𝑥𝑦𝑧−1

𝑥3
)
2

∙ (
𝑥2

𝑦𝑧
)
3

 

4. (
1

𝑥2𝑦2
)
−1
∙ (
𝑧3𝑥𝑦

2
) 

5. (20𝑥−2𝑦𝑧) ∙ (
𝑥3𝑦

𝑧
)
−1

 

6. (𝑥𝑦2𝑧5)−2 ∙ (
1

2𝑥𝑦2
) 

7. (
𝑥2𝑦

𝑧−3
) ∙ (

32𝑥𝑦2

𝑧
)
−1

 

8. (
𝑥−2𝑧

𝑦2
)
−2

∙ (𝑥−3𝑦) 

9. (
3𝑥2𝑦−1

𝑧−2
)
2

∙ (
2

3
𝑥2𝑦−4𝑧) 

10. (𝑥−2𝑦−3𝑧2)−2 ∙ (
𝑧4

𝑥−2𝑦−2
) 

11. (
𝑥2𝑦

𝑥3𝑧4
) ∙ (

1

3𝑥−2
) 

12. (
3𝑥𝑦

𝑧−1
)
−2
∙ (

2𝑧

5𝑦−5
) 

13. (
25𝑦−1𝑧2

𝑥
) ∙ (

𝑥2𝑦

𝑧
)
−1

 

14. (
1

2𝑥𝑦−3
) ∙ (

𝑦𝑧4

𝑥−1
)
−2

 

15. (
𝑥2𝑦

4𝑧
)
3

∙ (
𝑥𝑦𝑧−2

3𝑥−1
) 
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8. จงแก้สมการด้านล้างนี้ โดยไมต่อ้งใช้การเทคฟังก์ชันลอการิทึมเข้าช่วย  

 1. ) (
1

6
)
−3𝑥

∙ 363𝑥 = 36−2𝑥−3  2. ) 
4

21−𝑝
= 1   

 3. ) 64𝑚+3 ∙ 4−𝑚−2 = 8   4. ) 2432𝑛−1 = 273𝑛+2 

 5. ) 
(
1

3
)
−2𝑟−2

27
= (

1

81
)
2𝑟−2

   6. ) 2−3𝑥−1 ∙ 25 = 32  

 7. ) 9 ∙ 3−2𝑏−3 = 3−𝑏   8. ) 3−2𝑎 ∙ 3−2𝑎 = 1  

 9. ) 
43𝑣+2

42𝑣−1
= 4𝑣+1    10. ) 125 ∙ 25−2𝑥 = 1   

 

 

ส่วนที่ 3 ว่ำด้วย พหุนำม  

1. จงกระจายแต่ละข้อต่อไปนี้ ใหอ้ยู่ในรูปอย่างง่าย  

1. 2𝑥(𝑥2)(−4𝑥)(+3) 
2. 4𝑥 − 2(𝑥 − 3) 
3. −2𝑥2(−3𝑥2)3 
4. (𝑥2 + 4𝑥) − (𝑥3 − 3𝑥2) − (2𝑥2 + 𝑥) 
5. 𝑥𝑦(𝑥2 − 4𝑥 + 3) 
6. 2𝑥 − 3(𝑥2 − 5𝑥 + 6) + 5𝑥2 
7. (𝑥 − 4)2 
8. (𝑥 − 5)(𝑥2 − 5𝑥 + 25) 
9. (𝑥 − 1)(𝑥2 − 2𝑥 + 1) 
10. (3𝑥 + 7)(3𝑥 − 7) 
11. (𝑥 + 8𝑦)(3𝑥 + 𝑦) 
12. (3𝑥 + 𝑦)(3𝑥 − 𝑦) 
13. 2𝑥(𝑥2 + 3𝑥) − 𝑥(2𝑥2 − 4) + 3𝑥(𝑥2 − 5𝑥 + 2) 

 

2.  จงหาสิ่งต่อไปนี้  

2.1 ส าหรับพหุนามในแต่ละข้อต่อไปนี้ จงหาพหุนามที่เหลือ เมื่อก าหนดตัวประกอบหน่ึงมาให้ดังตาราง 

พหุนาม รากหนึ่งของพหุนามนี้ 

1.   𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 𝑥 − 1 
2.   𝑥3 − 7𝑥 − 6 𝑥 + 2 

3.  2𝑥3 + 7𝑥2 + 7𝑥 + 2 𝑥 + 1 
4.  3𝑥3 + 7𝑥2 ± 22𝑥 − 8 𝑥 + 4 

2.2 จงแยกตัวประกอบของพหุนามในแต่ละข้อด้านล่างนี้  

(𝑎)𝑥3 − 6𝑥2 + 11𝑥 − 6 (𝑐) 2𝑥3 + 5𝑥2 − 3𝑥 

(𝑏)𝑥3 − 7𝑥 − 6  (𝑑)𝑥3 + 6𝑥2 + 12𝑥 + 8 
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2.3 จงหาผลเฉลยของสมการพหุนามต่อไปนี้  

  1.  𝑥2 + 5𝑥 + 6 = 0 

  2.  𝑥2 − 𝑥 − 12 = 0 

  3.  𝑎2 − 9𝑎 + 18 = 0 

  4.  𝑡2 + 2𝑡 − 19 = 0 

  5.  𝑥2 + 15𝑥 + 30 = −6 

  6.  𝑑2 + 10𝑑 = −16 

  7.  2𝑥2 + 6𝑥 + 4 = 0 

  8.  3𝑎2 − 12𝑎 = 15 

  9.  𝑐2 − 6𝑐 + 9 = 0 

  10.  5𝑥2 − 14𝑥 + 8 = 0 

 11.  ℎ2 − 7 = 9 

 12.  7𝑡2 − 15t + 5 = 4 

 13.  𝑑2 + 10d + 18 = −7 

 14.  4𝑥2 − 46 = 13 

 15.  𝑥3 − 3𝑥2 + x + 2 = 0 

 16.  5𝑥3 + 23𝑥2 + 10x − 8 = 0 

 17.  𝑥3 − 8𝑥2 + 21x − 18 = 0 

 18.  𝑥3 − 2𝑥2 + 5x − 4 = 0 

 19.  𝑥3 + 5𝑥2 − 4x + 20 = 0

 

3 จรวดโมเดลอันหนึ่งถูกยิงข้ึนไปบนฟ้าจากพื้นดินและความสูงของจรวดโมเดลอันนี้วัดจากระดับยิงท่ีพื้น(มีหน่วยเป็นเมตร)

สามารถอธิบายได้ดวยสมการ ℎ =  −16𝑡2 + 160𝑡เมื่อ 𝑡เป็นเวลาที่มีหน่วยเป็นวินาที จงหาว่า  

3.1) จงหาระดับความสูงของจรวดเมื่อเวลาผ่านไป 2 วินาที   (256 เมตร) 

3.2) จรวดต้องใช้เวลานานเท่าใดจงึจะเดินทางไปถึงจุดที่มสีูงจากพ้ืนเป็นระยะทาง 384 เมตร (หลังจากผ่านไป 4 และ  6 

วินาที) 

3.3) จรวดจะตกลงถึงพื้นเมื่อเวลาผ่านไปนานเท่าใด(หลังจากผ่านไป 10 วินาที) 

 

4.  พื้นที่เกษตรแปลงหนึ่งเป็นรูปสีเ่หลื่ยมผืนผ้า ท่ีมีด้านยาวท่ีสั้นกว่าสองเท่าของด้านกว้างอยู่ 3 กิโลเมตร และมีพื้นที่ท้ังหมด

เป็น 104 ตารางกิโลเมตร จงหาว่า ท่ีดินเกษตรแปลงนี้กว้างและยาวกี่กิโลเมตร  (กว้าง 8 และยาว 13 กิโลเมตร) 

 

5.  สามเหลีย่มรปูหนึ่งมีฐานท่ียาวเป็น 4 เท่าของความสูง และมีพื้นท่ีเป็น 48 ตารางเมตร สามเหลีย่มรปูนี้มีฐานกว้างและมี

ความสูงยาวเท่าใด (มีความยาวฐานเป็น 12  เมตร และสูงเป็น 8  เมตร) 
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เฉลยแบบฝึกทักษะ(Answers) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.1 ควำมสัมพันธ์ และฟังกช์นั 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.1.1 

1) 𝐷𝑅 = {1,2,3,4},    𝑅𝑅 = {3,6,9,12} 2)𝐷𝑅 = {1,2,3},    𝑅𝑅 = {6,7,8}  

3) 𝑅 =  {(1,4), (1,6), (2,9), (3,4), (3,6), (5,4), (5,6)}   

4) 26  

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.1.2 

1) ความสัมพันธ์ (𝑖)เป็นฟังก์ชัน,  ความสัมพันธ์ (𝑖𝑖)เป็นฟังก์ชัน และความสัมพันธ์ (𝑖𝑖𝑖) ไม่เป็นฟังก์ชัน  

2) กราฟในข้อ ข. เพียงข้อเดียวที่ไม่เป็นฟังก์ชัน เพราะเมื่อลากเส้นตรงที่ขนานกับแกน y แล้ว เส้นนัน้จะตัดกราฟมากกว่า 1 

จุด 

3.1) 𝑅𝑓 = (−∞,2),        3.2) 𝑅𝑓 = [2,∞)                 3.3)𝑅𝑓 =จ านวนจริงทั้งหมด 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.1.3 

1) 11    2) 3       3) -74)  -21        5) -28        6)-2.57) 88       8)  -1/64         9) 4t-13            

10) 8a      11) 12n+2      12) a+7      13) 4x+4     14)−43𝑎−415)−64𝑛3 − 80𝑛2 

16)  𝑛4 − 2𝑛2 17)  𝑥3 − 12𝑥2 + 48𝑥 − 96 18)2 ∙ 37+𝑡 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.2 พีชคณิตของฟังก์ชัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.2 

1.1)  𝑥 + √𝑥 − 2                                       1.2)  2 − 𝑥 + √𝑥 − 2 

1.3)  𝑥 − 1 + (√𝑥 − 2)(𝑥 − 1)1.4)  1+√𝑥−2
𝑥−1

เมื่อ 𝑥 ≠ 1 

 ดังนั้น โดเมนของ 𝑓 + 𝑔,   𝑓 − 𝑔,   𝑓. 𝑔คือ 

 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 = [2,∞) ∩ (−∞,+∞) = [2,∞) 

 โดเมนของ 𝑓
𝑔
 หาจาก 𝐷𝑓 ∩ 𝐷𝑔 ,𝑔(𝑥) ≠ 0 

 จาก 𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1นั่นคือ 𝑥 − 1 ≠ 0, 𝑥 ≠ 1 

 ดงันั้น โดเมนของ 𝑓
𝑔
 คือ [2,∞) และ 𝑥 = 1 ไม่อยู่ในช่วงนี้ 

2.1) 5𝑥2 + 2𝑥 − 12.2) 5𝑥2 + 1                 2.3)(𝑥 − 1)(√5 − 𝑥) 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.3 ฟังก์ชันเลขชีก้ ำลัง 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.3 

(a)𝑦 = 2𝑥+4 

 

(b) 𝑦 = 2𝑥−4  

 
(c) 𝑦 = −2𝑥 

 

(d) 𝑦 = −2−𝑥 

 

แบบฝึกทักษะที่ 3.3.2  
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แบบฝึกทักษะที่ 3.3.3 

1) 0 2)(−𝑥5) 3) -1               4)−42𝑎5𝑏3𝑐3 5) - 363 

 6)  8 7) -3                    8)  2 9)  6𝑎+𝑏+𝑐 10)  28𝑥12𝑦2 

แบบฝึกทักษะที่ 3.3.4  

1)- 12) 3/2             3)-34)05)2 

6)2 7)2 8)29)3/510)12 

11)  -1/312) - 2/17      13)  - 1/3           14) - 5/11 
 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.4 ฟังก์ชันลอกำลิทึม 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.4.1 

ข้อ รูปลอการิทึม รูปเลขก าลัง 

1) 𝑙𝑜𝑔6 36 = 2 62 = 36 

2) 
𝑙𝑜𝑔289 17 =

1

2
 289

1

2= 17 

3) 
𝑙𝑜𝑔14

1

196
= −2 

 

14−2 =
1

196
 

 

4) 𝑙𝑜𝑔3 81 = 4 
 

34 = 81 
 

5) 
𝑙𝑜𝑔64 8 =

1

2
 

 

64
1

2 = 8 

6) 𝑙𝑜𝑔12 144 = 2 
 

122 = 144 
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7) 
𝑙𝑜𝑔9

1

81
= −2 

 

9−2 =
1

81
 

8) 
𝑙𝑜𝑔 1

12

1

144
= 2 

 

(
1

12
)
2

=
1

144
 

 

9) 
𝑙𝑜𝑔𝑢

15

16
= 𝑣 

 

𝑢𝑣 =
15

16
 

 

10)  𝑙𝑜𝑔𝑣 𝑢 = 4 
 

𝑣4 = 𝑢 
 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.4.2 

1) 𝑙𝑜𝑔 (6 ∙ 3) = 𝑙𝑜𝑔 6 + 𝑙𝑜𝑔3 

2) 𝑙𝑜𝑔
24

53
 

 
= 4𝑙𝑜𝑔 2 − 𝑙𝑜𝑔 3 

3) 𝑙𝑜𝑔(
6

5
)6 = 6𝑙𝑜𝑔 6 − 6 𝑙𝑜𝑔 5 

4) 𝑙𝑜𝑔(𝑎 ∙ 𝑏)2 = 2 𝑙𝑜𝑔 𝑎 + 2 𝑙𝑜𝑔 𝑏 

5) 𝑙𝑜𝑔
𝑢4

𝑣−2
 = 4 𝑙𝑜𝑔 𝑢 − 2 𝑙𝑜𝑔 𝑣 

6) 𝑙𝑜𝑔
𝑥−3

𝑦5
 = −3𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 5 𝑙𝑜𝑔 𝑦 

7) 𝑙𝑜𝑔 √𝑥 ∙ 𝑦 ∙ 𝑧
3  = 

𝑙𝑜𝑔 𝑥

3
+
𝑙𝑜𝑔 𝑦

3
+
𝑙𝑜𝑔 𝑧

3
 

8) 𝑙𝑜𝑔 𝑥 ∙ 𝑦−3 ∙ 𝑧2 = 𝑙𝑜𝑔 𝑥 − 3 𝑙𝑜𝑔 𝑦 + 2𝑙𝑜𝑔 𝑧 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.4.3 

1)5                     2) 2                        3)4 4)1/3 

5)-36)1447)17  8)72 

9) 2                    10)  -2                    11) 1/2            12) ไม่นิยาม         13) ไม่นิยาม      

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.4.4 

1){3}           2) {−5}            3){−5}4){3}5){−
1

3
}6){1}7){0} 

8){4095}9){−1, 10}10){−7,−2}11) {5, 3}12) {7, 10}13)  {90}14) {
100

7
} 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.5 ฟังก์ชันพหุนำม 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.5.1 

(a) 𝑓(𝑥) = 4𝑥2 + 2เป็นพหุนามที่มีระดับขั้นเป็น 2 

(b) 𝑓(𝑥) = 3𝑥3 − 2𝑥 + √𝑥 ไม่เป็นพหุนามเพราะมพีจน√์𝑥 

(c) 𝑓(𝑥) = 12 − 4𝑥5 + 3𝑥2เป็นพหุนามที่มีระดับขั้นเป็น 5 

(d) 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛 𝑥 + 1ไม่เป็นพหุนามเพราะมีพจน์ 𝑠𝑖𝑛 𝑥 

(e) 𝑓(𝑥) = 3𝑥12 − 2 𝑥⁄ ไม่เป็นพหุนามเพราะมีพจน2์ 𝑥⁄  

(f) 𝑓(𝑥) = 3𝑥11 − 2𝑥12เป็นพหุนามที่มีระดับขั้นเป็น 12 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.5.2 

ตัวอย่างของพหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 1 เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥,𝑓(𝑥) = 6𝑥 − 5 

ตัวอย่างของพหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 2 เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥2, 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 5 

ตัวอย่างของพหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 3 เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2𝑥 + 1,  𝑓(𝑥) = 𝑥3 − 2 

ตัวอย่างของพหุนามที่มีระดบัขั้นเป็น 4 เช่น 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 3𝑥3 + 2𝑥, 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 𝑥 − 5. 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.6 สมกำรพหุนำม และกำรหำรำก 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.6.1 

1){1, −1.5}                  2) {7±√29
10
}                      3){1,6} 4){5, −4} 

5){− 5

2
, 1}6){−3,4}7){−3,1}  8){9

2
, −4} 

9){5
2
, −

5

2
}   10){−2±2√37

9
} 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.6.2 

1)(𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 + 6)                 2) (𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 − 3) 

3)(𝑥 + 1)(2𝑥2 + 5𝑥 + 2) 4)(𝑥 + 4)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2) 

5)(𝑥 − 4)(𝑥2 − 13𝑥 + 2)   6)เซตของค าตอบท้ังหมดคือ{1
2
, −

2

3
,
8

9
} 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 3.7 ฟังก์ชันเลขชีก้ ำลัง ฟังก์ชนัลอกำลิทึม และสมกำรพหุนำมในชีวิตประจ ำวัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 3.7 

1) 

(a) (b) (c) 
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ข้อ 2) และ  3) ติดตามในช้ันเรียน 

4.1)𝑦 = 155 + 15𝑥 เมื่อ𝑦แทนจ านวนเงิน และ𝑥 แทนจ านวนส าเนา 

4.2) - ติดตามในช้ันเรียน - 

 

ศัพท์น่ำรู้ 

Cost : ค่าใช้จ่าย 

Number of pictures : จ านวนส าเนาภาพ 

Income : รายได ้

Amount of money : จ านวนเงิน 

หมำยเหตุ   ในที่น้ีจะหมายถึงหน่วยเงิน "บาท" 

5) จะมีจ านวนประชากรเท่ากับ 1.716 ∙ 1013                6) ธาตุนี้จะเหลืออยู่ประมาณ 1.088 กรัม 

7)  188.13 ล้านคน       8)  เมื่อสิ้นปีท่ี 27       

9) ต้องผลิตและจ าหน่ายสินค้าเปน็จ านวน 30 ช้ิน ถึงจะได้ก าไรสูงสุดคือ 2,200 บาท 

10)𝑝 = 30, 𝑞 = 17511)ได้จุดคุม้ทุน 2 จุดคือ (20,313600) และ (80,121600) 

12)ก) 85 คะแนน ข) 73.1 คะแนน และ ค) 57.2 คะแนน 

เฉลยแบบฝึกหัดเพ่ิมเติมท้ำยบท  

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย พีชคณิตพ้ืนฐำนของฟังกช์ัน 

1)  11  2) -18  3) 67  4) 150  5) -50  6) -14  

7) -192  8) 4/15  9) -13/16  10) 88  11) -4  12) -110   

13) 56.44 14) -9/5 

เฉลย Extra Excercises  

1)
3

2
    2)36    3)13    4)5    5)-3     6)50    7)3    8)4 

9)
11

3
    10)-14    11)-2    12)−

13

7
    13)11    14)

121

3
    15)4 
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ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย ฟังก์ชันเลขชี้ก ำลังและฟังก์ชนัลอกำริทึม 

1. (a) 𝑥 = 39  (b) 8 = 2𝑥  (c) 27 = 3𝑥  (d) 𝑥 = 43 

 (e) 𝑦 = 25(f) 𝑦 = 52 

2. (a) 4 = log3 𝑦  (b) 𝑥 = log3 27  (c) 2 = log4𝑚  (d) 5 = log3 𝑦 

  (e) 5 = log𝑥 32  (f) 𝑥 = log4 64 

3. (a)  81  (b)   3  (c)   10  (d)   64  (e)  234  (f)  8 

4.  (𝑎) log2
𝑦

𝑥
, (𝑏) 4 + 3 log2 𝑥 , (𝑐) log3𝑦−1 , (𝑑) 2 log4(𝑥𝑦) 

5.  (𝑎) 8, (𝑏)
6

5
, (𝑐)

1

8
, (𝑑)

2

11
, (𝑒) 1

1

2
 

6)    6.1) ประมาณ  2.40217    6.2)  ประมาณ  1.4816    6.3)  ประมาณ  0.284626.4)  ประมาณ  2.08425 

6.5)  ประมาณ  -0.00586.6)  ประมาณ  27.09136.7)  -6 ,  16.8)  1.56.9)  9 

6.10)  5  ,  -26.11)  396.12)  36.13)  11/286.14)  3  ,  -26.15)  𝑒𝑒
3
6.16)  ไม่มคี าตอบ 

 

6.Extra)  

1) 
1

32
= 22𝑥+1  (𝑥 = −3) 

2) (125)x−1 = 25𝑥  (𝑥 = 3) 

3) 9(81)𝑥+1 = 32−𝑥  (𝑥 = −
4

5
) 

4) 
64

23x
= 16   (x =

2

3
) 

5) 
216

36x−1
= 6x−1 (x = 2) 

6) (
2

64x
)
2
= 32 ∙ 42−x  (x = −

7

4
) 

7) 49(7)3𝑥 =
1

7𝑥−3
 (𝑥 =

1

4
) 

8) 
251−𝑥

625
= (

1

5
)
x
(x = −2) 

9) 
42𝑥+3

128
= 64 ∙ 4x  (x =

7

2
) 

10) 27 ∙ (81)2−𝑥 = (
1

9
)
𝑥
(𝑥 =

11

2
) 

11) (16)
x

2
+1 =

1

128
 (𝑥 =

−11

2
) 

12) 
81

27x
= 94x−3  (x = 1) 

13) (32)x−1 =
128

42𝑥
 (𝑥 =

4

3
) 

14) (
81

9x
)
−2
= 27x+1  (x = 11) 

15) 
625x

25
= 1254x+5  (x =

−17

8
) 
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7) 

1. ) 
1

𝑥6
  2. ) 

−2

𝑥5
     

3. ) 
1

64𝑝2𝑞6
  4. ) 

1

𝑥6
    5. ) 

𝑛3

𝑚6
 

6. ) 
9𝑢2

8𝑧6
  7. ) 

27

𝑥6
    6. ) 

𝑥3

8
  

9. ) −6𝑥5  10. ) −72𝑥8𝑦9  11. ) −64𝑥3𝑦6    
12. ) −6𝑥3𝑦4 13. ) −125𝑥3𝑦3𝑧6  14. ) 𝑦4   

15. ) 
1

𝑦8
  16. ) 

1

81
   17. ) 3125     

18. ) 
𝑧12

𝑢6
  19. ) 

1

𝑥5𝑦2
   20. ) 1 

 

7.Extra)  

1)  
6

𝑥2𝑦3
2) 

𝑥3𝑧2

2𝑦3
3)  

𝑥2

𝑦𝑧5
4)  

𝑧3

2𝑥𝑦
5)  

20𝑧2

𝑥5
6)  

1

2𝑥3𝑦−6𝑧10
7)  

𝑥𝑧4

32𝑦
8)  

𝑥𝑦5

𝑧2
9)  

2𝑥6𝑧5

𝑦6
10)  𝑥6𝑦811) 

𝑥𝑦𝑧4

3
12)  

2𝑦3

45𝑥2𝑧
13)  

25𝑧3

𝑥3𝑦2
14) 

𝑦

2𝑥3𝑧8
15) 

𝑥8𝑦4

64𝑧5
 

8.  

1. –6/13    2. -1    3.  –11/4    4. 11    5.  9/10 

6. –1/3    7.  (-1)    8.  0    9. ไม่มีค าตอบ 10.  -3/4 
 

ส่วนที่ 3 ว่ำด้วย พหุนำม  

1)  

1)  −24𝑥4   2)  2𝑥 + 6   3)   54𝑥8   4)   – 𝑥3 + 2𝑥2 + 3𝑥   5)  𝑥3𝑦 − 4𝑥2𝑦 + 3𝑥𝑦 

6)   2𝑥2 + 17𝑥 − 18   7)  𝑥2 − 8𝑥 + 16   8)  𝑥3 − 125  9)  𝑥3 − 3𝑥2 + 3𝑥 − 1 

10)  9𝑥2 − 49     11)  3𝑥2 + 25𝑥𝑦 + 8𝑦2   12)  9𝑥2 − 𝑦2   13)  3𝑥3 − 9𝑥2 + 10𝑥 

2.1) 

1.  (𝑥 − 1)(𝑥2 − 5𝑥 + 6), 2.  (𝑥 + 2)(𝑥2 − 2𝑥 −), 

3.  (𝑥 + 1)(2𝑥2 + 5𝑥 + 2) 4.  (𝑥 + 4)(3𝑥2 − 5𝑥 − 2) 

2.2) 

(𝑎)(3𝑥 − 2)(𝑥 + 1)(𝑥 − 3)(𝑏)(𝑥 − 2)(𝑥2 − 2𝑥 + 2) 
(𝑐) 𝑥(2𝑥 − 1)(𝑥 + 3)(𝑑)(𝑥 − 1)(𝑥2 + 𝑥 − 2) 

(𝑒)(𝑥 + 2)3 
2.3)  

1.  𝑥 = −2, 3  10.   𝑥 =
4

5
, 2 

2.  𝑥 = −3, 4  11.   ℎ = −4, 4  

3.  𝑎 = 3, 6  12.   𝑡 =
1

7
, 2 

4.  𝑡 = −6, 4 13.   𝑑 = −5 
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5.  𝑥 = −3, −12  14.   𝑥 = −
7

2
,   
7

2
 

6.  𝑑 = −8, −2  15.   2,
−1+√5

2
,
−1−√5

2
  

7.  𝑥 = −2, −1  16.   
2

5
, −1,−4 

8.  𝑎 = 5, −1  17.   3, 2  
9.  𝑐 = 3   18.   1 
    19.  2, −2,−5 

3.1) 256 เมตร    3.2) หลังจากผา่นไป 4 และ  6 วินาที 

3.3) หลังจากผ่านไป 10 วินาที     4.  กว้าง 8 และยาว 13 กิโลเมตร 

5.  มีความยาวฐานเป็น 12  เมตร และสูงเป็น 8  เมตร 
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บทที่ 4 

บทที่ 4รูปทรง (Shapes) และภำคตัดกรวย (Conic 

Sections) 
 ระบบพิกัด และภาคตัดกรวย มีความส าคญัเป็นอย่างยิ่งในการจ าลองสิ่งต่างๆด้วยกระบวนการทางคณิตศาสตร์ ให้

อยู่ในภาพท่ีสามารถระบตุ าแหน่งต่างๆของสิ่งนั้น หรือส่วนประกอบของสิ่งนั้นได้ด้วยความหมายทางคณิตศาสตร์ การศึกษาใน

หัวข้อน้ี จึงจะเป็นประโยชน์ต่อนักศึกษาในการประยุกต์ในหัวข้อต่อๆไปเป็นอย่างยิ่ง  

4.1 ระบบพิกัดใน 3 มิติ(Co-ordinates in 3 Dimensions) 

 ในการเรียนในระดับช้ันมัธยมศึกษา เราได้คุ้นเคยกันอย่างดีกับระบบพิกัดแนวฉาก(Rectangular Coordinate System) 

คือประกอบด้วย แกน 𝑥  แกน 𝑦 และแกน 𝑧  ดังแสดงใน แผนภำพที่  9 

 

แผนภำพที่  9 ระบบพิกัดแนวฉาก (Rectangular Coordinate System) 

 ในหัวข้อน้ี เราจะได้ท าความรู้จักกบัระบบพิกัดแบบอ่ืนๆ ที่นอกเหนอืจากนี้ ซึ่งระบบพิกัดอื่นๆเหลา่นีม้ีประโยชน์เป็น

อย่างยิ่งในการประยุกต์ใช้คณิตศาสตร์กับปญัหาทางธรรมชาติอื่นๆ  โดยเฉพาะอย่างยิ่ง ในส่วนท่ีไปเกี่ยวของกับศาสตร์

ใกล้เคียง อาทิ ฟิสิกส์ และวิศวกรรมทุกแขนง อันเนื่องมาจากว่า กฎทางฟิสิกส์ต่างๆ  จะเกี่ยวข้องกับสิ่งต่างๆ  ที่มรีูปทรง
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ต่างกันไป และรูปทรงเหล่านั้นก็ไม่เป็นการสะดวกเสมอไปท่ีจะอธิบายในระบบพิกัดแนวฉากอยา่งที่พวกเราคุ้นเคยกันดี ดังนั้น 

ในบทนี้ เราจะศึกษาระบบพิกัดใหม่อีก 2 ระบบใน 3 มิติ ตลอดจนความสัมพันธ์ของทั้ง 3 ระบบนี้อีกด้วย 

 ระบบพิกัดทรงกระบอก (Cylindrical Coordinate System) 

 ในระบบพิกัดนี้ จุด 𝑃 ใน 3 มิติ จะถูกระบตุ าแหน่งด้วยพิกัด (𝑟, 𝜃, 𝑧)เมื่อแต่ละต าแหน่งของพิกัดนี้ แสดงได้ใน 

แผนภำพที่  10 

 
แผนภำพที่  10ระบบพิกัดทรงกระบอก (Cylindrical Coordinate System) 

 ความสัมพันธ์ของระบบพิกัดทรงกระบอก กับระบบพิกดัแนวฉาก สามารถแสดงได้ ดังนี้  

1.การเปลีย่นพิกัดในระบบพิกัดทรงกระบอก ไปเป็นพิกัดในระบบพิกัดแนวฉำก ท าได้โดยใช้สูตร 

𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 
𝑧 = 𝑧 

(4.1)  

2.และเราสามารถเปลี่ยนจดุพิกัดในระบบพิกัดแนวฉำกไปเป็นพิกัดในระบบพิกัดทรงกระบอกได้โดยใช้ความสัมพันธ์ 

𝑟2 = 𝑥2 + 𝑦2 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =  
𝑦

𝑥
 ,   𝑥 ≠ 0  

𝑧 = 𝑧 

(4.2)  

 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

          ................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 
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................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

 

 

 

 ระบบพิกัดทรงกลม(Spherical Coordinate System) 

 ในระบบพิกัดนี้ จุด 𝑃 ใน 3 มิติ จะถูกระบุต าแหน่งด้วยพิกัด (𝜌, 𝜃, ∅) เมื่อแต่ละต าแหน่งของพิกัดนี้ แสดงได้ใน

แผนภำพที่  11 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 

ตวัอยา่งท่ี 4.1.2จงหำพิกัดของจุด (2√3, −2, 6) ที่อยู่ในระบบพิกัดแนวฉำก ในระบบพิกัดทรงกระบอก 

  วิธีท า 

จำกสูตร (4.2) เรำได้ทันทีว่ำ 

𝑟 =  √𝑥2 + 𝑦2 = √(2√3)
2
+ (−2)2 = √4(3) + 4 =  √16 = 4 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =  
−2 

2√3
=  −

1

√3
⇒   𝜃 =  −

𝜋

6
 

𝑧 = 6 

ดังนั้น จุดดังกล่ำวมพีิกัดเป็น  (4, − 𝜋

6
, 6) ในระบบพิกัดทรงกระบอก  

ตวัอยา่งท่ี 4.1.1จงหำพิกัดของจุด (6, − 𝜋

4
, 2) ที่อยู่ในระบบพิกัดทรงกระบอก ในระบบพิกัดแนวฉำก 

  วิธีท า 

รูปทั่วไปของจุดในระบบพิกัดทรงกระบอกคือ (𝑟, 𝜃, 𝑧)ดังนั้น เทียบกบัจดุที่โจทย์ก ำหนดให้ เรำจะได้ทันที

ว่ำ 𝑟 = 6,   𝜃 =  − 𝜋

4
, 𝑧 = 2 

จำกสูตร (4.1) เรำได้ทันทีว่ำ 

 𝑥 = 𝑟 𝑐𝑜𝑠 𝜃 = 6 𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

4
) = 6 (

√2

2
) = 3√2 

𝑦 = 𝑟 𝑠𝑖𝑛 𝜃 = 6 𝑐𝑜𝑠 (−
𝜋

4
) = 6(−

√2

2
) = −3√2 

และ     𝑧 = 2 

ดังนั้น จุดดังกล่ำวมพีิกัดเป็น (3√2,−3√2, 2) ในระบบพิกัดแนวฉำก  
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................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

         .................................................................................................................................................................................... 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

 

 
แผนภำพที่  11ระบบพิกัดทรงกลม(Spherical Coordinate System) 

ข้อสังเกต 

 𝜌คือ ระยะทางจากจดุ 𝑂 ถึงจุด 𝑃 

 𝜃คือ มุมระหว่างแกน 𝑧 ทางบวก กับส่วนของเส้นตรง 𝑂𝑃 

 𝜌 ≥ 0และ 0 ≤  ∅ ≤  𝜋 

 

 และเราสามารถแสดงความสัมพันธ์ระหว่างพิกัดในระบบพิกัดทรงกลมนี้ กับระบบพิกัดทรงกระบอก และระบบพิกัด

แนวฉากได้ ดังนี ้

1. สามารถเปลี่ยนพิกัดจากระบบพิกัดทรงกลม ไปเป็นพิกัดในระบบพิกัดทรงกระบอกได้ โดยใช้ความสัมพันธ์ 

𝑟 =  𝜌 𝑠𝑖𝑛 ∅ 
    𝜃 =  𝜃                 
𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 ∅ 

(4.3)  

2.สามารถเปลีย่นพิกัดจากระบบพิกัดทรงกลม ไปเป็นพิกัดในระบบพิกัดแนวฉำกได้ โดยใช้ความสมัพันธ์ 

𝑥 =  𝜌 𝑠𝑖𝑛 ∅ ∙ 𝑐𝑜𝑠 𝜃 
    𝑦 = 𝜌 sin ∅ ∙ sin θ 
𝑧 = 𝜌 𝑐𝑜𝑠 ∅              

(4.4)  

3. และจากระบบพิกัดทรงกระบอก/แนวฉาก ไปยังระบบพิกัดทรงกลม ได้ โดย 
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𝜌 =  √𝑟2 + 𝑧2 = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =  
𝑦

𝑥
, 𝑥 ≠ 0 และ 𝑡𝑎𝑛 ∅ =  

𝑟

𝑧
  , 𝑧 ≠ 0     

หรือ                  𝑐𝑜𝑠 ∅ =  𝑧

√𝑥2+𝑦2+𝑧2
 

 

แผนภาพท่ี  12 แสดงความสมัพันธ์ของทั้ง 3  ระบบพิกัด 

(4.5)  

 
แผนภำพที่  12ความสัมพันธ์ระหว่างระบบพิกัดแนวฉาก ระบบพิกัดทรงกระบอก และระบบพิกัดทรงกลม 

 
 

 

ตวัอยา่งท่ี 4.1.3จงหำพิกัดของจุด (2, 2, 4√2) ที่อยู่ในระบบพิกัดแนวฉำก ในระบบพิกัดทรงกลม 
  วิธีท า 

จำกสูตร (4.5) เรำได้ทันทีว่ำ 

𝜌 =  √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = √(2)2 + (2)2 + (4√2)2 = √40 =  2√10 

𝑡𝑎𝑛 𝜃 =  
2 

2
⇒   𝜃 =  

𝜋

4
 

∅ = 𝑐𝑜𝑠−1 (
4√2

2√10
) =  𝑐𝑜𝑠−1 (

2√5

5
) 

ดังนั้น จุดดังกล่ำวมพีิกัดเป็น (2√10,   𝜋
4
,   𝑐𝑜𝑠−1 (

2√5

5
))ในระบบพิกัดทรงกลม  
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แบบฝึกทักษะที่ 4.1 จงหาพิกัดของจุดที่ก าหนดให้ ในระบบพิกัดใหม่ที่ก าหนดให้ในแตล่ะข้อต่อไปนี ้

1)จุด (12, 3𝜋
4
,
𝜋

9
)จากระบบพิกัดทรงกลม ไประบบพิกัด

แนวฉาก 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)จุด (18, 𝜋
3
,
𝜋

3
)จากระบบพิกัดทรงกลม ไประบบพิกัด

ทรงกระบอก 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3) จุด (1, 3𝜋
2
, 2)จากระบบพิกัดทรงกระบอกไประบบ

พิกัดแนวฉาก 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4)  จุด (4, − 𝜋

3
, 5)จากระบบพิกัดทรงกระบอก ไประบบ

พิกัดแนวฉาก 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5) จุด (3,3, −2) จากระบบพิกัดแนวฉาก ไประบบพิกัด

ทรงกระบอก 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

6) จุด (1, 𝜋
6
,
𝜋

6
)จากระบบพิกัดทรงกลม ไประบบพิกัด

แนวฉาก 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 4.1.4จงหำพิกัดของจุด (2, 2𝜋
3
, −2) ที่อยู่ในระบบพิกัดทรงกระบอก ในระบบพิกัดทรงกลม 

  วิธีท า 

จำกสูตร (4.5) เรำได้ทันทีว่ำ 

𝜌 =  √𝑟2 + 𝑧2 = √(2)2 + (−2)2 = √8 =  2√2 

𝜃 =  
2𝜋

4
 

∅ = 𝑐𝑜𝑠−1 (
−2

2√2
) =  𝑐𝑜𝑠−1 (−

1

√2
) ⇒  ∅ =  

3𝜋

4
 

ดังนั้น จุดดังกล่ำวมพีิกัดเป็น (2√2,   2𝜋
3
,
3𝜋

4
)ในระบบพิกัดทรงกลม  
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

7) จุด (2, 𝜋
3
,
𝜋

4
) จากระบบพิกัดทรงกลม ไประบบพิกัด

แนวฉาก 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

8) จุด (1, √3, 2√3) จากระบบพิกัดแนวฉาก ไประบบ

พิกัดทรงกลม 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

9) สมการ𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 จากระบบพิกัด

ทรงกระบอก ไประบบพิกัดทรงกลม 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

10) สมการ𝑥2 + 2𝑦2 = 2𝑦 จากระบบพิกัด

ทรงกระบอก ไประบบพิกัดทรงกลม 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

4.2 พื้นที่ (Areas)และปริมำตร(Volumes) 

 รูปทรงในปัญหาจริงท่ีพบเห็นนั้น บ่อยครั้งที่เราจะสามารถแบ่งสว่นย่อยๆ ของรูปทรงนั้น ให้อยู่ในลักษณะของ

ส่วนประกอบของรูปทรงเล็กๆ ที่เป็นรูปทรงท่ีเราคุ้นเคยกันดี ไม่ว่าจะเป็น วงกลม ทรงกลม สามเหลี่ยม ปิรมิตร และอื่นๆ 

ดังนั้น จึงเป็นสิ่งส าคัญที่เราจะต้องท าความเข้าใจรูปทรงมาตรฐานเล็กๆ เหล่านี้ เพื่อการศึกษารูปทรงที่ใหญ่ขึ้น มีความซับซ้อน

มากยิ่งข้ึนนั้น มีประสิทธิภาพมากขึ้น  

 ดังนั้น ในหัวข้อน้ี จะเป็นการรวบรวมเอาสูตรค านวณหาพื้นท่ี และปริมาตร ของรูปทรงมาตรฐานต่างๆ ที่นักศึกษาได้

เคยศึกษามาแล้วตั้งแต่ชั้นประถมศึกษาเลยทีเดียว 

 พื้นที่ของบริเวณที่ปิดล้อมด้วยเส้นต่ำงๆ  ใน 2 มิติ 

 เราสามารถสรุปสูตรการหาพื้นที่ของบริเวณใน 2 มิติ ได้ ดังแสดงใน ตำรำงที่  13 
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ตำรำงที่  13สูตรการหาพื้นท่ีส าหรับบริเวณรูปมาตรฐานที่พบบ่อย 

ชื่อ รูปประกอบ สูตรกำรหำพ้ืนที่ 

วงกลม 

 

𝜋𝑟2 

สามเหลี่ยม 

 

1

2
𝑏ℎ 

สี่เหลี่ยมด้านขนาน 

 

𝑏ℎ 

ข้อควรระวังความสูง ℎ ที่ใช้ จะต้องตั้งฉากกับฐาน 𝑏 เสมอ 

 

ตวัอยา่งท่ี 4.2.1จงหำพื้นทีข่องบริเวณดังแสดงในรูปข้ำงล่ำงนี ้

 

วิธีท า  
เรำจะเห็นได้ว่ำ รูปทรงนี้ เกิดจำกกำรประกอบกันของ 2 รูปทรง
ย่อย คือ รูปครึ่งวงกลม(ส่วนบน) และรูปส่ีเหลี่ยมผืนผ้ำ(ส่วนล่ำง) 
ดังนั้น พื้นที่ทั้งหมดของรูปทรงนี้ ก็จะเป็นผลรวมของรูปทรงย่อย
ทั้ง 2 นั้น 

1.พื้นที่ของ ครึ่งวงกลม เท่ำกบั 1
2
𝜋𝑟2 =

1

2
𝜋(2)2 = 6.2831  

2. พื้นทีข่องรูปส่ีเหลี่ยมผืนผ้ำ เท่ำกับ 4 × 8 = 32 

ดังนั้น พ.ท. ของรูปนี้ เท่ำกบั 32 + 6.2831 = 39.3 ตร.ม. 
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แบบฝึกทักษะที่ 4.2.1 จงหาพ้ืนท่ีของบริเวณที่ล้อมรอบด้วยเส้นตา่งๆ พร้อมด้วยเง่ือนไข ดังแสดงในแต่ละข้อต่อไปนี้  

1)  

 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2)  

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 4.2.2จงหำพื้นทีข่องบริเวณที่แรเงำ ดังแสดงในรูปข้ำงล่ำงนี้ 

 
วิธีท า 

จะเห็นว่ำ พื้นที่ทีแ่รเงำน้ัน เกิดจำกกำรเอำพื้นที่ของส่ีเหลี่ยมด้ำนขนำนทั้งหมด ลบด้วย พื้นทีข่องวงกลมที่
บรรจุอยูใ่นส่ีเหลี่ยมนั้น  

ดังนั้น จึงได้ว่ำ พท. ทีต่้องกำรเท่ำกับ (11 × 6) − (𝜋 × 22) = 66 − 12.5663 = 53.4ตร.ซม. 
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3)  

 

 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)  

 

 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

 

 

5)  ...................................................................................... 
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..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)  

 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

7) 

 
 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

...................................................................................... 

ปริมำตร และพื้นที่ผิวของรูปทรงใน 3 มิติ 

 เราสามารถสรุปสูตรการหาพื้นที่ผวิ และปริมาตรของรูปทรงใน 3 มิติ ได้ ดังแสดงในตำรำงที่  14 

ตำรำงที่  14ตารางสรุปสตูรการหาพื้นที่ผิว และปรมิาตรของรูปทรงใน 3 มิติ 

ชื่อ รูปประกอบ 
สูตรกำรหำ 

พ้ืนที่ผิว ปริมำตร 

ลูกบาศก์  

 

6𝑥2 𝑥3 

กล่องสี่เหลี่ยมผืนผ้า 

 

2𝑥𝑦 + 2𝑥𝑧 + 2𝑦𝑧 𝑥𝑦𝑧 

ทรงกระบอก 

 

พท.ผิวด้านข้าง คือ 2𝜋𝑟ℎ 

พท.ฝาแต่ละข้าง คือ𝜋𝑟2 

ดังนั้น พท.ท้ังหมด  

คือ2𝜋𝑟ℎ + 2𝜋𝑟2 

𝜋𝑟2ℎ 

ปริซึมฐาน 5 เหลี่ยม 

 

- (พท. 𝐴)∙ 𝑙 
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บันทึก................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 4.2.2 จงปริมาตร และ/หรือ พื้นที่ผิวของรูปทรงในแต่ละข้อต่อไปนี ้

ตวัอยา่งท่ี 4.2.4จงหำพื้นที่ผวิและปริมำตรของรปูทรงในรูปข้ำงล่ำงนี้ 

วิธีท า 

1. ปริมำตรของรูปทรงกระบอก  
เท่ำกับ 𝜋𝑟2ℎ แทนค่ำจะไดว้่ำ 

         ปริมำตร  = 𝜋 × 42 × 6 

= 301.5928  ลบ. ซม. 
2. พื้นที่ผวิประกอบด้วย 2 ส่วนคือ พื้นที่ผิวรอบ
ข้ำง ซึ่งเท่ำกบั 2𝜋𝑟ℎ และพื้นที่ 
ของฝำปิดทัง้ด้ำนล่ำงและด้ำนบน ด้ำนละ 
𝜋𝑟2ตร.ซม.  

 

 

ดังนั้น พื้นที่ผิวทัง้หมดของรปูทรงกระบอกนี้ =  2𝜋𝑟ℎ + 2𝜋𝑟2 

= (2 × 𝜋 × 4 × 6) + (2 × 𝜋 × 42) 
= 251.3274ตร.ซม. 

ตวัอยา่งท่ี 4.2.3จงหำพื้นที่ผวิและปริมำตรของรปูทรงในรูปข้ำงล่ำงนี้ 

 

วิธีท า 

1. พท. ผวิ ประกอบด้วย พท. ส่ีเหลี่ยม 2 ด้ำน(หน้ำ และ 
หลัง) และ พท. ส่ีเหลี่ยมผืนผ้ำที่ประกอบด้ำนข้ำง จ ำนวน 
4 ด้ำน  
ดังนั้น พท. ผิว เท่ำกบั 

2(4 × 5) +  4(18 × 5) = 364    ต.ร.ม. 
2. ปริมำตร เท่ำกับ (กว้ำง)×(ยำว)×(สูง) = (4) × (18) × (5) = 360 ลบ.ม. 
 

 

196

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

1) หาพื้นที่ผิว และปริมาตร 

 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

2) หาปริมาตร เมื่อก าหนดรัศมีของช่องวงกลมเท่ากับ 

2 ซม. 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3) หาปริมาตร เมื่อก าหนด รูปทรง 4 เหลี่ยมผืนผ้าที่อยู่

ด้านบน มีความกว้าง ยาว และสูงเป็น 0.5 ม., 3 ม. 

และ 0.4 ม. ตามล าดับ และเสาทัง้สองข้าง มีรัศมี 0.4 

ม. สูง 2 เมตร 

 
 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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4) หาพื้นที่ผิว และปริมาตร เมื่อก าหนดให้ความยาว

ของท่อนี้เท่ากับ 50 ซม. รัศมีของวงนอกสุดเท่ากับ 30 

ซม. และรัศมีของวงในเท่ากับ 20 ซม. 

 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

5) หาพื้นที่ผิว และปริมาตร เมื่อก าหนดให้ส่วนบนของ

รูปทรงโค้งเป็นรปูครึ่งวงกลมพอด ี

 

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

6) ถ้าก าหนดให้ปริมาตรของรูปทรง 3 มิตินี้ เท่ากับ 

756 ลบ.มม. จงหาความยาวของรปูทรงนี้ พร้อมหา

พื้นที่ผิวด้วย 

  

...................................................................................... 

..................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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...................................................................................... 

7) หาปริมาตร และพื้นท่ีผิว 

 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4.3 ภำคตัดกรวย(Conic Sections) 

 ในระดับชั้นมัธยมศึกษา เราได้ท าความรู้จักมาบ้างแล้วในเรื่องของภาคตัดกรวย ในหัวข้อน้ี เราจะน าเสนอเนื้อหาอีก

ครั้ง เพ่ือเป็นการทบทวน และฝึกฝนการเชื่อมโยมระหว่างหลักการ และบริบทของหัวข้อในชีวิตประจ าวันท่ีเราพบเห็นได้  ใน

ส่วนของภาคตัดกรวยนี้ จะมีทั้งหมด 4 หัวข้อย่อย ได้แก่ วงกลม วงรี พาราโบลา และไฮเปอร์โบลา ซึ่งหน้าตาของแต่ละรูปนี ้

จะเกิดจากการตดักรวยด้วยแผ่นระนาบในลักษณะต่างๆ  ดังแสดงในแผนภาพท่ี  13 

 

แผนภำพที่  13การตัดทรงกรวยด้วยระนาบ จะท าให้เกิดรอยตดัทีเ่ป็นวงกลม หรือวงรี หรือพาราโบลา หรือ ไฮเปอร์โบลา 

 

 วงกลม (Circles) 

 ในทางคณิตศาสตร์ถือว่าวงกลมเปน็เส้นโค้งท่ีสมบูรณ์เครื่องใช้ต่างๆ ของเรามักมลีักษณะเป็นวงกลม เช่นขันตักน้ า 

หน้าปัดนาฬิกา จานข้าว ถาด กระโถนเงินเหรียญ แก้วน้ าดังตัวอย่างแสดงในแผนภาพท่ี  14 
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แผนภำพที่  14 ตัวอย่างของสิ่งของที่มีลักษณะเป็นวงกลม ท่ีเราสามารถพบได้ในชีวิตประจ าวัน 

บทนิยำม 4.1 วงกลม (circle) คือ เซตของจุดทุกจุดบนระนาบ ซึ่งอยู่ห่างจากจุดคงท่ีจุดหนึ่งเป็นระยะทางคงที่เสมอเรียกจุดคง

ที่ว่า จุดศูนย์กลางของวงกลม ระยะทางคงที่เรียกว่า รัศมี (𝑟)สมการทรงกลม        

 
แผนภำพที่  15 วงกลมใน 2 มิติที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จุด (𝒉, 𝒌) ใดๆ 

ถ้าวงกลมมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จดุก าเนิด และรัศมเีท่ากับ 𝑟สมการทรงกลมคือ 

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2 (4.6)  

ถ้าวงกลมมีจุดศูนย์กลางอยู่ที่จดุ (ℎ, 𝑘)และรัศมีเท่ากับ 𝑟จะไดส้มการของวงกลม คือ 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 (4.7)  

สมการทรงกลมในรูปทั่วไปคือ คือ  

𝑥2  +  𝑦2  + 𝐴𝑥 + 𝐵𝑦 + 𝐶 =  0 (4.8)  
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แบบฝึกทักษะที่ 4.3.1 จงหาจุดศนูย์กลาง และรัศมี ของวงกลมที่มสีมการแสดงดังในแตล่ะข้อต่อไปนี ้  

1)𝑥2 + 𝑦2 = 49 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

2)(𝑥 + 10)2 + (𝑦 − 3)2 = 138 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

3)(𝑥 + 7)2 + (𝑦 + 8)2 = 64 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

4)(𝑥 + 5)2 + (𝑦 − 10)2 = 9 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.2จงหำจุดศูนย์กลำง และรัศมขีองวงกลมทีม่ีสมกำรเป็น 

𝑥2 + 𝑦2 + 6𝑥 − 2𝑦 = 26 

วิธีท า  

ขั้นแรก เรำจะจัดให้กลุ่มตัวแปรเดียวกัน มำอยู่ใกล้ๆ กันเสียก่อน จะได้ว่ำ  

 𝑥2 + 6𝑥 + 𝑦2 − 2𝑦 = 26 

จำกน้ัน ในแต่ละกลุ่มตวัแปร เรำจะบวกเข้ำทั้ง 2 ข้ำงของสมกำร ด้วย (สปส.พจน์ก ำลังหนึ่ง
2

)
2

 

 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 26 + 9 + 1 

 𝑥2 + 6𝑥 + 9 + 𝑦2 − 2𝑦 + 1 = 36 

จัดรูปใหม่ ได ้ (𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 1)2 = 62 

เมื่อเทยีบกับรูปในสมกำร (4.7) จะได้ทันทวี่ำ จุดศูนย์กลำงของวงกลมนี้คือ  (−3,1) และมีรัศมยีำว 6 
หน่วย 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.1จงเขยีนสมกำรวงกลมทีม่ีจุดศูนย์กลำงเป็น(5, −2)และรัศมียำว 4 

วิธีท าจำกสมกำรของวงกลมทีม่จีุดศูนย์กลำงทีจุ่ด (ℎ, 𝑘)และรัศมีเท่ำกบั 𝑟 คือ 

(𝑥 − ℎ)2 + (𝑦 − 𝑘)2 = 𝑟2 

แทนค่ำ (ℎ, 𝑘)ด้วย(5, −2)และ 𝑟 = 4 จึงได้ว่ำ 

(𝑥 − 5)2 + (𝑦 − (−2))2 = 42 

(𝑥 − 5)2 + (𝑦 + 2)2 = 42 
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...................................................................................... 

 

...................................................................................... 

 

5)364 + 28𝑦 + 𝑦2 + 𝑥2 = −26𝑥 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

6)𝑥2 + 𝑦2 + 24𝑥 + 10𝑦 + 160 = 0 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

7)−6𝑥 = −𝑥2 + 32𝑦 − 264 − 𝑦2 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

8)−6𝑥 + 𝑥2 = 97 + 10𝑦 − 𝑦2 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

 

แบบฝึกทักษะที่ 4.3.2จงหาจุดศนูย์กลาง และรัศมี พร้อมวาดรูปประกอบ ของวงกลมที่มีสมการแสดงในแต่ละข้อต่อไปนี ้
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1)(𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 2)2 = 25 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
 

2)(𝑥 + 3)2 + (𝑦 − 3)3 = 8 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
 

3)𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑦 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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4)6𝑦 + 𝑦2 = 8𝑥 − 𝑥2 − 24 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
 

 

 วงรี (Ellipses) 

 การค้นพบการมีอยู่ของวงรีที่ส าคญันั้น มีอยู่หลายปรากฎการณ์ อาทิ ในทางดาราศาสตร์พบว่าทางเดินของโลกและ

ดาวเคราะห์ต่างๆ ที่เดินรอบดวงอาทิตย์ต่างก็ล้วนมเีส้นทางเปน็รูปวงรีโดยมีดวงอาทิตย์อยู่ท่ีจดุโฟกัสของวงรีแต่ละวงดวง

จันทร์ซึ่งเป็นดาวบริวารของดาวเคราะห์ก็เดินทางรอบดาวเคราะห์เปน็วงรีแม้ดาวเทียมที่มนุษย์ประดิษฐ์ข้ึนก็หมุนรอบโลกเป็น

วงรี (ดังแสดงในแผนภาพท่ี  16(ซ้าย) ) นอกจากน้ี นักวิทยาศาสตร์ยังได้พบว่าแม้แต่ในอะตอมของธาตุต่างๆ  เช่นอิเล็กตรอน

ก็เดินทางเป็นวงรีรอบนิวเคลียสของอะตอมนั้นๆ  (ดังแสดงในแผนภาพที่  16 (ขวา) ) 

 

แผนภำพที่  16 (ซ้าย) การเคลื่อนที่ของดาวเคราะหล์้อมรอบดวงอาทิตย์ และ (ขวา) การเคลื่อนที่ของอิเล็กตรอนรอบ

นิวเคลียส 
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บทนิยำม 4.2 วงรี คือเซตของจุดทั้งหลายบนระนาบซึ่งผลบวกของระยะทางจากจดุในเซตนีไ้ปยังจดุคงที่ 2จุดมีค่าคงตัวเสมอ 

 จุดคงท่ี 2 จุดนั้น เรียกว่า จุดโฟกัส 

 จุดที่เส้นตรงซึ่งลากผ่านจดุโฟกัสทัง้สองตัดกับวงรี เรียกว่า จดุยอดของวงรี 

 ส่วนของเส้นตรงท่ีเชื่อมระหว่างจดุยอดทั้งสอง เรยีกว่า แกนเอก ของวงรี (ความยาวแกนเอก เราใช้สัญลักษณ์ คอื 

2𝑎 ) 

 จุดที่แบ่งครึ่งแกนเอกของวงรี เรียกว่า จุดศูนย์กลางของวงร ี

 ส่วนของเส้นตรงท่ีตั้งฉากกับแกนเอกที่จุดศูนย์กลาง และมีจุดปลายอยู่บนวงรีทั้งสองด้าน เรียกว่า แกนโท ของวงรี 

(ความยาวแกนโท เราใช้สญัลักษณ์ คือ 2𝑏) 

 สวนของเส้นตรงท่ีตั้งฉากกับแกนเอกที่จุดโฟกัส และมีจดุปลายทั้งสองด้านบนวงรี เรียกว่า เลตสัเรกตมัของวงรี 

ข้อควรจ ำ  ผลบวกของระยะทางจากจุดบนวงรีไปยังจุดคงท่ีสองจุดมีค่าเท่ากับ  2𝑎เสมอ และนั่นคือความยาวของแกนเอก

ของวงรี 

 สมการวงรีทีม่ีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีจดุก าเนิด และจุดโฟกัสทั้ง 2 อยู่บนแกน𝑥 นั่นคือจุดโฟกัสมีพิกดัเป็น

(±𝑐, 0) และพิกัดจุดยอดเป็น (±𝑎, 0)คือ 

𝑥2

𝑎2
+
𝑦2

𝑏2
= 1 (4.9)  

ดูแผนภำพที่  17 (ซ้าย)ประกอบ 

 สมการวงรีทีม่ีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีจดุก าเนิด และจุดโฟกัสทั้ง 2 อยู่บนแกน 𝑦 นั่นคือจุดโฟกัสมีพิกัดเป็น

(0, ±𝑐)และพิกัดจดุยอดเป็น (0, ±𝑎)คือ 

𝑦2

𝑎2
+
𝑥2

𝑏2
= 1 (4.10)  

ดู แผนภำพที่  17 (ขวา) ประกอบ
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แผนภำพที่  17 วงรีที่มีจุดศูนย์กลางอยู่ท่ีจุดก าเนดิ (𝟎, 𝟎)ภาพซ้าย จดุโฟกัส (±𝒄, 𝟎 )อยู่บนแกน𝒙, ภาพขวา จุดโฟกัส 

(𝟎,±𝒄 )อยู่บนแกน𝒚 

 

สมการ วงรีซึ่งมจีุดยอดอยู่ที่จุด  

หลักพิจารณาเช่นเดียวกับวงกลม คือ แทน 𝑥ด้วย 𝑥 − ℎและแทน 𝑦ด้วย 𝑦 − 𝑘จากนั้น ใช้ความสัมพันธ์ 
𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2 (4.11)  

ข้อสังเกต เราจะเห็นว่า วงกลม ท่ีเราศึกษาในหัวข้อท่ีแล้ว ก็คือกรณพีิเศษหน่ึงของวงรี เมื่อค่าของ 𝑎 เท่ากับค่าของ 𝑏 นั่นเอง  

 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.4 จงหำสมกำรวงรี ที่มจีุดโฟกัสทัง้สองเป็น(2, −2), (4, −2)และมีพิกัดจุดยอดเป็น
 (1, −2), (5, −2) 
วิธีท า 

จำกโจทย ์เรำจะได้ควำมยำวของแกนเอก คือระยะทำงระหว่ำงจดุยอด(1, −2)และจุดยอด (5, −2)  ซึ่ง
จะได้เป็นระยะทำงเท่ำกับ 4 หนว่ย นั่นคือ 2𝑎 = 4จึงท ำให้ได้ค่ำ 𝑎 = 2 และระยะทำงระหว่ำงจุดโฟกัส
ทั้งสองเท่ำกับ 2 ก็จะได้ว่ำ  2𝑐 = 2  นั่นคือ 𝑐 = 1 

จำกสูตร (4.11) จงึท ำให้เรำได้วำ่ 

𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 = 3 
และจำกทีจุ่ดศูนย์กลำงของวงรี คือจุดกึ่งกลำงระหว่ำงจุดโฟกัสทั้งสอง ซึ่งเรำสำมำรถหำได้คือ(3, −2) 
ดังนั้น เรำก็น ำค่ำต่ำงๆ ไปแทนในสมกำรมำตรฐำนของวงรี คือสมกำรที่ (4.9) จึงได้ว่ำ 

สมกำรที่ต้องกำรคือ 
(𝑥−3)2

4
+
(𝑦+2)2

3
= 1 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.3จงหำจุดศูนย์กลำง จุดโฟกัส และจุดตัดบนแกน  𝑥 และแกน 𝑦ของวงรี ที่มีสมกำรเป็น
𝑥2

16
+
𝑦2

9
= 1 

วิธีท าเรำเขียนให้อยูใ่นรูปมำตรฐำนได้ คือ𝑥
2

42
+
𝑦2

32
= 1 

เห็นได้ชัดว่ำ จุดศูนย์กลำงของวงรีนี้คือ (0,0) 
หำจุดตัดบนแกนต่ำงๆ ได้โดย 

จำก𝑎 = 4, 𝑏 = 3เรำจะได้ว่ำ จุดตัดบนแกน 𝑥 คือ (4,0) และ (−4,0) และจุดตัดบนแกน 𝑦  คือ 
(0,3)และ(0, −3)จำกน้ัน เรำจะหำจุดโฟกัส โดยกำรค่ำ 𝑐  ก่อน ด้วยควำมสัมพันธ์ 𝑏2 = 𝑎2 − 𝑐2 จะ
ได้ว่ำ32 = 42 − 𝑐2 

จึงได้ว่ำ𝑐2 = 7ดังนั้น   𝑐 = √7 

 จุดโฟกัส คือจุด  (√7, 0) และจุด(−√7, 0) 
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แบบฝึกทักษะที่ 4.3.3  จงหาจุดยอด จุดโฟกัส จุดศูนย์กลาง ความยาวแกนเอก และความยาวแกนโท ของวงรี ที่มีสมการดัง

แสดงในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1)𝑥
2

49
+

𝑦2

169
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

2) 𝑥
2

36
+
𝑦2

16
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

3) 𝑥
2

95
+
𝑦2

30
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4) 𝑥
2

169
+
𝑦2

64
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)𝑥
2

64
+
(𝑦−6)2

121
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)(𝑥+5)
2

81
+
(𝑦−1)2

144
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

7)(𝑥−3)
2

49
+
(𝑦−9)2

4
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

8)(𝑥)
2

64
+
(𝑦−8)2

9
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

9)(𝑥)
2

4
+
(𝑦)2

9
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

10)(𝑥)
2

49
+ 𝑦2 = 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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11)𝑥
2

36
+
𝑦2

25
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

12)𝑥
2

9
+
𝑦2

49
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

13) (𝑥)
2

49
+
(𝑦−3)2

16
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

14) (𝑥−1)
2

4
+
(𝑦)2

49
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

15) (𝑥)
2

49
+
(𝑦−1)2

9
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

16)(𝑥 + 5)2 + (𝑦)2

49
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

 พำรำโบลำ(Parabolas) 

 เราจะสังเกตเห็นการมีอยู่จริงของพาราโบลาในชีวิตประจ าวันไดจ้ากหลายตัวอยา่ง อาทิ เทคโนโลยีการสื่อสาร

ดาวเทียมประกอบด้วยจานรับสัญญาณตัวจานรับสัญญาณมีผิวโค้งเพื่อรับสัญญาณทีส่่งตรงมาจากดาวเทียมและสะท้อน

รวมกันที่จุดรบัสญัญาณเพื่อให้มสีญัญาณที่แรงขึ้นน้ าพุที่มนุษย์ประดิษฐ์ขึ้น เป็นเส้นโค้งพาราโบลา หรือเมื่อเราใช้ไฟฉายส่อง

เดินทางสังเกตว่ามีกระจกสะท้อนแสงเพื่อรวมล าแสงให้พุ่งเป็นล าตรงโดยหลักการตามกฎการสะท้อนของแสง ดังแสดงใน 

แผนภาพท่ี  18 
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แผนภำพที่  18 จานดาวเทียม น้ าพุ และไฟฉาย ตัวอย่างของการมอียู่ของพาราโบลา 

 

บทนิยำม 4.3พาราโบลา คือ เซตของจุดทุกจุดบนระนาบ ซึ่งในเซตดังกล่าวจะอยู่หา่งจากจุดคงท่ีจุดหนึ่งเท่ากับอยู่ห่างจาก

เส้นคงที่เส้นหนึ่งเสมอ 

 จุดคงท่ี เรียกว่า จุดโฟกัส 

 เส้นคงที่ เรียกว่า เส้นไดเรกตริกซ ์

 เส้นท่ีลากผ่านโฟกสัและตั้งฉากกับใดเรกตริกซ์ เรยีกว่า แกนของพาราโบลา 

 จุดที่เกิดจากพาราโบลาตดักับแกนของพาราโบลา เรียกว่า จุดยอด 

สมการรูปมาตรฐาน และลักษณะของกราฟพาราโบลาประเภทต่างๆ สามารถจ าแนกได้เป็น 2 ประเภทหลักๆ ดังนี ้

 พาราโบลา ท่ีมีจุดโฟกัสอยู่บนแกน 𝑥 และมีเส้นไดเรกตริกซข์นานกับแกน𝑦 จะมีสมการเป็น 

𝑦2 = 4𝑝𝑥 (4.12)  

โดยลักษณะของกราฟของพาราโบลาประเภทนี้ จะขึ้นกับคา่ของ 𝑝 ดังแสดงในแผนภำพที่  19 

 
แผนภำพที่  19กราฟพาราโบลาเมื่อค่า 𝒑 > 𝟎 เรียกว่า "พาราโบลาเปิดขวา" (ภาพซ้าย) และเมื่อ 𝒑 < 𝟎เรียกว่า 

"พาราโบลาเปิดซ้าย" (ภาพขวา) 

 

 พาราโบลา ท่ีมีจุดโฟกัสอยู่บนแกน𝑦 และมีเส้นไดเรกตริกซข์นานกับแกน 𝑥 จะมีสมการเป็น 

𝑥2 = 4𝑝𝑦 (4.13)  
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โดยลักษณะของกราฟของพาราโบลาประเภทนี้ จะขึ้นกับคา่ของ 𝑝 ดังแสดงใน แผนภำพที่  20 

 

 

 
แผนภำพที่  20กราฟพาราโบลาเมื่อค่า 𝒑 > 𝟎เรียกว่า "พาราโบลาหงาย" (ภาพซ้าย) และเมื่อ 𝒑 < 𝟎เรียกว่า "พาราโบลา

คว่ า" (ภาพขวา) 

ข้อสังเกต สญัลักษณ์ที่ใช้แทนค่าของจุดโฟกัส ในต าราบางเล่มอาจใช้ 𝑐  ให้ถือว่าเป็นสิ่งเดียวกันกบัสัญลักษณ์ 𝑝 ที่ใช้ใน

เอกสารนี ้

 สมการพาราโบลา ซึ่งมจีุดยอดอยูท่ี่จุด (ℎ, 𝑘)  หลักพิจารณาเช่นเดียวกับวงกลม คือ แทน 𝑥ด้วย 𝑥 −

ℎและแทน 𝑦ด้วย 𝑦 − 𝑘 

 

 
 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.5จงหำจุดยอด จดุโฟกัส และสมกำรเส้นไดเรกตรกิซข์องพำรำโบลำที่มีสมกำรเปน็𝑦 −

5 =
1

12
(𝑥 − 2)2 

วิธีท า 

เรำสำมำรถเปล่ียนรูปสมกำรทีโ่จทยใ์หม้ำ ให้อยูใ่นรูปสมกำรพำรำโบลำได้เป็น  
(𝑥 − 2)2 = 12(𝑦 − 5)  = 4(3)(𝑦 − 5) 

ซึ่งเมื่อเทียบสมกำรนี้ กับรูปมำตรฐำน (สมกำร (4.13)) เห็นไดช้ัดว่ำ จุดยอดของพำรำโบลำนี้ คือ (2,5) 
และ𝑝 = 3 

ดังนั้น กำรหำจุดโฟกัสก็ไมใ่ช่เรือ่งยำก เรำได้ค่ำ 𝑝 มำกกว่ำศูนย์แล้ว ดังนั้น พำรำโบลำนี้ เป็นพำรำโบลำ
หงำย ดังนั้น จุดโฟกัสต้องอยูถ่ัดจำกจุดยอดขึ้นไปทำงบวกเปน็ระยะทำง 3 หนว่ยบนแกนของพำรำโบลำ 
จึงไดจุ้ดโฟกัสคือ (2,8) และสมกำรเส้นไดเรกตริกซ ์ ก็ต้องอยู่ถดัจำกจุดยอดลงมำตำมแนวแกนของ
พำรำโบลำเป็นระยะทำง 3 หน่วยเช่นกัน จงึได้สมกำรเส้นไดเรกตริกซค์ือ  𝑦 = 2. 
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แบบฝึกทักษะที่ 4.3.4  จงหาจดุยอด จุดโฟกัส สมการเส้นไดเรกตริกซ์และวาดกราฟของพาราโบลา ที่มีสมการดังแสดงในแต่

ละข้อต่อไปนี ้

1)𝑥2 = 4𝑦 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

......................................................................................  

ตวัอยา่งท่ี 4.3.6จงหำจุดยอด จดุโฟกัส และสมกำรเส้นไดเรกตรกิซข์องพำรำโบลำที่มีสมกำรเปน็𝑦 =
3 − 6𝑥 − 𝑥2 

วิธีท า 

เรำสังเกตเห็นได้ทันทีว่ำ สมกำรนี้เป็นสมกำรพำรำโบลำ เพรำะก ำลังของตวัแปรหนึ่งตวัใน 2 ตัวนั้น 
เป็น 2 และอีกตัวมีก ำลังเป็น 1 ดังนั้น เพื่อเป็นกำรระบุค่ำตำ่งๆ ที่โจทย์ถำมถึง เรำมีควำมจ ำเป็นที่
จะต้องเปล่ียนรูปสมกำรที่โจทย์ให้มำนั้น ให้อยู่ในรูปมำตรฐำนของพำรำโบลำ จำกน้ันเรำจะทรำบค่ำ ณ 
ต ำแหนง่ต่ำงๆ ของสมกำรทันท ี 

จำก 𝑦 = 3 − 6𝑥 − 𝑥2เรำจะบวกเข้ำทั้ง 2 ข้ำงดว้ย (สปส.พจน์ก ำลังหนึ่ง
2

)
2

ในที่นี้คือ 9 

จึงได𝑦้ − 3 − 9 = −1(𝑥2 + 6𝑥 + 9) 
ดังนั้น                               𝑦 − 12 = −1(𝑥 + 3)2 

และ                            (𝑥 + 3)2 = −1(𝑦 − 12) 

นั่นคือ                      (𝑥 + 3)2 = 4(−1
4
) (𝑦 − 12) 

เรำจึงสำมำรถเทยีบกับรูปมำตรฐำนได้แล้ว จะได้จุดยอดคือ (−3, 12) และค่ำ 𝑝 =  −1/4 ซึ่งน้อย
กว่ำศูนย์ ดังนั้น ได้เป็นพำรำโบลำแบบคว่ ำ ซึ่งจะท ำให้จุดโฟกดัอยู่บนแกนของพำรำโบลำถัดลงมำจำก

จุดยอด เป็นระยะ 1/4 หนว่ย นั่นคือจะตกที่พิกัด (−3, 12 −
1

4
) = (−3,

47

4
) และสมกำรเส้น

ไดเรกตริกซ์ก็จะอยู่ถัดจำกจุดยอดขึ้นไปเป็นระยะทำง 1/4 หนว่ยเช่นกัน ดังนั้นจะได้สมกำรเส้นน้ันคือ 
𝑦 = 12 +

1

4
= 

49

4
 

211

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

...................................................................................... 

2)𝑦2  +  12𝑥  =  0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
 

3)(𝑦 –  1)2 =  16(𝑥 –  2) 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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4)(𝑥 +  2)2 = −20(𝑦 –  1) 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)𝑥2 +  6𝑥 − 20𝑦 + 49 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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6)𝑦2 − 4𝑦 − 12𝑥 − 20 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

7)𝑦 2 + 8𝑦 + 3𝑥 + 19 = 0 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 
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 ไฮเปอร์โบลำ (Hyperbolas) 

 ภาคตัดกรวยนั้นได้มีความส าคัญตอ่ดาราศาสตร์ โดย วงโคจรของวัตถุสองช้ินซึ่งมีแรงดึงดูดกระท าตอ่กัน ตามกฎ

ของนิวตัน นั้นจะมีรูปร่างเป็นภาคตัดกรวย หากจดุศูนย์กลางมวล (Center of mass) ร่วมของทั้งสองวัตถุนั้นอยู่นิ่ง หากท้ัง

สองนั้นถูกดึงดูดอยู่ด้วยกัน ทางเดินของทั้งสองนั้นจะเป็นรูปวงรี หากวัตถุท้ังสองวิ่งออกจากกัน ทางเดินจะเป็นรูปพาราโบลา 

หรือ ไฮเปอร์โบลา นอกจากน้ี การฉายของแสงจากไฟฉายที่เอียงมมุต่างกัน ก็จะสามารถให้ภาพรอยฉายที่อาจเป็น พาราโบลา 

หรือไฮเปอรโ์บลาได้ ดังแสดงในแผนภาพท่ี  21 

 

แผนภำพที่  21การฉายของล าแสงจากไฟฉาย ท่ีเอียงมุมแตกต่างกนักับแผ่นฉากรับ 

บทนิยำม 4.4ไฮเปอรโ์บลา คือ เซตของจุดทั้งหลายบนระนาบ ซึ่งผลตา่งของระยะทางจากจดุใดๆ ในเซตนี้ ไปยังจุดคงที่สอง

จุดมีค่าคงตัวเสมอ  

 จุดคงท่ี 2 จุดนั้น เรียกว่า จุดโฟกัส 

 เส้นท่ีลากผ่านจดุโฟกัสทั้ง 2 เรียกว่า แกนตามขวางของไฮเปอร์โบลา 

 จุดที่เกิดจากการตดัของไฮเปอร์โบลากับแกนของไฮเปอร์โบลา เรียกว่า จุดยอด 

 ความยาวของส่วนของเส้นตรงท่ีมจีุดปลายทั้งสองเป็นจุดยอด จะยาวเป็น 2𝑎หน่วย 

 แกนสังยุคคือส่วนของเส้นตรงที่ลากตั้งฉากกับแกนตามขวางที่จุดศูนย์กลางยาว2𝑏 หน่วย 

ข้อควรจ ำ ในการเขียนกราฟไฮเปอร์โบลานั้น เมื่อทราบค่าของ 𝑎 และ 𝑏แล้ว การเขียนกรอบสี่เหลี่ยมที่มีจุดยอดทั้งสองของ

ไฮเปอร์โบลาเป็นจดุกึ่งกลางด้านหนึ่ง(ดังแสดงใน แผนภำพที่22) แล้วลากเส้นทะแยงมมุของกรอบสี่เหลี่ยมนี้ก่อนนั้น จะท าให้

การวาดกราฟง่ายขึ้น 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

         ................................................................................................................................................................................. 
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................................................................................................................................................................................. 

 

 
แผนภำพที2่2การเขียนกรอบสี่เหลี่ยมตรงกลางของไฮเปอรโ์บลา ช่วยให้การเขียนกราฟไฮเปอรโ์บลาท าได้สะดวกมากยิ่งข้ึน 

 

 ไฮเปอร์โบลาที่มีจดุศูนย์กลางอยู่ท่ีจุด (0,0)จุดโฟกัส คือ (±𝑐, 0)และจดุยอดคือ (±𝑎, 0)  จะมีสมการเป็น    

𝑥2

𝑎2
−
𝑦2

𝑏2
= 1 (4.14)  

และลักษณะของกราฟคือดังแสดงใน แผนภำพที่23 

 
แผนภำพที่23ไฮเปอร์โบลาที่มีแกนอยู่บนแกน 𝒙 เรียกไฮเปอรโ์บลาประเภทนี้ว่า "ไฮเปอร์โบลาเปดิซ้าย-ขวา" 

 

 ไฮเปอร์โบลาที่มีจดุศูนย์กลางอยู่ท่ีจุด (0,0)จุดโฟกัส คือ (0, ±𝑐)และจดุยอดคือ (0, ±𝑎) จะมีสมการเป็น    

𝑦2

𝑎2
−
𝑥2

𝑏2
= 1 (4.15)  
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และลักษณะของกราฟคือดังแสดงในแผนภำพที่24 

 
แผนภำพที่24ไฮเปอร์โบลาที่มีแกนอยู่บนแกน 𝒚 เรียกไฮเปอรโ์บลาประเภทนี้ว่า "ไฮเปอร์โบลาเปดิบน-ล่าง" 

 

  สมการไฮเปอร์โบลา ซึ่งมจีุดศูนยก์ลางอยู่ที่จุด (ℎ, 𝑘)  หลักพิจารณาเช่นเดียวกับวงกลม คือ แทน 𝑥

ด้วย 𝑥 − ℎและแทน 𝑦ด้วย 𝑦 − 𝑘และใช้ความสมัพันธ์ 

𝑐2 = 𝑎2 + 𝑏2 (4.16)  

 
 

ตวัอยา่งท่ี 4.3.7จงหำจุดยอด จดุโฟกัส ของไฮเปอร์โบลำที่มีสมกำรเป็น 

9𝑦2 − 16𝑥2 = 144 

 

วิธีท า 

เหมือนกับทุกข้อที่ผ่ำนมำ ก่อนที่เรำจะสำมำรถระบุค่ำต่ำงๆ ตำมทีโ่จทย์ถำมถงึได้ เรำจะต้องจัดรูป

สมกำรที่โจทยใ์หม้ำนั้น ให้อยูใ่นรูปมำตรฐำนของไฮเปอร์โบลำ ( สมกำร (4.14) หรือ (4.15) เสียก่อน ) 

จำก 9𝑦2 − 16𝑥2 = 144 

เรำจะพยำยำมท ำให้ทำงขวำมือของสมกำรนี้เป็น 1 ดังนั้น เรำจะหำรทั้งสมกำรด้วย 144 

9𝑦2

144
−
16𝑥2

144
=
144

144
   จึงได้สมกำรใหม่คือ 𝑦

2

16
−
𝑥2

9
= 1หรือ 𝑦

2

42
−
𝑥2

32
= 1ซึ่งเรำก็จะสำมำรถระบุค่ำ

ของ 𝑎และ𝑏 ได้แล้ว คือ 𝑎 = 4และ 𝑏 = 3และเน่ืองจำกค่ำ สปส. ของพจน์  𝑦2 นั้นเป็นบวก จึงท ำให้

เรำนึกภำพได้ว่ำ ไฮเปอรโ์บลำนี้จะมีลักษณะในท ำนองเดียวกันกับที่แสดงในแผนภาพท่ี24 ที่มีจุด

ศูนย์กลำงที่ (0,0) และจุดยอดที่ (0, ±4) 

และจุดโฟกัส เรำจะหำไดจ้ำกกำรทรำบของค่ำ  𝑐  โดยกำรใชสู้ตร (4.16) จะได้ว่ำ 𝑐 = 5  จึงได้จดุ

โฟกัสคือ   (0, ±5) 
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ตวัอยา่งท่ี 4.3.8จงหำจุดยอด จดุศูนย์กลำง จุดโฟกัส และวำดภำพไฮเปอร์โบลำที่มีสมกำรเป็น 

9𝑥2 − 4𝑦2 − 72𝑥 + 8𝑦 + 176 = 0 

วิธีท า 

เรำจะพยำยำมจัดรูปให้อยูใ่นรูปมำตรฐำนของไฮเปอร์โบลำ ได้ดังนี้ 

 4(𝑦2 − 2𝑦) − 9(𝑥2 − 8𝑥) = 176 

 4(𝑦2 − 2𝑦 + 1) − 9(𝑥2 − 8𝑥 + 16) = 176 + 4 − 144 

 4(𝑦 − 1)2 − 9(𝑥 − 4)2 = 36 

 
(𝑦−1)2

9
−
(𝑥−4)2

4
= 1 

นั่นคือ จุดศูนย์กลำงของไฮเปอร์โบลำนี้คือ จุด (4, 1) และ จะได้ว่ำ 𝑎2 = 9, 𝑏2 = 4 ⇒ 𝑐2 =
13  นั่นคือ  𝑐 =  ±√13 จึงท ำให้เรำสำมำรถระบุจุดโฟกัสได้คือจุด (4, 1 − √13) และจุด 
(4, 1 + √13)   และจุดยอดคือ   (4,4)และ(4,−2)และไดก้รำฟ ดังแสดงใน แผนภำพที่  25 

 

แผนภำพที่  25 ไฮเปอร์โบลำทีม่ีสมกำรเป็น 𝟗𝒙𝟐 − 𝟒𝒚𝟐 − 𝟕𝟐𝒙 + 𝟖𝒚 + 𝟏𝟕𝟔 = 𝟎 

  ส ำหรับตัวอย่ำงที่ 4.3.8 
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แบบฝึกทักษะที่ 4.3.5จงหาจุดยอด จุดโฟกัส และระบุด้วยว่าเป็นไฮเปอรโ์บลาแบบ หงาย-คว่ า หรือ เปิดบน-ล่าง 

1)𝑥
2

81
−
𝑦2

4
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

2) 𝑥
2

121
−
𝑦2

81
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

3)𝑦
2

25
−
𝑥2

16
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4) 𝑥
2

121
−
𝑦2

36
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

5)(𝑥+2)
2

169
−
(𝑦+8)2

4
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

6)(𝑦+8)
2

36
−
(𝑥+2)2

25
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

7)𝑥
2

20
−
(𝑦+1)2

10
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

8)(𝑥−3)
2

4
−
(𝑦+1)2

9
= 1 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

 

แบบฝึกทักษะที่ 4.3.6 จงหาจุดยอดจุดโฟกัส และวาดกราฟของไฮเปอร์โบลา ตามสมการในแต่ละข้อต่อไปนี ้
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1)16𝑥2 − 9𝑦2 − 144 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 
...................................................................................... 

 

2) 4𝑦2 − 𝑥2 − 4 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 
...................................................................................... 
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3)9𝑥2 + 18𝑥 − 16𝑦2 − 32𝑦 − 151 = 0 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

...................................................................................... 

 
...................................................................................... 

...................................................................................... 

 

4.4บทประยุกต์ในชีวิตประจ ำวัน(Applications in Daily Life) 

 ในหัวข้อน้ี ในเบื้องต้น จะได้มีการยกตัวอย่าง(เพิ่มเติม)เกีย่วกับการปรากฎอยู่จริงของรูปใดรูปหนึ่งของภาคตัดกรวย

ในสิ่งแวดล้อมรอบๆ ตัวเรา หลังจากนั้น จะได้น าเสนอปัญหาที่เกี่ยวข้องที่เราสามารถพบได้ในชีวิตประจ าวันเช่นเดียวกัน และ

ในตอนท้าย จะได้มีการตั้งโจทยค์ าถาม เพื่อให้ผู้อ่านได้ฝึกทักษะการประยุกต์ใช้ความรู้ทางดา้นภาคตัดกรวย ในการแก้ใข

ปัญหาต่างๆ ที่เกีย่วข้อง ซึ่งในโจทย์แต่ละข้อ นักศึกษาจะได้เห็นตัวอย่างอื่นๆของการมีอยู่จริงของภาคตัดกรวยเพิ่มเติมอีกด้วย 

 

 

วงรี 
 

     ถึงแม้จะไม่เป็นการง่ายที่จะสงัเกตเห็นได้รอบๆ ตัวเราอย่าง

วงกลม วงรีนั้นก็ถือได้ว่าพบไดไ้ม่ยากนักเช่นกัน ที่เป็นเช่นนี้

เพราะว่า รูปทรงท่ีเป็นวงกลมนั้น ก็เป็นเพียงวงรีประเภทหน่ึง ซึ่ง

ถ้าเกิดมองในมุมที่เหมาะสม กส็ามารถมองให้เป็นวงรีได้เช่นกัน 

(ดังแสดงใน แผนภาพท่ี  26 ) 

 
 

แผนภำพที่  26 วงกลมสามารถมองให้เป็นวงรีได้ ในมุม
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ที่เหมาะสม 

 
แผนภำพที่  27 การตัดแนวขวางเอียงของทรงกระบอกใดๆ ด้วย

ระนาบ จะใหร้อยตดัและภาพตดัแนวขวางเป็นรูปวงรีเสมอ 

ภาพตัดขวางเอียงของทรงกระบอกใดๆ จะให้ภาพตัดเป็น

รูปวงรีเสมอ ดังตัวอย่างในแผนภาพท่ี  27 ซึ่งเป็นอาคาร

ในย่าน Tycho Brahe Planetarium เมือง Copenhagen 

ประเทศสวีเดน 

 

เมื่อเราเองแก้วน้ าดังแสดงในแผนภาพที่  28 พื้นผิวท่ีได้จะเป็นรูป

วงรี และการตัดใส้กรอกในแนวเอียงในลักษณะแบบนี้ ก็มักจะท า

กันเพ่ือให้ได้พื้นท่ีปริมาณที่มากข้ึน 

 
 

แผนภำพที่  28 เมื่อเองแก้วน้ า พื้นผิวของน้ าในแก้ว จะ

เป็นรูปวงร ี

 
แผนภำพที่  29 ดาวเคราะห์ทั้งหลาย โคจรรอบดวงอาทิตย์เป็น

รูปวงร ี

ในต าราดาราศาสตร์ของกรีกโบราณ ได้มีความเข้าใจว่า 

ดาวเคราะห์ต่างๆ นั้น หมุนรอบโลกท่ีอยู่นั่ง เป็นรูป

วงกลมจนกระทั่งในศตรวรรษท่ี14 Johannes Kepler ได้

ท าการค้นพบว่า ดาวเคราะห์แตล่ะดวงนั้น เคลื่อนที่โคจร

รอบดวงอาทิตย์เป็นรูปวงรี และดวงอาทิตย์ก็อยู่ ณ 

ต าแหน่งของจุดโฟกัสหนึ่ง ของแต่ละวงโคจรของดาว

เคราะห์แต่ละดวงนั้น ดังแสดงในแผนภาพท่ี  29 

 

 

การโคจรรอบโลกของดวงจันทร์ และรวมถึงดาวเทียมต่างๆ ก็เป็นวงรีด้วยเช่นกัน   
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แผนภำพที่  30 ดาวหาง Halleyใช้เวลา 76 ป ีในการโคจรรอบดวงอาทิตย์ 

Edmund Halley ได้สังเกตเห็นดาวนี้ครั้งแรกในปี 1682 และได้ท านายการโคจรมาต าแหน่งเดิมของดาวหางนี้ได้อย่างถูกต้อง 

ซึ่งเขาท านายไว้ว่าจะโคจรกลับมาในปี 1759 และถึงแม้ว่า ตัวเขาเองจะไมม่ีอายุยืนถึงตอนท่ีดาวหางนี้โคจรกลับมาอีกครัง้ 

ชาวโลกก็ไดย้กย่องในค าท านาย และให้เกียรตเิขาโดยการตั้งช่ือดาวหางนี้เป็นช่ือเดียวกับเขา นั่นคือ " Halley " ดังแสดงใน

แผนภาพท่ี  30 

 
แผนภำพที่  31 การโคจรของอิเลก็ตรอนล้อมรอบนิวเคลียส 

ด้วยการสังเกตด้วยเครื่องมือที่เหมาะสม เราจะเห็นว่า 

อิเล็กตรอนนั้น โคจรเป็นรูปท่ีมีความใกล้เคียงกับวงรมีาก

ล้อมรอบนิวเคลียส ดังแสดงในแผนภาพท่ี  31 

 

วงรีมีคุณสมบัติพเิศษอีกประการหนึ่งที่ใช้ในการสะท้อนของแสง

และคลื่นเสยีง นั่นคือ แสงหรือสัญญานใดก็ตามที่พุ่งออกจากจุด

โฟกัสจุดหนึ่งภายในวงรี แล้วไปสะท้อนกับขอบของวงรี แล้วจะไป

ตกที่จุดโฟกัสอีกจดุหนึ่งของวงรีเสมอ (ดังแสดงในแผนภาพที่  32) 

และหลักการนี้ก็ถูกน าไปใช้ในการรักษานิ่วในไตที่เรียกว่าวิธี 

Lithotripsyโดยการน าคนใช้ไปนอนลงบนถังน้ ารูปวงรี โดยให้

ต าแหน่งของไตอยู่ตรงจุดโฟกัสจุดหนึ่งของถังน้ ารูปวงรีนั้น จากนั้น

ท าการปล่อยคลื่นช็อกพลังงานสูงจากจุดโฟกัสอีกจุดหนึ่ง จะท าให้

คลื่นช็อกนั้นพุ่งไปยังน่ิวไตและสามารถบนนิ่วดังกล่าวได ้

 

 
แผนภำพที่  32 การสะท้อนของล าแสงท่ีพุ่งจากจุด

โฟกัสจุดหนึ่งกับผนังของวงรี แล้วไปต าที่จดุโฟกัสอีก

จุดหนึ่งของวงรีนั้น 
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พำรำโบลำ 

 

ตัวอย่างของพาราโบลาที่เป็นท่ีรู้จกัมากท่ีสุดตัวอย่างหนึ่งคือ

การเคลื่อนที่ของลูกบอลในลักษณะดังแสดงใน 

แผนภาพท่ี  33 ซึ่งแรงเสียดทานของอากาศและแรงโน้มถ่วง

จะมีผลต่อแนวการเคลื่อนที่ของลูกบอลให้บิดเบือนไปจากรูป

พาราโบลาอยู่บ้าง แตโ่ดยทั่วไปแล้ว ยังเป็นท่ียอมรับว่า แนว

การเคลื่อนที่ของลูกบอลดังกล่าว ยังคงรักษาแนวความเป็น

พาราโบลาได้อย่างดีทีเดยีว  

 

 

แผนภำพที่  33 การเคลื่อนที่ของลูกบอล ท่ีมีแนวการ

เคลื่อนที่เป็นแบบพาราโบลา 

 
แผนภำพที่  34 พาราโบลายังสามารถแทนการเคลื่อนที่ของ

ลูกปืนใหญ่ ซึ่งค้นพบโดย Galileo ในศตวรรษที่ 17 

 

 

 

ในศตวรรษที่ 17 Galileo ได้ค้นพบการค านวณแนวทางการ

เคลื่อนที่ของลูกปืนใหญ่ ที่ข้ึนกับมุมของการยิง เป็นที่ส าเรจ็ 

ดังแสดงในแผนภาพท่ี  34 

 

 
แผนภำพที่  35 แนวการเคลื่อนที่ของโมเลกุลของน้ าจาก

ก๊อก จะเคลื่อนเป็นแนวพาราโบลา 

ตัวอย่างหนึ่งที่เห็นกันค่อนข้างบ่อยก็คือ แนวทางการเคลื่อนที่

ของน้ าจากก๊อกน้ า(ดังแสดงในแผนภาพท่ี  35) แต่ละโมเลกลุ

ของน้ า จะเคลื่อนที่เป็นแนวเดียวกันเป็นแนวพาราโบลา 

น้ าตกช่ือดังที่โรงแรม Bellagio ในเมือง Las Vegas ก็เป็นไป

ตามแนวพาราโบลาลักษณะนี้เช่นเดียวกัน  

 

 

 

 

เส้นโค้งรปูพาราโบลามีลักษณะทีพ่ิเศษและน่าสนใจอยู่หลาย

ประการ เช่น เมื่อแสงถูกปล่อยออกจากแหล่งก าหนดที่อยู่

ตรงจุดโฟกัสของกระจกโค้งรูปพาราโบลา(ดู แผนภาพท่ี  36 

ประกอบ) แล้วล าแสงเหล่านั้น จะสะท้อนออกมาเป็นเส้นเป็น

เส้นตรงท่ีขนานซึ่งกันและกัน   
แผนภำพที่  36 เมื่อแสงออกจากแหล่งก าหนดไปตกบน
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กระจกโค้งรูปพาราโบลา ก็จะสะทอ้นเป็นเส้นตรงท่ีขนานซึ่ง

กันละกัน 

 
แผนภำพที่  37การรับสัญญานวทิยุของจานดาวเทียมที่มี

รูปทรงเป็นแบบพาราโบลา 

จากดาวเทียมโทรทัศน์ก็ใช้หลักการสะท้อนแสงและสัญญาน 

และหลักการตรงกันข้าม คือการรับสัญญานคลื่นวิทยุจาก

อวกาศอย่างท่ีใช้ใน antennas โดยที่ เมื่อล าแสงวิ่งมาชนกับ

แผ่นดาวเทียม แล้วสะท้อนไปที่ต าแหน่งของจุดโฟกัสของ

ดาวเทียมนั้น (ดังแสดงในแผนภาพท่ี  37 ) และเครื่องมือใน

ลักษณะแบบนี้ท่ีมีขนาดใหญ่ที่สุดคือ Subaru Telescope 

ตั้งอยู่ที่ยอดเขา Mauna Kea บนเกาะ Hawaii ซึ่งมีเส้นผ่าน

ศูนย์กลางเท่ากับ 8.2 เมตร 

 

 

เมื่อลูกเบสบอลถูกตีขึ้นไปในอากาศ ลูกบอลนี้จะเคลื่อนที่ไป

เป็นแนวโค้งพาราโบลา เช่นเดยีวกับจุดศูนย์ถ่วงของโลมาเมื่อ

โลมากระโดดขึ้นไปในอากาศ แนวการเคลื่อนที่ของ

จุดศูนย์ถ่วงนี้ จะเป็นแนวพาราโบลา ดังแสดงในแผนภาพที ่ 

38 

 
แผนภำพที่  38แนวการเคลื่อนที่ของจุดศูนย์ถ่วงของโลมา 

จะเป็นแนวพาราโบลา 

 

ไฮเปอร์โบลำ  

 

 

ถ้าเราน าเอาดินสอท่ีมภีาคตดัขวางเป็นเหลี่ยมๆมาเหลา ดัง

แสดงในแผนภาพท่ี  39(ซ้าย) เราจะสังเกตเห็นส่วนของ

ไฮเปอร์โบลาปรากฎอยู่ตรงรอยขอบการเหลา เช่เดยีวกันกับ

เวลาที่เราเอาโคมไฟท่ีมลีักษณะดังแสดงในแผนภาพท่ี  39(

ขวา) ไปตั้งไว้ใกล้ผนังห้อง แสงท่ีออกจากโคมไฟไปกระทบกับ

ผนังห้อง ก็จะมีลักษณะเป็นไฮเปอร์โบลาเช่นเดียวกัน 

 

 

แผนภำพที่  39 การเหลาดินสอท่ีเป็นเหลีย่ม จะท าใหเ้กิด

รอยเป็นครึ่งไฮเปอร์โบลา และโคมไฟท่ีวางใกล้ผนังห้อง 

ล าแสงจะกระทบกับผนังเป็นรูปไฮเปอร์โบลา 

225

 

http://britton.disted.camosun.bc.ca/parasatellite_lg.GIF
http://britton.disted.camosun.bc.ca/paraporpoise_lg.GIF


ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 

แผนภำพที่  40 รอยตัดของคลื่นโซนิคที่เกิดจากเครื่องบินท่ี

บินด้วยความเร็วสูง กับระนาบพื้นที่ จะเป็นรูปไฮเปอร์โบลา

(ครึ่งซีก) 

 

 

คลื่นโซนิคบมูที่เกิดจากการเคลื่อนที่ของเครื่องบินเจตไปใน

อากาศด้วยความเร็วสูง จะอยู่ในรปูโคน และรอยตัดของโคน

นี้กับพื้นดินราบ จะให้รอยตดัที่เปน็รูปส่วนหน่ึงของไฮเปอร์โบ

ลา ดังแสดงในแผนภาพท่ี  40 ซึ่งจะส่งผลคือ ผู้ที่อยู่ ณ. 

ต าแหน่งต่างๆของเส้นรอยตดันี้จะได้ยินเสียงเครื่องบินพร้อม

กัน 

 

 

 

เมื่อเราท าการหมุนเส้นโค้งรูปไฮเปอร์โบลารอบแกนของ

ไฮเปอร์โบลานั้น ก็จะเกดิพื้นผิวที่เรียกว่า Hyperboloid และ

การออกแบบในลักษณะนี้กส็ามารถพบได้เช่น ที่หอท าความ

เย็นของโรงงาน Steam Power (ดังแสดงในแผนภาพท่ี  41) 

และยังเป็นแบบเดียวกันกับ James S. McDonnell Planetarium 

ในศูนย์วิทยาศาสตร์ St. Louis อีกด้วย 

 

 

แผนภำพที่  41หอท าความเย็นท่ีออกแบบเป็นรูป 

Hyperboloid 

 

แบบฝึกทักษะที่ 4.4 จงใช้ความรู้เกี่ยวกับภาคตัดกรวย แก้ปญัหาทีส่ามารถพบได้ในชีวิตประจ าวัน ในแต่ละข้อต่อไปนี้    

1)อุโมงคล์อดภูเขาที่เป็นรูปครึ่งวงรีแห่งหนึ่ง มีความสูงเป็น 10 ฟุต('' ft '') และกว้างเป็น 40 ฟุต (ดังแสดงในแผนภาพท่ี  42) 

ถ้ามีรถบรรทุกคนหน่ึงที่มีขนาดกวา้ง 10 ฟุต และสูง 9 ฟุต จะต้องใช้เส้นทางนี้ จงพิจราณาว่า รถบรรทุกคันน้ี จะสามารถวิ่ง

ผ่านเข้าไปในอุโมงคน์ี้ได้หรือไม่ เพราะอะไร 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

.......................................................................................  
แผนภำพที่  42อุโมงคร์ูปครึ่งวงรี และรถบรรทุก รูป
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....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

ประกอบส าหรับแบบฝึกทักษะที่ 4.1 ข้อ 1 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

2) จงพิจารณาว่า รถบรรทุกคนหนึ่ง ท่ีมีความกว้างเป็น 8 ฟุต และสูงเป็น 7 ฟุต จะสามารถว่ิงผ่านเขา้ไปในอุโมงค์รูปครี่งวงรี 

ดังแสดงในแผนภาพท่ี  43 ได้หรือไม ่

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

 

 
แผนภำพที่  43อุโมงค์รูปครึ่งวงรี และรถบรรทุก รูป

ประกอบส าหรับแบบฝึกทักษะที่ 4.1 ข้อ 2 

 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................. 

3) เสียงท่ีเกิดจากการระเบิดแห่งหนึ่ง ได้รับการวดัจากไมค์โครโฟน 2 ตัว ที่วางห่างกันเป็นระยะ 4 ไมล์ ไมคโ์ครโฟน  𝑀1
ได้รับเสยีงน้ันเป็นเวลา 4 วินาที ก่อนไมค์โครโฟน 𝑀2 ถ้าก าหนดความเร็วของเสียงในอากาศเป็น 1,100 ฟุต/วินาที จงหา

ต าแหน่งท่ีเป็นไปได้ของแหล่งระเบิดนี้ เมื่อเทียบกับต าแหน่งของไมค์โครโฟนท้ังสองนี้ ( 1 ไมล์ เท่ากับ 5,280 ฟุต) 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4) จากข้อ 3) จงพิจารณาในกรณทีี่ไมค์โครโฟนสองตัวนั้น อยู่ห่างกันเป็นระยะทาง 3 ไมล์ 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

................................................................................................................................... 
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5) สถาปนิกคนหน่ึง ต้องการที่จะออกแบบและวางต าแหน่งของบ้าน 2 หลัง ให้มีลักษณะเหมือนกับไฮเปอรโ์บลา ท่ีสามารถ

อธิบายได้โดยสมการ 625𝑦2 − 400𝑥2 = 250,000 ดังแสดงในแผนภาพท่ี  44 จงหาว่า จุดที่ใกล้กันที่สุดของบ้าน

สองหลังนี้ อยู่ห่างกันเท่าใด  

 
แผนภำพที่  44ต าแหน่งละลักษณะของบ้านท้ัง 2 หลัง 

ภาพประกอบแบบฝึกทักษะที่ 4.1 ข้อ 5 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

6) นายอุทิศ เป็นบัณฑิตใหม่จากส านักวิชาวิศวกรรมศาสตร์ มทส. ไดส้มัครเข้าท างานกับบริษัทผลิตโคมไฟช่ือดังแห่งหนึ่ง 

ในช่วงของทดลองงานนั้น นายอุทิศได้รับมอบหมายให้ออกแบบโคมไฟท่ีล้อมรอบด้วยกระจกท่ีเป็นรปูพาราโบลา ดังแสดงใน

แผนภาพท่ี  45 และอุทิศต้องตอบค าถามอยู่ 2 อย่างคือ สมการของรูปทรงพาราโบลานี้คืออะไร และหลอดไฟควรอยู่ ณ 

ต าแหน่งไหนของโคมไฟเมื่อเทียบกับจุดยอดของพาราโบลานี้ (หน่วยความยาว "incehes" หมายถึง "นิ้ว") 
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แผนภำพที่  45 โคมไฟท่ีประกอบด้วยกระจกโค้งรูป

พาราโบลา ภาพประกอบแบบฝึกทักษะที่ 4.1 ข้อ 6 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

....................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

 

7) หอคอยทั้งสองของสะพาน Golden Gate ที่เช่ือมระหว่างเมือง San Francisco และเมือง Marin County อยู่ห่างกันเป็น

ระยะทาง 1,280 เมตร และสูงเปน็ 160 เมตรจากพ้ืนถนน สายเคเบิลที่เชื่อมระหว่างสองหอคอยนี้ ลอยตัวเป็นรูปพาราโบลา 

(ดังแสดงในแผนภาพท่ี  46) และจุดกึ่งกลางของสายเคเบลินั้นแตะกับพื้นถนนพอดี จงหาความสูงของสายเคเบลิจากพ้ืนถนน 

ณ จุดที่ห่างหอคอยไปเป็นระยะทาง 200 เมตร  
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แผนภำพที่  46 สะพาน Golden Gate ที่เช่ือมระหว่างเมือง San Francisco และเมือง Marin County 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................  
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท (Additional Exercises) 

1. จงพิจารณาว่า สมการแต่ละข้อต่อไปนี้  เป็นสมการของภาคตัดกรวยประเภทใด 

4x
2
 y

2
8x 6y  0  

x
2
 y

2
2x  7 0  

16x
2
12y

2
5y 3 0  

7y
2
 5x 11y  0  

6x
2
3x 10y  0  

8x
2
8y

2
3x 6y 13 0  

2. จากภาพภาคตดักรวยในแต่ละข้อต่อไปนี้ จงเขียนสมการของกราฟดังกล่าว  
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3. แต่ละสมการด้านลา้งนี้ จงจัดให้อยู่ในรูปแบบมาตรฐานของสมการของภาคตัดกรวยแตล่ะประเภท 

 a) x
2
 y

2
 8x  6y  0   b) x

2
 y

2
10y  9  0 

 c) x
2
 4x  2y  6  0    d) x

2
 4y

2
 6x 8y 11 0  

 e) 3x
2
 24x  2y  54  0   f) 16x

2
 9y

2
 32x  36y 124  0  

 g) 4x
2
25y

2
24x 200y 336  0  

 h) 4x
2
9y

2
16x 18y 110  

 i) 64x
2
 9y

2
384x  36y  468  0 

 4.  จงหาค่าของ A ที่ท าให้สมการ Ax2 + 3y2 + Dx + Ey + F = 0 เป็นสมการของ; 

  a.  วงกลม                b.  วงรี c.  พาราโบลา      d.  ไฮเพอรโ์บลา 

 5.  จงหาค่าของ C ที่ท าให้สมการ 8x2 = Cy2 – 6x + Ey + F  เป็นสมการของ; 

  a.  วงกลม                b.  วงรี c.  พาราโบลา      d.  ไฮเพอรโ์บลา 

6.  จงหาค่าของ  A ที่ท าให้สมการ  Ax2 + 23x + 5y – 19 = 0 เป็นสมการของ; 

  a.  วงกลม                b.  วงรี c.  พาราโบลา      d.  ไฮเพอรโ์บลา 

     7. ในแต่ละข้อต่อไปนี้ จงสร้างสมการของรูปพาราโบลาที่ก าหนด 

 7.1 พาราโบลารปูหนึ่งมีจุดยอด (0,0) และจุดโฟกัส (0,2) 

 7.2 พาราโบลารปูหนึ่งจุดยอดอยูท่ี่ (1,0) และใดเรกตริกซ์ X = -5 

 7.3 พาราโบลารปูหนึ่งมีจุดโฟกัส (-4,0) และใดเรกตริกซ์ X = 2 

 7.4 พาราโบลารปูหนึ่งมีจุดโฟกัส (3,6) และจดุยอด (3,2) 
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 7.5 พาราโบลารปูหนึ่งมีจุดยอด (0,0) มีแกนเป็นแกน x ผ่านจดุ (1,-4) 

 7.6 พาราโบลารปูหนึ่งมีแกนในแนวและตั้งผา่นจุด (-2,3), (0,3), and (1,9) 

 7.7 สมการวงรี มีจดุโฟกัสอยู่ท่ี (±2, 0) และจุดยอดทั้งสองจุดอยู่ที่ (±5, 0) 

 7.8 สมการวงรี มีจดุโฟกัสอยู่ท่ี (0,±5) และจุดยอดทั้งสองจุดอยู่ที่ (0,±13) 

 7.9 สมการวงรี มีจดุโฟกัสอยู่ท่ี (0,2), (0,6)และจุดยอดทั้งสองจุดอยูท่ี่ (0, 0), (0, 8) 

 7.10 สมการวงรี มีจุดโฟกัสอยู่ที่ (0, -1), (8, -1), และจุดยอดทั้งสองจุดอยู่ที่ (0, 0), (0, 8) 

 7.11 สมการวงรี มีจุดกึ่งกลางอยู่ท่ี (2, 2) มีจุดโฟกัส (0, 2) และจุดยอด (5, 2) 

 7.12 สมการวงรี มีจุดโฟกัสอยู่ที่ (±0,2) และผ่านจดุ (2, 1) 

 7.13 สมการไฮเพอรโ์บลา มจีุดโฟกัสอยู่ที่ (0, ±3) และจุดยอดอยู่ท่ี (0, ±1) 

 7.14 สมการไฮเพอรโ์บลา มจีุดโฟกัสอยู่ที่ (±6, 0) และจุดยอดอยู่ที่ (±4, 0) 

 7.15 สมการไฮเพอรโ์บลา มจีุดโฟกัสอยู่ที่ (1, 3) และ (7, 3) มีจุดยอดอยู่ท่ี (2, 3) และ (6, 3) 

8. จงหาพื้นที่ในแต่ละข้อต่อไปนี ้
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9. จงหาปริมาตรในแต่ละข้อต่อไปนี ้
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เฉลยแบบฝึกทักษะ(Additional Exercises) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 4.1 ระบบพิกัด และกรำฟพ้ืนฐำน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.1 

1) (−2.902, 2.902, 11.276)   2) (9√3,
 𝜋

3
, 9) 3) (0,−1,2) 

4) (2,−2√3, 5)  5) (3√2,
𝜋

4
 , −2)  6)(√

3

4
,
1

4
,
√3

2
) 

7) (√
2

2
,
√2

2
, √2)8)(4,

𝜋

3
 ,
𝜋

6
) 

9) 𝑟2 + 𝑧2 = 1 , 𝜌 = 110)𝑟 = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 , 𝜌 𝑠𝑖𝑛 ∅ = 2 𝑠𝑖𝑛 𝜃 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 4.2 พ้ืนที่ และปริมำตร 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.2.1 

1) 44 ตร.ซม.              2) 68.6 ตร.ซม.    3) 36 ตร.ม.          4) 55 ตร.ซม.    5) 208.17 ตร.มม. 

6) 25.8675 ตร. ซม.      7) 122.195 ตร.ซม. 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.2.2 

1) 15 ลบ.ม.       2) 68.6 ลบ.ซม.3) 2.61 ลบ.ม.           

4) พท.ผิวเท่ากับ 18,849.56 ตร.ซม. และปริมาตรเท่ากับ 78,539.82ลบ.ซม. 

5) พท.ผิว เท่ากับ 319.63ตร.ซม.  และปรมิาตร เท่ากับ 496.35 ลบ.ซม.     

6) รูปทรงนี้ยาว 12 มม. และ มีพ้ืนท่ีผิวเป็น 527.28 ตารางมิลลเิมตร 

7) พท.ผิว เท่ากับ 172 ตร.ซม. และ ปรมิาตรเท่ากับ 112 ลบ.ซม. 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 4.3 ภำคตัดกรวย 

เฉลยแบบฝึกทักษะที ่4.3.1 

1)จุดศูนย์กลาง คือ(0,0) รัศมี เท่ากับ7  2) จุดศูนย์กลาง คือ(−10,3) รัศมี เท่ากับ√138 

3) จุดศูนย์กลาง คือ(−7,−8)รัศมี เท่ากับ8 4) จุดศูนย์กลาง คือ(−5,10) รัศมี เท่ากับ3  

5) จุดศูนย์กลาง คือ(−13, −14) รัศมี เท่ากับ16) จุดศูนย์กลาง คือ(−12,−5)รัศมี เท่ากับ3 

7)จุดศูนย์กลาง คือ(3,16)รัศมี เท่ากับ18) จุดศูนย์กลาง คือ(3,5)รัศมี เท่ากับ√131 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.3.2 

1) 

 

2) 

 
3) 

 

4) 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.3.3 

ข้อ 
จุด

ศูนย์กลาง 
จุดยอด จุดโฟกัส ความยาวแกนเอก ความยาวแกนโท 

1 (0,0) (0,13), (0, −13) (0,2√30),(0, −2√30) 26 units 14units 

2 (0,0) (6,0), (−6,0) (2√5, 0), (−2√5,0) 12 units 8 units 

3 (0,0) (√95 ,0), (−√95, 0) (√65, 0), (−√65,0) 2√95 units 2√30units 

4 (0,0) (13,0), (−13,0) (√105, 0), (−√105,0) 26 units 16units 
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5 (0,6) (0,17), (0, −5) 
(0,6 + √57), 

(0,6 − √57) 
22 units 16units 

6 (−5,1) (−5,13), (−5,−11) 
(−5,1 + 3√7), 

(−5,1 − 3√7) 
24 units 18units 

7 (3,9) (10,9), (−4,9) 
(3 + 3√5, 9), 

(3 − 3√5, 9) 
14 units 4units 

8 (0,8) (8,8), (−8,8) (√55, 8), (−√55, 8) 16 units 6units 

ศัพท์น่ำรู้  unit : หน่วย 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.3.4 

1) จุดยอดคือ (0, 0) จุดโฟกัสคือ (0, 1) สมการใดเรก

ตริกซ์คือ y = -1 

 
 

2) จุดยอดคือ (0, 0) จุดโฟกัสคือ (-3, 0) สมการใดเรกตริกซ์คือ 

x = 3 

 

3) จุดยอดคือ (2, 1) จุดโฟกัสคือ (6, 1) สมการใดเรก

ตริกซ์คือ x = -2 

 

4) จุดยอดคือ (-2, 1) จุดโฟกัสคือ (-2, -4) สมการใดเรกตริกซ์

คือ y = 6 

 
5) จุดยอดคือ (-3, 2) จุดโฟกัสคือ(-3, 7) สมการใดเรก

ตริกซ์คือ  y = -3 

6) จุดยอดคือ(-2, 2) จุดโฟกัสคือ (1, 2) สมการ 

ใดเรกตริกซ์คือ  x = -5 
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7) จุดยอดคือ (-1, -4) จุดโฟกัสคอื (-1
4

3
 , -4) 

สมการใดเรกตริกซ์คือ x =-1/4 

 

8) จุดยอดคือ (-5, -1) จุดโฟกัสคอื (-5, -9/4) สมการใดเรก

ตริกซ์คือ  y =-1/4 

 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.3.5 

ข้อ จุดยอด จุดโฟกัส ประเภท 

1 (9,0), (−9,0) (√85, 0), (−√85, 0) 
Opens 

left/right 

2 (11,0), (−11,0) (√202, 0), (−√202, 0) 
Opens 

left/right 

3 (0,5), (0,−5) (0, √41), (0, −√41) 
Opens 

up/dow
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n 

4 (11,0), (−11,0) (√157, 0), (−√157, 0) 
Opens 

left/right 

5 (11,−8), (−15,−8) 
(−2 + √173,−8), 

(−2 − √173,−8) 

Opens 

left/right 

6 (−2,−2), (−2,−14) (−2,−8 + √61), (−2,−8 − √61) 

Opens 

up/dow

n 

7 (2√5,−1), (−2√5,−1) (√30,−1), (−√30,−1) 
Opens 

left/right 

8 (5,−1), (1, −1) (3 + √13,−1), (3 − √13,−1) 
Opens 

left/right 

ศัพท์น่ำรู้Opens left/right: เปิดซ้าย-ขวา,Opens up/down : หงาย-คว ่า 

 

 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.3.6 

1) 

 

2) 

 

 

3) 4) 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 4.4 กรำฟ พ้ืนที่ ปริมำตร และภำคตัดกรวย ในชีวิตประจ ำวัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 4.4 

1) รถบรรทุกคนนั้น จะสามารถวิ่งเข้าไปในอุโมงคไ์ด้   

3) ต าแหน่งของแหล่งระเบิดที่เป็นไปได้ คือ ต าแหน่งใดๆบนไฮเปอรโ์บลาที่มสีมการเป็น 𝑥2

4,840,000
−

𝑦2

23,038,400
= 1 

6) สมการของพาราโบลานี้คือ 𝑥2 = 2𝑦และหลอดไฟควรอยู่ ณ ต าแหน่ง (0,
1

2
)   เมื่อเทียบกับจุดยอด 

เฉลยแบบฝึกทักษะท้ำยบท 

1. a) วงรี    b) วงกลม 

c) ไฮเพอร์โบลา   d) พาราโบลา 

e) พาราโบลา   f) วงรี 

2.    
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3.  

a)    
2 2

4 3 25x y     

b)  
22 5 34x y    

c)    
21

2 5
2

x y    

d) 
   

2 2
3 1

1
16 4

x y 
   

e)    
23

4 3
2

x y


    

f) 
   

2 2
2 1

1
16 9

y x 
   

g) 
   

2 2
3 4

1
25 4

x y 
   

h) 
   

2 2
2 1

1
9 4

x y 
   

i)    
2 2

3 2
1

9 16

4

x y 
   

 4.  a. A = 3     b.  A > 0       c.  A = 0    d.  A < 0      

 5.  a.  C =8    b.  C < 0    c.  C = 0    d.  C > 0      

 6.  a.  none    b.  none c.  A  0    d.  none      

7) 

7.1    𝑥2 = −8𝑦7.2   𝑦2 = 24(𝑥 − 1)7.3   𝑦2 = −12(𝑥 + 1) 

7.4(𝑥 − 3)2 = 16(𝑦 − 2)7.5   𝑦2 = 16𝑥 
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7.62𝑥2 + 4𝑥 − 𝑦 + 3 = 07.7   
𝑥2

25
+
𝑦2

21
= 1 

7.8   
𝑥2

144
+
𝑦2

169
= 17.9   

𝑥2

12
+
(𝑦−4)2

16
= 1 

7.10   
(𝑥−4)2

25
+
(𝑦+1)2

9
= 17.11

(𝑥−2)2

9
+
(𝑦−2)2

5
= 1 

7.12   
2𝑥2

9+√17
+

2𝑦2

1+√17
= 17.13𝑦2 −

1

16
𝑥2 = 1 

7.14   
1

16
𝑥2 −

1

20
𝑦2 = 17.15   

(𝑥−4)2

4
−
(𝑦−3)2

5
= 1 

8) 

1.   706.9  cm2  2.   283.5  cm2 

3.   96  cm2   4.   23.4  cm2 

5.   272  cm2   6.   175.9  cm2 

7.   115  cm2   8.   63.8  cm2 

9.   40.8  cm2   10.   181.7  cm2 

9) 

1. 48  cm3 

2. 64 cm3 

3. 20.63 cm3 

4. 50  cm3 

5. 146  cm3 
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บทที่ 5  

บทที่ 5กำรจัดสรรทรัพยำกรทำงกำรเงินขั้นต้น 

(Introduction to Money Management) 
 

 ในการด าเนินชีวิตของเราในแต่วันนั้น เป็นเรื่องที่หลีกเลี่ยงไม่ได้ท่ีเราจะต้องเกี่ยวข้องกับเรื่องเงินๆทองๆ ไม่ว่าจะเป็น

ในระดับเล็ก เช่น การซื้อ-ขายสนิค้าตามท้องตลาด หรือขนาดใหญ่ เช่น การลงทุนประกอบธุระกจิ และไม่ว่าจะเป็นเงินท่ี

ขึ้นกับช่วงเวลาระยะสั้น หรือเงินท่ีจะต้องมีการวางแผนล่วงหน้าเพราะขึ้นกับช่วงเวลาที่ยาวข้ึน ก็ล้วนแล้วแตต่้องการการ

จัดการที่ประสิทธิภาพ เพื่อประโยชน์ หรือผลตอบแทนท่ีสูงสดุ ดังนั้น ในหัวข้อน้ี จะได้น าเสนอเรื่องที่เกี่ยวกับการบริหาร

จัดการทรัพยากรณ์ทางการเงินท่ีควรทราบมาไว้ให้นักศึกษาได้ท าความรู้จัก การมีความรู้เบื้องต้นในการจัดสรรทรัพทยากรเงิน

นี้ จะเป็นประโยชน์อย่างยิ่งในการวางแผนอนาคตทางการเงินของนักศึกษาเอง 

5.1 ดอกเบ้ียคงต้น(Simple Interest) 

ดอกเบี้ยคงต้น หมายถึง ดอกเบี้ยที่คิดจากเงินต้นที่คงท่ี(หมายถึงไมม่ีการฝากเพิ่ม หรือถอนออกเลย)ตลอดระยะเวลาที่

คิดดอกเบี้ยนั้นๆ  

สูตรที่ใช้ในการค านวณหาดอกเบี้ยคงต้น 

𝐼𝑠 = 𝑟𝑡𝑃 (5.1)  

สูตรที่ใช้ในการค านวณหาเงินรวมส าหรับดอกเบี้ยคงต้น 

𝑆 = 𝑃 + 𝐼𝑠 = 𝑃 + 𝑟𝑡𝑃 = 𝑃(1 + 𝑟𝑡) (5.2)  

เมื่อ 𝑃หมายถึง เงินต้นหรือมลูค่าปจัจุบัน 

 𝐼𝑠หมายถึง ดอกเบี้ยคงต้น (หน่วยเปน็หน่วยสกุลเงิน) 

 𝑡หมายถึงจ านวนงวด (หน่วยอาจเปน็ วัน เดือน ปี) 

 𝑟หมายถึง อัตราดอกเบี้ยคงต้นต่อ 1 งวด  

 𝑆หมายถึงเงินรวม หรือเงินท้ังหมดที่จะเกิดขึ้นหลังจากช่วงเวลา 𝑡งวด หรือมูลค่าอนาคต 
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แบบฝึกทักษะที่ 5.1 จงใช้ความรู้เกี่ยวกับการค านวณดอกเบีย้คงตน้ ในการแก้โจทย์ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

1) นายคณิตกู้เงินจากสหกรณ์แหง่หนึ่งเป็นจ านวน 360,000บาท เป็นเวลา 5เดือน พอครบก าหนดเวลา นายคณิตต้องจ่าย

ดอกเบี้ยเป็นจ านวน 7,200บาท อยากทราบว่าสหกรณ์แห่งนั้นคิดอตัราดอกเบี้ยเงินกู้เท่าไร 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 5.1.2 นำยมีสุขกู้เงินเพื่อนมำ 200 บำท เป็นเวลำ 4 ปี มำแล้ว โดยที่เพื่อนคิดดอกเบีย้แบบคง
ตัวในอัตรำ 15 % ต่อปี อยำกทรำบว่ำ  

ก. นำยมีสุขต้องจ่ำยดอกเบี้ยให้เพือ่นเป็นเงินเท่ำไร 

ข. นำยมีสุขจะต้องใชห้นี้เพื่อนทั้งเงนิต้นและดอกเบี้ยเป็นเงินเท่ำไร 

วิธีท า ก. จำกสูตรดอกเบี้ยแบบคงต้น  
𝐼𝑠 = 𝑟𝑡𝑃 

  จำกโจทยจ์ะได้ค่ำ𝑃 = 200 บำท , 𝑡 =  4 ปี  

และ 𝑟 =  15 % = 15

100
 

  ดังนั้นแทนค่ำ จะได ้ 𝐼𝑠 = 𝑟𝑡𝑃 = (
15

100
) × 4 × 200 = 120 

  ดังนั้นดอกเบี้ยที่นำยมีสุขจะต้องจ่ำยเท่ำกับ  120 บำท 

 ข. เมื่อรวมต้นและดอกจะได ้ 𝑆 = 𝑃 + 𝐼𝑠    

 = 200 +  120  

= 320บำท 

 นำยมีสุขจะต้องจ่ำยเงินคืนให้เพือ่นทั้งหมดเท่ำกับ 320 บำท 

 

 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 5.1.1ทองมใีห้วำรุณียืมเงินไปจ ำนวน 70 บำท เป็นเวลำ 1 เดือน และคิดดอกเบี้ยแบบคงต้นที่
อัตรำ 5 % ต่อเดือน จงหำว่ำ พอส้ินเดือนเดือนน้ัน วำรุณีจะต้องคืนเงินทองมีเป็นจ ำนวนเทำ่ใด 

วิธีท า  เรำทรำบค่ำเงินต้นคือ 70 บำท เวลำคือ 1 เดือน และอัตรำดอกเบี้ยคงต้นต่อเดือนคือ 5 %= 0.05 

แทนค่ำหำจ ำนวนเงินที่เป็นดอกเบี้ยคงต้นคือ  𝐼𝑠 = 𝑟𝑡𝑃 = (0.05)(1)(70) = 3.50 บำท 

ดังนั้น วำรุณีจะต้องคืนเงินทองมีเป็นจ ำนวนเท่ำกับ  เงินต้นทีย่มืมำ + เงินดอกเบี้ย = 70+3.50 = 73.50 

บำท 
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2) ลุงจอห์น ชาวไร่ กู้เงินจากธนาคารแห่งหนึ่งเป็นจ านวนเงิน 500,000บาท โดยธนาคารคิดดอกเบี้ย 6.5 % ต่อปี เมื่อเวลา

ผ่านไประยะเวลาหนึ่ง ลุงจอห์นไปตรวจสอบดูที่ธนาคาร ปรากฎว่าธนาคารแจ้งว่าเป็นหนี้ธนาคารจ านวน 598,000บาท อยาก

ทราบว่าลุงจอห์นกู้เงินมาเป็นระยะเวลานานเท่าไร 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3) จงค านวณหาเงินต้นที่กู้มา เมื่อจ านวนดอกเบี้ยที่จ่ายคือ 20,000บาท โดยที่เจ้าหนีค้ิดอัตราดอกเบีย้ 14 % ต่อปี และ

ระยะเวลาในการกู้คือ 4เดือน 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4) ธนาคารแห่งหนึ่งให้ดอกเบี้ยเงินฝาก 5% ต่อปี ถ้าน าเงิน 35,000 บาท ไปฝากธนาคารแห่งนี้เป็นเวลา 9 เดือน จงหา

ดอกเบี้ยและเงินรวมที่จะได้รับ 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5) ถ้ากู้เงิน 25,000 บาท เป็นเวลา 30เดือน ต้องเสียดอกเบีย้ 2,500 บาท จงหาอัตราดอกเบี้ยส าหรบัการกู้เงินครั้งนี้  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

6) ถ้าต้องการใช้เงินจ านวน 18,000 บาท ในอีก 16 เดือนข้างหน้า จึงน าเงินไปปล่อยกู้คดิดอกเบีย้ 15% ต่อปี จงหาจ านวนเงิน

ที่จะต้องน าไปปล่อยกู ้

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

7) ถ้าอัตราดอกเบี้ยเท่ากับ 0.5% ต่อปี จะต้องฝากเงิน 50,000 บาท เป็นระยะเวลาเท่าใดจึงจะได้ดอกเบี้ย 5,000 บาท 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 
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5.2 ดอกเบ้ียทบต้น(Compound Interest) 

ดอกเบี้ยทบต้น หมายถึง ดอกเบี้ยที่มีการน าเอาดอกเบี้ยที่ได้รับในช่วงเวลาหนึ่งมารวมกับเงินต้น เพื่อเป็นเงินต้นของการ

คิดดอกเบี้ยในระยะเวลาถดัไป  (ในกรณีนี้ เงินต้นก็ยังเป็นเงินต้นคงที่ ไม่ฝากเพิม่ และไม่ถอนออก) 

นั่นคือ ถ้าเราสมมติให้ว่า ถ้าจ านวนเงิน 5,000 บาท ถูกฝากให้กับธนาคารแห่งหนึ่ง ท่ีมีระบบการค านวณดอกเบี้ยเป็น

ประเภททบต้นในอัตราดอกเบี้ยรอ้ยละ 6 ต่อปี เราจะสามารถค านวณหาเงินรวมทั้งหมดที่จะได้ เมื่อสิ้นปีแตล่ะปีได้ ดังนี ้

 

เมื่อสิ้นปีที่ 1     เงินรวมที่จะได้ทั้งหมด    =เงินต้น + ดอกเบี้ยที่ได ้

     =    5,000 +5,000(0.06) 

     =    5,000(1+0.06)                              ....  ดึงตัวร่วมคือ 5,000 

     =5,000(1.06) 

ดังนั้น เมื่อสิ้นปีที่ 1 เราจะเห็นว่า เงินรวมของเราจะมีค่าเป็น 5,000(1.06) บาท   และเงินจ านวนนี้ จะถือว่าเป็นเงินต้น

ส าหรับการค านวณดอกเบีย้ในปีตอ่ไป ดังน้ี 

 

เมื่อสิ้นปีที่ 2     เงินรวมที่จะได้ทั้งหมด    =เงินต้น + ดอกเบี้ยที่ได ้

     =    5,000(1.06) + 5,000(1.06)(0.06) 

     =    5,000(1.06)(1+0.06)               ....  ดึงตัวร่วมคือ 5,000(1.06) 

     =    5,000(1.06)2 

ดังนั้น เมื่อสิ้นปีที่ 2 เราจะเห็นว่า เงินรวมของเราจะมีค่าเป็น 5,000(1.06)2 บาท และเงินจ านวนนี้ จะถือว่าเป็นเงินต้น

ส าหรับการค านวณดอกเบีย้ในปีตอ่ไป  

และเมื่อเราด าเนินการการค านวณในลักษณะนีไ้ปเรื่อยๆ เราจะสามารถหาจ านวนเงินท่ีได้(𝑆𝑛) หลังจากฝากเงินจ านวน 

𝑃 เป็นระยะเวลา 𝑛 ปี(หรือเมื่อสิ้นปีท่ี 𝑛 ) ด้วยอัตราดอกเบี้ยทบต้น 𝑖 ต่อปี คือ 𝑆𝑛 = 𝑃(1 + 𝑖)𝑛 

และ เราสามารถขยายแนวคิดนีไ้ปถึงกรณีทั่วไป หรือกรณีทีร่อบของการคิดดอกนั้น ไม่ใช่ 1 ปี แต่ให้นับเป็น "งวด" แทน 

และอัตราดอกเบีย้นั้น ไม่ใช่ต่อ 1 ปี แต่เป็นต่อ "งวด" ดังนั้น จะได้วา่ 

𝑆𝑛 = 𝑃(1 + 𝑖)
𝑛 (5.3)  

และ จะไดสู้ตรที่ใช้ในการค านวณหาดอกเบี้ยทบต้น คือ 

𝐼𝑐 = 𝑃((1 + 𝑖)
𝑛 − 1) (5.4)  

เมื่อ 𝑃 หมายถึง เงินต้นหรือมลูค่าปจัจุบัน 

 𝐼𝑐 หมายถึง ดอกเบี้ยทบต้น 

 𝑖 หมายถึง อัตราดอกเบี้ยต่องวด 

 𝑛 หมายถึงจ านวนงวด 

ทบทวน ดอกเบี้ยที่ได้ =  จ ำนวนเงิน ×อัตรำดอกเบี้ย(%) 

 

248

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 𝑆𝑛 หมายถึงเงินรวมหรือมลูค่าอนาคต เมื่อสิ้นงวดที𝑛่ 

 

 
 

 
 

 

แบบฝึกทักษะที่ 5.2 จงใช้ความรู้เกี่ยวกับการค านวณดอกเบีย้ทบตน้ ในการแก้โจทย์ในแต่ละข้อต่อไปนี้ 

1) นางสาวเรียบร้อยฝากเงิน 10,000 บาท ไว้กับธนาคารแห่งหนึ่ง ซึ่งธนาคารแห่งนี้ได้ใหด้อกเบี้ยในอัตรา  12 % ต่อปี โดยคิด

ดอกเบี้ยปีละ 3ครั้งแบบทบต้น ถา้นางสาวเรยีบร้อยฝากเงินไว้ครบ 5ปี จะไดร้ับเงินคืนจ านวนเท่าใด และจ านวนดอกเบี้ยที่จะ

ได้รับเท่าใด 

ตวัอยา่งท่ี 5.2.2น.ส.พัชรำพร น ำเงินจ ำนวน 100,000 บำท ไปฝำกกับธนำคำรแหง่หนึ่ง ที่เสนอดอกเบี้ยแบบ

ทบต้นที่ 10% และคิดดอกเบีย้ให้ทุกวนัใน 1 ปี จงค ำนวณหำเงินอนำคตที่พชัรำพรจะได้ทั้งหมดหลังจำกน้ี

เป็นเวลำ 30 ป ี

วิธีท า  จำกโจทย์ ค่ำที่เรำได้คือ  𝑃 = 100,000, อัตรำดอกเบี้ยต่องวด 𝑖 = 0.1

365
 (เพรำะคิดดอกเบี้ยทุกวัน

ในหนึ่งปี) และจ ำนวนงวด  𝑛 = 365 × 30  งวด 

แทนค่ำในสมกำร (5.5) จะได้เงนิรวมในอนำคตหลังจำก 30 ปีคอื 

𝑆30 = 100,000(1 +
0.1

365
)365×30  = 2,007,728.579   บำท 

 

 

 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 5.2.1 นำยหมั่นเพียรฝำกเงินไว้ทีธ่นำคำรแห่งหนึ่งเป็นจ ำนวนเงิน 200,000บำท อตัรำดอกเบี้ย    
8 % ต่อปี โดยธนำคำรคิดดอกเบี้ยทบต้นใหทุ้ก ๆ 4เดือน ถ้ำหำกนำยหมั่นเพียรฝำกเงินไว้เปน็เวลำ 10ป ี
แล้วโดยที่ไมไ่ด้ถอนเงินเลย อยำกทรำบว่ำ 

ก. นำยหมั่นเพยีรจะมีเงินในบัญชีเท่ำไร 
ข. นำยหมั่นเพยีรได้รับดอกเบี้ยจ ำนวนเท่ำไร 

วิธีท า ก.  จำกสูตร𝑆 = 𝑃(1 + 𝑖)𝑛 
 โจทย์ก ำหนดให ้ 𝑃 =  200,000บำท  

                 และอัตรดอกเบี้ยต่องวดคือ𝑖 = 0.08 × ( 4
12
) = 0.027 

                 และจ ำนวนงวด 𝑛 = ( 4
12
) × 10 = 30 

 แทนค่ำ  𝑆 = 200,000 (1 + 0.027)30   
      ดังนั้นเงินในบญัช ี  = 444,778 บำท 
 ข. สูตร 𝐼𝑐 = 𝑃((1 + 𝑖)

𝑛 − 1) = 𝑆 − 𝑃 
   =  444,778 − 200,000 = 244,778 
  ได้รับดอกเบี้ยเท่ำกับ 244,778 บำท 

 

 

 

 

 

249

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2) เอกชาติกู้เงินธนาคารเพื่อซื้อบ้านเป็นจ านวนเงิน 300,000บาทธนาคารคิดดอกเบี้ยร้อยละ 15ต่อปี ถ้ากู้เป็นเวลา 2ปี ถ้าคิด

ดอกเบี้ยทบต้นจะเสยีค่าดอกเบี้ยเท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

3) ถ้าฝากเงินจ านวน 50,000 บาท เป็นเวลา 1ปี กับธนาคารที่ให้ดอกเบี้ย 10% ต่อปี จงหาดอกเบี้ยและเงินรวมที่ไดร้ับ ถ้า

ธนาคารคิดดอกเบี้ยทบต้นปลีะ 2 ครั้ง  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

4) จงหามูลค่าปัจจุบันของเงิน 30,000 บาท ท่ีฝากธนาคารเป็นเวลา 6 เดือน ถ้าธนาคารให้ดอกเบี้ย 12% ต่อปี โดยที่ทบต้น

ทุก ๆ 3 เดือน 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

5) ถ้าธนาคารให้ดอกเบี้ย 6% ต่อปี ทบต้นปีละ 3 ครั้ง จะต้องฝากเงินเท่าใดจึงจะไดด้อกเบี้ย 3,550 บาท ในระยะเวลา 2 ปี 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

6) ถ้าต้องการกู้เงินจ านวน 15,000 บาท เป็นเวลา 2 ปี โดยที่ธนาคารแห่งท่ีหนึ่งคิดดอกเบีย้14 % ต่อปี ทบต้นปีละ 2ครั้ง ส่วน

ธนาคารแห่งที่สองคิดดอกเบี้ย 13.75 % ต่อปี ทบต้นปีละ 12 ครั้ง ควรจะเลือกกู้เงินจากธนาคารใด และดอกเบีย้ที่ต้องจ่ายให้

ธนาคารทั้งสองต่างกันเท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

7) ยายแหลมทอง ได้น าเงินจ านวน 1,320 ดอลล่าห์ และได้ดอกเบีย้แบบทบต้นในอัตราร้อยละ 6 และปรับให้ 4 ครั้งต่อปี จง

หาว่า ยายแหลมจะไดเ้งินสะสมรวมจากการฝากในครั้งนี้เป็นจ านวนเท่าใด เมื่อครบ 8 ป ี
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

8) ถ้านักศึกษาจะวางแผนการออมทรัพท์กับบริษัทแห่งหนึ่ง ซึ่งให้ผลตอบแทนเป็นดอกเบี้ยคิดเป็น 10 % แบบทบต้น และคิด

ทบต้นให้ทุกๆวัน ถ้านักศึกษาหวังจากการลงทุนนี้ว่า ใน 30 ปีข้างหน้า นักศึกษาหวังที่จะไดร้ับดอกเบีย้(ไม่รวมเงินต้น) เป็น

จ านวนทั้งสิ้น 1,000,000 บาท จงหาว่า นักศึกษาจะต้องใช้เงินเป็นจ านวนเท่าไร ในการเปิดบญัชีครั้งแรก 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

5.3 เงินปี (Annuities) 

 ใน 2 หัวข้อที่ผ่านมา เราจะสังเกตเห็นว่า เป็นการวางแผนการจดัการทางเงินท่ีมีการฝากด้วยเงินตน้ท่ีเป็นจ านวน

คงที่ หรือในระหว่างช่วงเวลาหนึ่งๆนั้น ไมม่ีการฝากเพิ่ม หรือเบิกออกเลย ในหัวข้อน้ี เราจะมาท าความรู้จักกับกรณีที่เกดิมีการ

ฝากเงินอย่างต่อเนื่อง ด้วยจ านวนท่ีเท่ากัน ในความห่างของระยะเวลาเท่ากัน เช่น กรณีที่เรากช็ าระเงินผ่านที่เรากู้มาจาก

ธนาคารทุกๆปลายเดือน ด้วยจ านวนเงินท่ีเท่ากัน การจัดการทางการเงินในลักษณะแบบนี้ รู้จกักันในรูปแบบของการจัด

การเงินประเภท "เงินปี (Annuity) "  

เงินปีหรือค่ารายงวด หมายถึง เงินจ านวนเท่า ๆ กัน ที่จ่ายเป็นงวดตามช่วงเวลาที่เท่ากัน เช่น เงินปันผล ดอกเบี้ย

พันธบัตร การจ่ายเบี้ยประกันชีวิต เป็นต้น 

เงินปีแบ่งออกเป็นสองประเภทใหญ่ๆคือ  

1. Ordinary Annuity (เงินงวด)  ซึ่งจะเป็นจ านวนเงินทีไ่ด้รับสิ้นปีเท่าๆกันในแต่ละปี ในระยะเวลาที่ก าหนด 

2. Annuity Due (เงินงวด)  ซึ่งจะเป็นจ านวนเงินที่ได้รับต้นปีเท่ากันในแต่ละปี ในระยะเวลาที่ก าหนด 

ซึ่งในท่ีนี้จะขอกล่วงถึงประเภทแรกนั่นคือ Ordinary Annuity 

มูลค่ำอนำคตส ำหรับ  Ordinary Annuity (𝑆)ตัวอย่างเช่น การฝากเงินกับธนาคารในทุกๆเดือนๆละเท่าๆกันโดยหวังที่จะ

ได้รับเงินก้อนใหญ่เมื่อครบก าหนดการฝากในอนาคต เงินก้อนที่จะเกดิขึ้นส าหรับการฝากนี้เรียกว่าเป็น “มูลค่าอนาคน” 

นั่นเอง และสามารถค านวณได้จากความส าพันธ ์

𝑆 = 𝑅
(1 + 𝑖)𝑛 − 1

𝑖
 (5.5)  

มูลค่ำปัจจุบันส ำหรับOrdinary Annuity (𝑃) ตัวอย่างเช่น การกู้ยมืเงินก้อนจากธนาคารซึ่งเราจะต้องท าการส่งงวดคืนตาม

จ านวนงวดที่ตกลงกัน การช าระในแต่ละงวดนั้นจะเปลี่ยนไปตามมลูค่าของมันในปัจจุบันจนสามารถสร้างเป็นอนุกรมได้คือ 
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𝑃 = 𝑅
1 − (1 + 𝑖)−𝑛

𝑖
 (5.6)  

เมื่อ 𝑅 หมายถึง เงินงวดหรือเงินที่มีการจา่ยในแต่ละงวด 

 𝑃 หมายถึง มูลค่าปัจจุบันของเงินปี 

 𝑖 หมายถึง อัตราดอกเบี้ยต่องวด 

 𝑛 หมายถึงจ านวนงวด 

 𝑆 หมายถึงมูลค่าอนาคตของเงินปี 

 

เง่ือนไขและข้อตกลง : ในเอกสารนี้ ถ้าโจทย์ไม่ก าหนดจ านวนครั้งของการปรับดอกเบี้ยใน 1 ปี ให้ถือว่า มีค่าเท่ากับจ านวน

งวดใน 1 ป ีหรือให้เข้าใจว่า มีการปรับดอกเบี้ยให้ทุกงวด  

 

 
 

ตวัอยา่งท่ี 5.3.1 อนันต์ ฝำกเงินเดือนละ 500 บำท เมื่อส้ินปีที่ 18 หลังจำกน้ี เขำจะมีเงินเท่ำใด ถ้ำ
ก ำหนดให้ดอกเบี้ยทบต้นคิดเปน็ 5 เปอร์เซนต์ต่อปี และคิดปรับใหทุ้กเดือน  
วิธีท า 

จำกโจทย์ เรำได้ค่ำต่ำงๆคือ 𝑅 = 500และ 1 ปีมี 12 งวด (คือฝำกทุกเดอืน) ดังนั้น 18 ปี ก็จะได้จ ำนวน
งวดเท่ำกับ𝑛 = 18 × 12 = 216 งวดหำอัตรำดอกเบีย้ต่องวด  
โดย จำกโจทย์ 12 เดือน ได้ดอกร้อยละ 5 ดังนั้น ถ้ำ 1 เดือน(หรือ 1 งวด) กจ็ะได้ดอก เป็นร้อยละ 5

12
 

 

 แทนค่ำ  𝑆 = 𝑅
(1+𝑖)𝑛−1

𝑖
 

=   500
(1 +

0.05

12
)
216

− 1

0.05 12⁄
 

                                                   =  173,177.202 

 ดังนั้น อนันต์ จะได้เงินเป็นจ ำนวนทั้งส้ิน 173,177.202 บำท  
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แบบฝึกทักษะที่ 5.3 จงใช้ความรู้ทางการจัดการเงินปี ในการตอบค าถามในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1) นายสายันต์ ฝากเงินกับธนาคารเดือนละ 100 ดอลล่าห ์ จงค านวณหาว่า หลังจาก 10 ปี นายสายันต ์ จะมเีงินซื้อรถเก๋ง

ราคาประมาณ 16,900 ดอลล่าหห์รือไม่ ถ้าก าหนดว่า ธนาคารแหง่นี้ ให้ดอกเบี้ยในอัตราร้อยละ 6.5 ต่อปี และคิดปรับแบบ

ทบต้นให้ทุกๆเดือน 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2) จงหาค่าปัจจุบันของเงินท่ีจ่ายเข้ากองทุนแห่งหนึ่ง ครั้งละ 2,000 บาท ทุกๆ 6 เดือน เป็นระยะเวลา 10 ปี ด้วยดอกเบี้ยราย

ปีคิดเป็น 6 % คิดแบบทบต้นให้ทุกๆ 6 เดือน 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

ตวัอยา่งท่ี 5.3.2มานัดถ์มีเงนิก้อนอยู่จ านวนหนึง่ ต้องการที่จะลงทุนกับสถาบันการเงินแห่งหนึ่ง 

เพื่อที่จะได้เงินคืนทัง้ต้นและดอกในทุกๆ 6 เดือน ในจ านวนงวดละ 1,500 ดอลล่า ติดต่อกันเป็นเวลา 2 

ปี ถ้ามีการคิดดอกเบีย้ที่ร้อยละ 8 ต่อปี และคิดแบบทบต้นใหใ้นทุกๆ 6 เดือนแล้ว จงหาว่า มานัดถ์

จะต้องน าเงินก้อนไปลงทุนเป็นจ านวนเงินเท่าใด 

วิธีท ำ 

จากโจทย ์ได้ว่า 1 งวดน้ันคิดเป็น 6 เดือน  

เงินงวด (𝑅) = 1,500  

อัตราดอกเบี้ยต่องวด (𝑖) = 0.08/2 

จ านวนงวด(𝑛) = 4 

ดังนั้น จากสมการความสัมพันธ ์ (5.6) จึงได้ว่า  

𝑃 = 𝑅 [
1 − (1 + 𝑖)−𝑛

𝑖
] 

 = 1,500 [
1 − (1 + 0.04)−4

0.04
] 

= 5,444.84 
ดังนั้น มานัดถ์จะต้องน าเงินจ านวน 5,444.84 ดอลล่าห์ไปลงทุนจึงจะได้เงินงวดคืนตามจ านวน

ดังกล่าว  
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3) สามี-ภรรยาคู่หนึ่ง ได้ตัดสินใจฝากเงินเป็นจ านวน 400 บาททุกๆสิ้นเดือน เข้ากับบัญชีประเภทท่ีให้ดอกเบี้ยประเภททบต้น

ที่อัตรา 5% และคิดดอกให้ทุกๆเดอืน จงหาว่า หลังจากนสิ้นปีทีส่าม เงินในบัญช้ีนี้จะเป็นเท่าใด  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4) ผู้ปกครองของ น.ส. เรยา ต้องการที่จะสะสมเงิน(เพื่อการศึกษาของเรยาเอง)ให้ได้เป็นจ านวนท้ังสิน้ 100,000 บาท ในเวลา 

15 ปี ถ้าประเภทที่จะฝากด้วยนี้ ให้ดอกเบี้ยแบบทบต้นในอัตรา 4.5 % และคิดให้ทุกๆ 6 เดือน จงหาว่า เพื่อให้ไดย้อดเงิน

สะสมในเวลาดังกล่าว ผู้ปกครองของ น.ส.เรยา ต้องฝากเดือนเงินเขา้บัญชีทุกๆ 6 เดือน ในจ านวนต่องวดเท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5) ถ้าฝากเงินทุก ๆ เดือน เดือนละ 15,000 บาท ธนาคารคิดดอกเบี้ย 0.5% ต่อปี จงหาเงินรวมทั้งหมดที่จะได้รับหลังจากฝาก

เงินไปแล้ว 5 เดือน  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

6) พนักงานคนหนึ่งถูกหักเงินเดือน เดือนละ 2,000 บาท เพื่อเข้ากองทุนส ารองเลี้ยงชีพ โดยให้ดอกเบี้ย 1% ต่อปี เมื่อเวลา

ผ่านไป 5 ปี พนักงานคนน้ีจะได้รบัเงินคืนเท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

7) โทรทัศน์เครื่องหนึ่งมีโปรโมช่ันผ่อน 6 เดือน เดือนละ 5,000 บาท คิดดอกเบี้ย 0.1% ต่อปี จงหาราคาเงินสดของโทรทัศน์

เครื่องนี้ 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

8) กู้เงินเพื่อซื้อบ้านราคา 2,500,000 บาท จะต้องผ่อนช าระทุกเดือนเป็นเวลา 20 ปี ถ้าธนาคารคดิดอกเบี้ย 4% ต่อปี จงหา

จ านวนเงินท่ีต้องผ่อนช าระในแตล่ะเดือน 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 
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5.4 กำรคิดภำษีเบ้ืองต้น(Introduction to Taxes) 

 หน้าท่ีหนึ่งของคนไทยที่มีรายได้ทัง้หลาย คือการเสียภาษี ซึ่งแต่ละประเภทของภาษีก็ขึ้นกับสถานการณ์ของบุคคล

นั้นๆ แต่ประเภทหน่ึงที่ประชากรส่วนใหญ่ของประเทศต้องเสียคือ ภาษีเงินได้บคุคลธรรมดา ซึ่งตามประมวลรัษฎากรนั้น ถือ

เป็นภาษีทางตรงประเภทหนึ่งที่ส าคัญมากเพราะเป็นแหล่งรายได้ส าคัญของรัฐบาลและเป็นเครื่องมือส าคัญของรัฐบาลในการ

กระจายรายได้  

 ภาษีเงินได้บคุคลธรรมดาก็คือ  ภาษีเงินได้ที่เก็บจากบคุคลธรรมดานั่นเอง  บุคคลธรรมดา ผู้มเีงินไดไ้ม่ว่าประเภทใด

ชนิดใด  ถ้าไม่มีกฎหมายยกเว้นใหแ้ล้วมักอยู่ในข่ายต้องเสียภาษีน้ีด้วย 

 ในการค านวณภาษีประเภทบุคคลธรรมดานั้น มีรายละเอียดค่อนข้างเยอะ อาจจะมีการเปลี่ยนแปลงไปตามนโยบาย

ของรัฐบาลชุดนั้นๆ ดังนั้น วัตถุประสงค์ของหัวข้อน้ี จึงไม่ได้เน้นให้นักศึกษาไดเ้ข้าใจทุกเงื่อนใข ทุกกรณีของการจดัเก็บภาษี

ประเภทนี้ แต่จะเป็นการยกตัวอย่างกรณีที่พบบ่อย ประกอบกับหลักการหลักๆการค านวณภานั้นษ ี ดังนั้น หลังจากศึกษาใน

หัวข้อน้ีแล้ว จะสามารถค านวณภาษี และทราบหมวดหมู่คร่าวๆของส่วนต่างๆที่เกี่ยวข้อง 

วิธีการค านวณภาษีเงินได้บุคคลธรรมดาอยา่งคร่าว ๆ 

1. ค านวณเงินได้พึงประเมินตลอดปภีาษี 

2. หักเงินได้ที่ได้รับยกเว้น  

(1) เงินสะสมกองทุนส ารองเลี้ยงชีพ (ส่วนท่ีเกิน 10,000บาท แต่ไม่เกิน 490,000 บาท และส่วนน้ีต้องไมเ่กินร้อย

ละ 15 ของค่าจ้าง) 

(2) เงินสะสมกองทุนบ าเหน็จบ านาญข้าราชการ (กบข.) เฉพาะส่วนท่ีไม่เกิน 500,000 บาท 

(3) เงินสะสมกองทุนสงเคราะห์ครูโรงเรียนเอกชน เฉพาะส่วนท่ีไมเ่กิน 500,000 บาท 

(4) อื่น ๆ 

3. หักค่าใช้จ่ายร้อยละ 40 ของข้อ 2.แต่ไมเ่กิน 60,000 บาท 

4. หักลดหย่อน 

(1) ผู้มีเงินได้ 30,000 บาท 

(2) คู่สมรส 30,000 บาท กรณีคู่สมรสไมม่ีเงินได ้

(3) บุตรที่มีอายไุม่ถึง 20 ปี หรือมีอายุไม่เกิน 25 ปี แต่ยังศึกษาในระดบัอุดมศึกษา  

- กรณีบุตรไม่ได้ศึกษาหรือศึกษาอยูใ่นต่างประเทศหักลดหย่อนไดค้นละ 15,000 บาท  

- กรณีบุตรศึกษาอยู่ในประเทศหักลดหย่อนได้คนละ 17,000 บาท 

(4) บิดามารดาอายตุั้งแต่ 60 ปีข้ึนไป หักลดหย่อนได้คนละ 30,000 บาท 
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(5) เบี้ยประกันชีวิตตามที่จ่ายจริงแตไ่ม่เกิน 100,000 บาท 

(6) เงินสะสมกองทุนส ารองเลี้ยงชีพ (ส่วนท่ีไม่เกิน 10,000 บาท) 

(7) ดอกเบี้ยเงินกู้เพ่ือซื้อที่อยู่อาศัยตามที่จ่ายจริงแตไ่มเ่กิน 100,000 บาท 

(8) อื่น ๆ 

5. เงินได้พึงประเมินจากข้อ 1. เมื่อหกัค่าต่าง ๆ จากข้อ 2 – 4 แล้ว จะเรียกว่า"เงินได้สุทธิ" ซึ่งจะน ามาค านวณภาษี

ตามตารางต่อไปนี ้
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ตำรำงที่  15ตารางอัตราภาษีเงินได้บุคคลธรรมดา 

เงินได้สุทธิ (บาท) อัตราภาษรี้อยละ 

0 – 150,000 

150,001 – 500,000 

500,001 – 1,000,000 

1,000,001 – 4,000,000 

4,000,001 ข้ึนไป 

0 

10 

20 

30 

37 

 

แบบฝึกทักษะที่ 5.4 จงใช้ความรู้เรื่องภาษีรายไดบุ้คคลธรรมดา ในการหาค าตอบของโจทย์ในแต่ละข้อ ต่อไปนี้ 

1) ถ้าอานนท์ได้เงินเดือน เดือนละ 25,000 บาท เขาได้จ่ายเงินเขา้กองทุนส ารองเลี้ยงชีพเดือนละ 2,200 บาท จ่ายเบี้ยประกัน

เดือนละ 1,500 บาท จงหาว่าอานนท์จะต้องจ่ายภาษเีท่าใด 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

..................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

2) ถ้ากิตติได้เงินเดือน เดือนละ 65,000 บาท เขาจ่ายเงินเข้ากองทุนส ารองเลี้ยงชีพเดือนละ 2,500 บาทจ่ายเบี้ยประกันปีละ 

15,000 บาท และจ่ายดอกเบี้ยบ้านปีละ 10,000 บาท จงหาว่ากิตติจะต้องจ่ายภาษีเท่าใด   

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

...................... ............................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

3) ถ้าอ านาจได้เงินเดือน เดือนละ 12,000 บาท เขาจ่ายเงินเข้ากองทุนส ารองเลีย้งชีพเดือนละ 500 บาทจงหาว่ากิตติจะต้อง

จ่ายภาษีเท่าใด   

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.................................................................................................................................................................................................... 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

4) ถ้ากอบกิจได้เงินเดือน เดือนละ 55,000 บาท เขาจ่ายเงินเข้ากองทุนส ารองเลี้ยงชีพเดือนละ 5,500 บาท จ่ายเบี้ยประกันปี

ละ 15,000 บาท จ่ายดอกเบี้ยบ้านปีละ 20,000 บาท เขาแต่งงานแล้วโดยทีภ่รรยาไม่มีเงินได้ และมีลกู 2 คน ก าลังเรียนอยู่ใน

ช้ันมัธยมต้นท้ังคู่ และเขายังได้อุปการะพ่อแม่ซึ่งอายุเกิน 60 ปี จงหาว่ากอบกิจจะต้องจ่ายภาษีเท่าใด   

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................
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.......................................................................................................................................................................................................
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5.5 ต้นทุน (Costs)รำยได้(Revenues)และผลตอบแทน(Profits) 

 ฟังก์ชันต้นทุน(Cost Functions)ฟังก์ชันรำยได้(Revenue Functions) และฟังก์ชันก ำไร(Profit Functions) 

 ในการท าธุระกิจมากมายหลายประเภทนั้น ส่วนใหญ่แล้ว เราสามารถที่จะจ าลองรายจ่ายทั้งหมด รายรับท้ังหมด ให้

อยู่ในรูปของฟังก์ชันท่ีขึ้นกับปัจจัยต่างๆ และโดยทั่วไป ที่พบมากทีสุ่ด ดูเหมือนจะเป็นการสร้างแบบจ าลองฟังก์ชันต้นทุน(C) 

ฟังก์ชันรายได(้R) ให้อยู่ในรูปของตัวแปรที่เป็นจ านวนของสินค้า(x) และสามารถท่ีจะนิยามฟังก์ชันก าไรได้อย่างง่าย ดังนี ้

𝑃(𝑥)  =  𝑅(𝑥)  −  𝐶(𝑥) (5.7)  

 ดังตัวอย่างข้างล่างนี ้

 
 

ข้อตกลงในเอกสารนี้ เราจะสมมตวิ่า จ านวนสินค้าท่ีลงทุนซื้อ หรือผลิตทั้งหมด กับจ านวนสินค้าท่ีขายได้ทั้งหมด มจี านวน

เท่ากัน หรือ ซื้อหรือผลิตมาเท่าไหร่ ขายไดห้มด 

 จุดคุ้มทุน(Break Even Point) 

ตวัอยา่งท่ี 5.5.1 ในกำรคำ้ขำยสินค้ำประเภทหนึ่งพบว่ำ สำมำรถรับซื้อสินค้ำมำขำยไดใ้นรำคำชิ้นละ 6.50 
บำท และสำมำรถขำยได้ในรำคำชิ้นละ 7.20 บำท จงหำฟังก์ชันก ำไร 
วิธีท า 

 จำกโจทย์ สินค้ำ 1 ชิ้น ต้องใช้เงินจ ำนวน 6.50 บำท ในกำรซื้อมำ ดังนั้น สินค้ำ 𝑥 ชิ้น ต้องใช้เงนิ  
(6.5)𝑥 บำทซื้อมำและ  
 สินค้ำ 1 ชิ้น ขำยได้เงิน 7.20 บำท ดังนั้น ขำยสินค้ำ 𝑥 ชิ้น จะต้องได้เงินทั้งสิ้น (7.20)𝑥 บำท 

ดังนั้น ก ำไรทั้งหมดทีจ่ะไดจ้ำกกำรขำยสินค้ำนี้ เป็นจ ำนวน 𝑥 ชิ้น คือ  
𝑃(𝑥)  =  (7.20)𝑥 − (6.5)𝑥 

และนี่คือ ฟังก์ชันก ำไร ที่ขึ้นกบัจ ำนวนสินค้ำ (𝑥) 
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 จุดคุ้มทัน (Break Even Point)หมายถึง จุดหรือระดับของรายได้จากการขายสินคา้หรือบริการที่เท่ากบัต้นทุนที่ธุรกิจ

ได้จ่ายออกไป หรือจุดหรือระดับของรายได้ที่ธุรกจิ “เท่าทุน” โดยสว่นท่ีเลยจุดหรือระดับของรายไดด้งักล่าวคือผลก าไรที่ธรุกิจ

จะได้นั่นคือ จุดที่  

 𝑅(𝑥)  =   𝐶(𝑥) (5.8)  

 

 

 ผลตอบแทนสูงสุด(Maximum Profits) 

 มาถึงตอนนี้แล้ว เราจะสังเกตเห็นว่า ทั้งฟังก์ชันต้นทุน ฟังก์ชันรายได้ และฟังก์ชันก าไรนั้น ล้วนแล้วแต่ขึ้นกับจ านวน

สินค้าท่ีผลิต ถึงแม้ว่าท่ีผ่านมา เราจะสังเกตเห็นว่าฟังก์ชันท้ังสามจะยังคงเป็นประเภทเชิงเส้น(คือก าลงัสูงสุดเป็น 1) ซึ่งในกรณี

แบบน้ี เราจะเห็นว่า ก าไรของเรา จะแปรผันตรงกับจ านวนสินค้าท่ีขายได้ หรือ ยิ่งขายมาก ยิ่งได้ก าไรมาก ดังนั้น โดยทั่วไป

แล้ว ฟังก์ชันก าไรจึงสามารถเขียนได้เป็นกราฟ ดังแสดงในแผนภาพที่  47 

 แต่ในความเป็นจริงแล้ว ฟังก์ชันท้ังสามประเภทนี้ มักอยู่ในรูปทีไ่ม่เป็นเชิงเส้น (คือ เส้นกราฟจะเป็นเส้นโค้งท่ีมสี่วน

นูน และส่วนเวา้) ดังนั้น การหาว่า จะต้องจ าหน่ายสินค้าเป็นจ านวนเท่าใด จึงจะสร้างผลตอบแทนได้สงูสุด จึงเป็นสิ่งที่ส าคัญ  

 

ตวัอยา่งท่ี 5.5.2 นำงสำวสมปอง เป็นบัณฑติใหมจ่ำก มทส. ได้เข้ำท ำงำนกับบริษัทผลิตวิทยแุห่งหนึ่ง 
ในช่วงทดลองงำนนั้น เน่ืองจำกหัวหน้ำงำนของนำงสำวสมปอง ได้เห็นจำกใบแสดงผลกำรเรียนของ
นำงสำวสมปองว่ำ ได้ลงวิชำคณิตศำสตร์ในชวีิตประจ ำวันไปแล้วเมื่อคร้ังอยู่ปหีนึ่ง และได้ศึกษำเรื่องกำร
หำฟังกช์ันก ำไรมำแล้ว จงึไดม้อบหมำยให้นำงสำวสมปอง หำจุดคุม้ทุนของกำรผลิตสินค้ำของบริษทั 
เมื่อก ำหนดเงื่อนไขต่ำงๆดังต่อไปนี้  
 - ค่ำใช้จ่ำยรวมในกระบวนกำรผลิตทั้งหมด คือ 200,000 บำท บวกด้วย ค่ำตรวจสอบสินค้ำซ่ึง
คิดเป็นตำมจ ำนวนสินค้ำ ชิ้นละ 10 บำท 
 - สินค้ำสำมำรถขำยได้ในรำคำชิน้ละ 50 บำท 
เมื่อท ำกำรค ำนวณแลว้ นำงสำวสมปอง รำยงำนต่อหัวหน้ำอย่ำงมั่นใจว่ำ บริษัท จะได้ทุนคืนเมื่อจ ำหน่ำย
สินค้ำได้เป็นจ ำนวน 5,000 ชิ้นพอดี จงพิจำรณำว่ำ นำงสำวสมปองได้สร้ำงชื่อ "เสีย" หรือ ชื่อ"เสียง" 
ให้กับ มทส. ของเรำ 
วิธีท า 

จำกโจทย ์เรำจะได้ว่ำ ค่ำใช้จ่ำยในกำรผลิตสินค้ำ จ ำนวน 𝑥 ชิ้น รวมทุกขั้นตอนแลว้เท่ำกับ 

𝐶(𝑥) =  200,000 + 10𝑥 บำท และรำยได้จำกำรจ ำหน่ำยสินค้ำจ ำนวน 𝑥 ชิ้น เท่ำกับ 𝑅(𝑥)  =
  50𝑥 
ดังนั้น จะสำมำรถหำจุดคุม้ทุนได้ คือ 

𝑅(𝑥)  =   𝐶(𝑥) 
 50𝑥 = 200,000 + 10𝑥 

จึงได้ว่ำ                                    𝑥 = 5,000            ชิ้น 

ดังนั้น นำงสำวสมปอง สำมำรถรักษำชื่อเสียงมหำวิทยำลัยของเรำไว้ได้อย่ำงน่ำภำคภูมใิจ  
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แผนภำพที่  47ความสัมพันธ์เชิงเส้นระหว่างก าไร และจ านวนสินคา้ 

 โดยทั่วไปแล้ว ผลตอบแทนสูงสุด หรือก าไรสูงสดุ ของการค้าขายหนึ่งๆ สามารถหาได้จากการแกส้มการ 

𝑑 𝑃(𝑥)

𝑑𝑥
 =  0 (5.9)  

เมื่อ  𝑥   คือ จ านวนสินค้า  และ 

𝑃    คือ ฟังก์ชันก าไร ท่ีขึ้นกับจ านวนสินค้า 𝑥 

หมำยเหตุเพ่ิมเติมในทางคณิตศาสตร์ สมการ (5.9) สามารถให้ได้ทัง้ค่าสูงสุด หรือค่าต่ าสุด ดังนั้น ตามหลักแล้ว จะต้องมีการ

ทดสอบต่ออีกว่า ค่า 𝑥  ที่ได้จากกระบวนการแก้สมการ(5.9) น้ัน ให้ค่าอะไรกันแน่ โดยการใช้อนุพันธ์อันดับที่สอง แต่ใน

หัวข้อน้ี ขอน าเสนอตัวอย่างเฉพาะกรณีที่ให้ค่าสูงสดุเท่าน้ัน 

             (x)

     

             P(x) 

           P(x)=0

261

 



ประมวลสาระรายวิชา 103 113 คณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน 

 

    
  

 
 

แบบฝึกทักษะที่ 5.5.1 ถ้าบริษัทแห่งหนึ่งพบว่า สินค้าจ านวน  𝑥 หน่วย(หน่วยละ 100 บาท) มีค่าใช้จ่าย คิดเป็นฟังก์ชัน ได้

คือ (14 + 3𝑥) × 1000บาท และรายได้ทีไ่ด้จากการจ าหน่ายสินคา้จ านวน 𝑥 หน่วย(หน่วยละ 100 บาท) สามารถเขยีน

เป็นฟังก์ชัน ได้คือ  (19𝑥 + 3𝑥2) × 1000 จงหา 

ก. เขียนฟังก์ชันก าไร 

ข. หาจุดคุ้มทุน 

ค. บริษัทจะต้องจ าหน่ายสินค้าเปน็จ านวนเท่าใด จึงจะได้ก าไรสูงสดุ 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

อุปสงค์ (Demand) และ อุปทำน (Supply) 

 ที่ผ่านมา เราสมมติมาตลอดว่า สินค้าผลติมาเท่าไหร่ ก็สามารถขายได้หมด แต่ในความเป็นจริงแล้ว 

เหตุการณไ์ม่ได้เป็นจริงอย่างน้ันเสมอไป ในการก าหนดราคาสินคา้ของบริษัทหน่ึงๆ จะต้องมีการศึกษาความต้องการของ

ผู้บริโภคเสียก่อน แน่นอนว่า ถ้าก าหนดราคาสินค้าสูงเกินไป จ านวนผู้ซื้อก็จะต้องน้อยลง และถ้าราคาสินค้าต่ าเกินไป จ านวน

ผู้ซื้อก็จะมากข้ึน จนไม่สามารถผลิตสินค้าได้ทัน ดังนั้น บริษัทน้ัน จะต้องพิจารณาความต้องการทีจ่ะซื้อของผู้บริโภคเสียก่อน 

ซึ่งในหัวข้อน้ี จะเกี่ยวข้องกับ อุปสงค์ และอุปทาน ดังนี้  

ตวัอยา่งท่ี 5.5.3 ถ้ำก ำหนดให้ ค่ำใชจ้่ำยในกำรผลิตรองเท้ำจ ำนวน 𝑥 คู่ คือ −1,000 + 2𝑥2บำท 

และรำยได้ทั้งหมดที่ได้จำกกำรขำยรองเท้ำจ ำนวน 𝑥 คู่ คือ 200𝑥 + 30 บำท ถ้ำสมมติว่ำ รองเท้ำผลิต
มำเท่ำไหร่ ก็ขำยได้หมด จงหำว่ำ จะต้องผลิตรองเท้ำเป็นจ ำนวนกี่คู่ จึงจะได้ผลตอบแทนหรือก ำไรสูงสุด  
วิธีท า  
เรำจะได้ ฟังกช์ันก ำไร คือ ผลตำ่งของฟงัก์ชัน รำยได้ และฟังกช์ันรำยจ่ำย นั่นคือ  

𝑃(𝑥)  =  (200𝑥 + 30)  − (−1,000 + 2𝑥2) 
𝑃(𝑥) = −2𝑥2 + 1,200𝑥 + 30 

หำก ำไรสูงสุดได้จำก กำรแก้สมกำร 𝑃′(𝑥) = −4𝑥 + 1,200 =  0 

จึงได้ว่ำ 𝑥 =  300ดังนั้น จะต้องผลิตรองเท้ำเป็นจ ำนวน 300 คู่ จึงจะได้ก ำไรสูงสุด 

และได้ก ำไรเป็นเงินทั้งสิ้น 𝑃(𝑥 = 300) = −2(300)2 + 1,200(300) + 30 

=   180,030 บำท 
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อุปสงค(์Demand, D) หมายถึง ปริมาณสินค้าและบริการชนิดใดชนดิหนึ่งท่ีมีผู้ต้องการซื้อ ณ ระดับราคาต่างๆ ของ

สินค้าชนิดนั้นภายในระยะเวลาใดเวลาหนึ่ง โดยสมมุติให้ปัจจยัอื่นๆ ที่ก าหนดอุปสงค์คงที่ ความต้องการในท่ีนี้ต้องมีอ านาจซื้อ

(purchasing power หรือ ability to pay)ด้วย ถา้บุคคลใดบุคคลหนึง่มีแต่ความต้องการในตัวสินค้าโดยไม่มเีงินท่ีจะจ่ายซื้อ เรา

เรียกความต้องการลักษณะนั้นว่า“ความต้องการ (want)” ไม่ใช่ “อุปสงค ์ (demand)”  และอุปสงค์นี้กม็ีกฎที่เป็นธรรมชาติของ

พฤติกรรมของมนุษย์ นั่นคือ "ปริมาณสินค้าท่ีผู้บรโิภคต้องการซื้อในขณะใดขณะหนึ่งจะมคีวามสมัพันธ์ในทางตรงกันข้ามกับ

ราคาสินค้าชนิดนั้น"  เราเรียกกฎนี้ว่า "กฎของอุปสงค์ (Law of Demand)" ดังแสดงในแผนภำพที่  48 

 

แผนภำพที่  48 กฎของอุปสงค์ (Law of Demand):เมื่อราคาลดลง ความต้องการสินค้าจะเพิม่ขึ้น 

อุปทาน(Supply, S) หมายถึง ปริมาณสินค้าและบริการชนิดใดชนิดหนึ่งที่ผู้ผลิตเต็มใจน าออกเสนอขายในตลาด

ภายในระยะเวลาหนึ่ง ณ ระดับราคาต่างๆ กันของสินค้าและบริการนั้น โดยสมมติให้ปัจจัยอื่นๆ ที่ก าหนดอุปทานคงที่ และมี

กฎอยู่ว่า   “ปริมาณสินค้าท่ีผูผ้ลติเต็มใจจะน าออกขายในระยะเวลาหนึ่งขึ้นอยู่กับราคาสินคา้นั้นๆ ในทิศทางเดียวกัน” เรียกว่า 

กฎของอุปทาน (Law of Supply)  กล่าวคือ เมื่อราคาสินค้าสงูขึ้นปริมาณอุปทานจะเพิ่มขึ้นเนื่องจากผู้ผลิตมีความ

ต้องการที่จะเสนอขายมากขึ้นเพราะคาดการณ์ว่าจะได้ก าไรสูงขึ้น ในทางกลับกันเมื่อราคาสินค้าลดลงปริมาณอุปทานจะ

น้อยลง เนื่องจากคาดการณ์ว่าก าไรที่ได้จะลดลง ดังแสดงในแผนภำพที่  49 
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แผนภำพที่  49  กฎของอุปทาน (Law of Supply) :เมื่อราคาสินค้าเพิ่มขึ้น ความต้องการที่จะผลติสินค้าก็เพิ่มขึ้น 

ดุลยภาพตลาด (Market Equilibrium) โดยทั่วไปแล้ว ในการตลาด เมื่ออุปสงค์และอุปทานไม่เท่ากัน จะมีการปรับตัว

จนกระทั่งเกิดสมดลุหรืออุปสงค์เทา่กับอุปทาน ดุลยภาพจะไมเ่ปลี่ยนแปลงตราบเท่าที่ปัจจัยที่ก าหนดอุปสงค์และอุปทานไม่

เปลี่ยนแปลง ราคาสินค้า ณ จุดที่อุปสงค์เท่ากับอุปทานเรียกว่า “ราคาดลุยภาพตลาด (Market Equilibrium Price)” ปริมาณ

สินค้า ณ จุดนั้นเรียกว่า “ปริมาณดลุยภาพตลาด (Market Equilibrium Quantity)” และเรยีกจุดดังกล่าวว่า “ดุลยภาพตลาด 

(Market Equilibrium)”ดังแสดงในแผนภำพที่50 

 

แผนภำพที่50 ดุลยภาพตลาด  :ราคาดุลยภาพตลาด (PE)  เท่ากับ ปริมาณดลุยภาพตลาด(QE) 

สรุปโดยรวมสิ่งที่ควรทรำบเกี่ยวกับอุปสงค์ อุปทำน และดุลยภำพกำรตลำด  

1.  อุปสงค์  (Demand)   หมายถึง   จ านวนสินค้าและบริการที่ผู้บริโภคต้องการซื้อในขณะใด ขณะหนึ่ง   โดย 

ผู้บริโภคเต็มใจจะซื้อและมีความสามารถซื้อได้  ณ ระดับราคาที่ต่างกัน 

2.  อุปสงค์ประกอบด้วย    ความต้องการ   เต็มใจซื้อ  และความสามารถท่ีจะจา่ยซื้อ 
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3.  อุปสงค์เปลี่ยนแปลงได้เพราะ   1. ราคาสินค้าและบริการชนิดนัน้ๆ     2. ระดับรายได้ของผู้บริโภค3.  รสนยิม 

ของผู้บริโภค      4.  ราคาสินค้าอื่นๆ  (สินค้าที่ลักษณะเดียวกันและทดแทน กันได้)        5.  จ านวนผู้บริโภค    6. ฤดูกาล     

7.  ความเจริญเติบโตทางเศรษฐกจิ     8. การโฆษณา     9.  การคาดคะเนเกี่ยวกับราคาสินค้า    

4.  อุปสงค์หรือความต้องการซื้อจะมีมากขึ้นเมื่อ   ราคาของสินค้าหรือบริการลดลง 

5.  อุปสงค์หรือความต้องการซื้อจะลดน้อยลงเมื่อ    สินค้าหรือบริการราคาสูงขึ้น 

6.  อุปสงค์แบ่ง  2  ประเภทคือ    1. อุปสงค์ส่วนบุคคล       2. อุปสงค์ตลาด 

7.  สินค้าท่ีใช้ประกอบกันซึ่งมีผลต่อการเปลี่ยนแปลงของอุปสงค์ เช่น    รถยนต์กับน้ ามัน     กาแฟกับครีมเทียม   

อุปกรณ์ไฟฟ้ากับคา่กระแสไฟฟ้า    ฯลฯ 

8.  อุปสงค์ส่วนบุคคล  หมายถึง    อุปสงค์ของผู้ซื้อคนใดคนหนึ่งโดยแสดง ให้เห็นถึงความสมัพันธ์ระหว่างราคา ของ

สินค้าชนิดหนึ่งกับปรมิาณของสินค้าชนิดนั้น 

9.  อุปสงค์ตลาด   หมายถึง   ผลรวมของปริมาณสินค้าท่ีผูบ้ริโภคแตล่ะคนต้องการจะซื้อ    ณ ราคานัน้ 

10. อุปทาน (Supply )   หมายถึง      ความต้องการเสนอขายสินค้าและบริการอย่างใดอยา่งหนึ่ง  ณ  ระดับราคา

ต่างๆกัน  ในช่วงเวลาใดช่วงเวลาหนึ่ง 

11. กฎของอุปทาน    เมื่อราคาสนิค้าและบริการสูงขึ้น    ผูผ้ลติหรือผู้ขายจะผลิตหรือน าสินคา้และ บริการออกมา 

ขายจ านวนมากขึ้น   แต่เมื่อราคาสินค้าและบริการลดลง   ผู้ผลิตหรือผู้ขายจะผลิตหรือน าสินคา้และบริการ      ออกมาขาย

จ านวนน้อยลง   ( ปัจจัยอ่ืนคงที่ ) 

12.  ราคาดลุยภาพ   หมายถึง    ราคาที่ท าให้ปริมาณสินค้าและบริการที่ผู้บริโภคต้องการซื้อเท่ากบัปริมาณสินค้า 

และบริการที่ผูผ้ลติหรือผู้ขายยินดทีี่จะขาย 

13. “ราคาดลุยภาพ “   ถูกก าหนดขึ้นโดย      ระบบตลาด     ซึ่งจะมีเพียงราคาเดยีวเท่านั้น 

14.  ปริมาณที่มีการซื้อขาย  ณ  ระดับราคาดลุยภาพ  คือ     ปริมาณดลุยภาพ 

15.  ราคาสินค้าจะถูกก าหนดขื้นโดย     อุปสงค์และอุปทานของตลาดสินค้า 
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แบบฝึกทักษะที่ 5.5.2 จงใช้ความรู้ทางด้านต้นทุน รายได้ และผลตอบแทนสูงสุด ในการหาค าตอบของแต่ละข้อต่อไปนี้ 

1)  ถ้าในการผลิตสินค้าประเภทหนึ่ง ประกอบด้วย 2 ขั้นตอน ขั้นตอนแรกนั้น ต้องใช้ค่าใช้จ่ายแบบเหมา(ไม่ขึ้นกับจ านวน

สินค้าที่จะผลติ) คือ 100 ดอลล่าห์ และขั้นตอนท่ีสองนั้น จะต้องเสยีค่าใช้จ่ายในการผลิตสินค้า 1 ช้ิน เป็นเงิน 2.00 ดอลล่าห ์

และตอนจ าหน่าย สินคา้นี้ 1 ช้ิน จ าหน่ายได้ในราคา 2.50 ดอลล่าห์ จงหา 

ก. ฟังก์ชันต้นทุนในการผลิตสินค้านี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน  

................................................................................................................................................................................. 

 

ข. ฟังก์ชันรายได้ในการสินค้านี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน 

................................................................................................................................................................................. 

ค.  ฟังก์ชันก าไรจากการขายสินคา้นี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

ง.  จะต้องขายสินค้าเป็นจ านวนกีช้ิ่น ถึงจะถึงจุดคุ้มทุนพอดี 

ตวัอยา่งท่ี 5.5.4ก ำหนดให้ อุปสงค์ และอุปทำน เขยีนในรูปของฟังก์ชันของรำคำ(หนว่ยเป็นบำท) 

ดังต่อไปนี ้
𝑆 = 2𝑝 + 3 

𝐷 =  −𝑝 + 12 

จงหำรำคำที่ท ำให้เกิดสภำวะดุลยภำพ  

วิธีท า  
เน่ืองจำกสภำวะดุลยภำพ เกิดขึน้เมื่อ อุปสงค์ 
เท่ำกับ อุปทำน ดังนั้น จึงได้ว่ำ  

𝑆 = 𝐷 

2𝑝 + 3 = −𝑝 + 12 

นั่นคือ รำคำ ที่ท ำให้เกิดสภำวะดุลยภำพคือ 
𝑝 =  3 บำท 

รำคำที่ท ำให้เกิดสภำวะดุลยภำพนี้ เรียกว่ำ 
“ราคาดลุยภาพ” 

ซึ่งเมื่อน ำค่ำรำคำดุลยภำพนี้ กลับไปแทนใน
ฟังก์ชันทัง้สอง ก็จะท ำให้ได้ว่ำ ปริมำณสินค้ำที่
ผู้ผลิตประสงค์จะผลิตเพื่อจ ำหนำ่ย 

 
แผนภาพท่ี  51กำรหำรำคำดุลยภำพ ประจ ำตัวอย่ำง

ที่ 5.5.4 

จะเท่ำกับปรมิำณสินค้ำที่ผู้บรโิภคประสงค์จะซื้อคือ 9 หนว่ย ดังแสดงในแผนภำพที่  51 

 

     (p)

             (q)

S
D

                  
                9 
           3    
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................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

2)จากข้อมูลในข้อหนึ่ง ในเวลาตอ่มา เนื่องจากการผลิตสินค้าประเภทน้ี มีในปริมาณที่มาก ดังนั้น ในขั้นตอนท่ีสองของการ

ผลิตนั้น จึงได้ก าหนดใหม้ีส่วนลดให้ ด้วยส่วนลดเฉลี่ยส าหรบัการผลิตสินค้า  𝑥 ช้ิน คิดเป็น 2 − 0.01𝑥บาทตอ่ช้ิน(ลด

เฉพาะในขั้นตอนท่ีสอง) และตอนจ าหน่าย สินค้านี้ 1 ช้ิน จ าหน่ายได้ในราคา 2.50 ดอลล่าห์ จงหา 

ก. ฟังก์ชันต้นทุนในการผลิตสินค้านี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน  

................................................................................................................................................................................. 

ข. ฟังก์ชันรายได้ในการสินค้านี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน 

................................................................................................................................................................................. 

ค. ฟังก์ชันก าไรจากการขายสินค้านี้ เป็นจ านวน  𝑥  ช้ิน 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

ง.  จะต้องขายสินค้าเป็นจ านวนกีช้ิ่น ถึงจะถึงจุดคุ้มทุนพอดี 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 

3) ถ้าการผลิตสินค้าประเภทหนึ่ง มีค่าใช้จ่ายที่เกี่ยวข้องอยู่ 2 ส่วน คือ 

 -  ส่วนเหมา คิดเป็น 1000 ดอลล่าห์ (ไม่ว่าจะผลติสินค้านี้เป็นจ านวนเท่าใดก็ตาม)  

 -  ส่วนเฉลี่ย คือ ส าหรับการผลิตสนิค้าจ านวน  𝑥  ช้ิน จะเสียค่าใช้จ่ายส่วนี้ คิดเป็น 500 − 0.4𝑥ดอล่าห์ ตอ่ช้ิน   

จะต้องมีการตั้งราคาสินค้าเป็นกีด่อลล่าหต์่อช้ิน จึงจะท าให้จุดคุ้มทนุอยู่ที่ 800 ช้ิน  

 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

4)ก าหนดให้ อุปสงค์ และอุปทาน เขียนในรูปของฟังก์ชันของราคา(หน่วยเป็นบาท) ดังต่อไปนี ้

𝑆 = 0.04𝑝 + 8 
𝐷 =  −0.02𝑝 + 17 

จงหาราคาที่ท าให้เกิดสภาวะดลุยภาพ  
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.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

5) ก าหนดให ้

 - ผู้ผลติจะผลติสินคา้เป็นจ านวนทั้งสิ้น 1,000 ช้ิน ถ้าราคาขายอยู่ที่ 20 ดอลล่าห์ต่อช้ิน และจะผลติสินค้าเป็น

จ านวน 1,500 ช้ิน ถ้าราคาขายอยู่ที่ 25 ดอลล่าห์ต่อช้ิน 

 - ผู้บริโภคยินดีซื้อสินค้าจ านวน 1,500 ช้ิน ถ้าราคาอยู่ที่ 20 ดอลล่าห์ต่อช้ิน แต่ปริมาณที่ต้องการซื้อจะลดลงร้อยละ 

10  ถ้าราคาสินค้าเพิ่มขึ้นร้อยละ 5  

 - ทั้งฟังก์ชันอุปสงค์ และฟังก์ชันอุปทาน ดังกล่าว เป็นฟังก์ชันเชิงเส้น 

จงพิจารณาหาฟังก์ชันอุปสงค์ ฟังก์ชันอุปทาน และจุดดลุยภาพ  

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

6)จากข้อมูลแสดงในตารางที่  16 ข้างล่างนี้ แต่ละชุดแสดงข้อมูลที่ต่างกัน ชุดหนึ่งคืออุปสงค์ และอีกชุดคืออุปทาน จง

พิจารณาว่า 

ตำรำงที่  16 ความสัมพันธ์ระหว่างปริมาณสินค้า และราคา ส าหรับแบบฝึกทักษะที่ 5.5.2 ข้อ 6 (ก าหนดราคาสินค้า หน่วย

เป็นดอลล่าห์) 

ปริมาณสินค้า  (𝑞) 22 15 35 45 

ราคา A  (𝑝) 8 10 14 18 

ราคา B  (𝑝) 16 14 10 6 

ก. ข้อมูลชุดใด เป็นฟังก์ชันอุปสงค์ และข้อมูลชดุใดเป็นฟังก์ชันอุปทาน พร้อมแสดงเหตุผล 

.......................................................................................................................................................................................................

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

 

 

ข. เมื่อราคาเป็น 10 ดอลล่าห์ ผู้บริโภค ต้องการที่จะซื้อสินค้าเป็นจ านวนเท่าใด 

................................................................................................................................................................................. 

ค. เมื่อราคาเป็น 10 ดอลล่าห์ ผู้ผลิต ต้องการที่จะผลิตสินค้า เป็นจ านวนเท่าใด 
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................................................................................................................................................................................. 

7) แผนภาพท่ี  52 แสดงความสมัพันธ์ระหว่างอุปสงค์ และอุปทานของสินค้าชนิดหนึ่ง จงหา  

 
แผนภำพที่  52 ความสัมพันธ์ระหว่างอุปสงค์ และอุปทาน ของสินค้าชนิดหนึ่ง ส าหรับแบบฝึกทักษะที่ 5.5.2 ข้อ 7 

ก. จุดดุลยภาพ คือจุดใด  ......................................................................................................... 

ข. ความต้องการซื้อ และความตอ้งการขาย เป็นลักษณะอย่างไร เมื่อสินค้าราคา 6 ดอลล่าห์ และราคานี้ควรเพิ่มสูงขึ้นอีก 

หรือลดลง เพราะอะไร  

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 

ค. ในลักษณะเดียวกันกับข้อ ข. แต่ ณ. ราคาที่ 10 ดอลล่าห์  

.......................................................................................................................................................................................................

....................................................................................................................................................................................................... 
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท (Additional Exercises) 

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย ดอกเบี้ยและเงินปีเบื้องต้น  

ดอกเบี้ยคงต้น    

1. จากสถานการณ์ต่อไปนี้ จงก าหนด มูลค่าเริ่มต้น(P)อัตราอกเบี้ย(r) และจ านวนงวด(t) 

   1.1 วันเฉลิมไดย้ืมเงินเป็นจ านวน 15,000 บาท เพื่อท่ีจะจ่ายค่าเทอม และยืมมาแล้วเป็นเวลา 3 ปี ด้วยอัตราดอกเบีย้ 12% 

ต่อป ี

1.2 ล ายองใฝ่ฝันว่าจะงานบวชให้วันเฉลิมหลังจากเรียนจบโดยใช้งบท้ังหมดประมาณ 20,000 บาท จึงได้ไปกู้ธนาคารมาใน

อัตราดอกเบีย้แบบคงต้นที่ 15% ต่อปี และก าหนดใช้คืนในอีก 5 ปีข้างหน้า 

2. จงหา เงินดอกเบี้ย(I)และมลูค่าอนาคต(S)ของเงินกู้แต่ละประเภทต่อไปนี ้

2.1 เงินกู้ 2,000 บาท ท่ีดอกเบี้ยรอ้ยละ 8 ต่อปี เป็นเวลา 3 ปี  

 2.2 เงินกู้ 18,000 บาท ท่ีดอกเบี้ยร้อยละ 12.5 ต่อปี เป็นเวลา 6 เดือน 

 2.3 เงินกู้ 5,000 บาท ท่ีดอกเบี้ยรอ้ยละ 1.5 ต่อเดือน เป็นเวลา 3 ปี  

 2.4 เงินกู้ 16,000 บาท ท่ีดอกเบี้ยร้อยละ 8 ต่อปี เป็นเวลา 36 เดือน  

3. จงค านวณหาอัตราดอกเบี้ยแบบคงต้น(I)และจ านวนเงินท่ีต้องใช้คืน(S)ของเงินกู้แต่ละประเภทต่อไปนี้ 

3.1 เงินกู้ 3,000 บาท ท่ีดอกเบี้ย 10% ต่อปี เป็นเวลา 3 ปี 6 เดือน 

   3.2 เงินกู้ 3,000 บาท ท่ีดอกเบี้ย 8% ต่อปี เป็นเวลา 18 เดือน 

   3.3 เงินกู้ 3,000 บาท ท่ีดอกเบี้ย 12% ต่อปี เป็นเวลา 2 ปี 9 เดอืน 

   3.4 เงินกู้ 3,000 บาท ท่ีดอกเบี้ย 8.5% ต่อปี เป็นเวลา 36 เดือน 

4. ถ้าต้องเงินมูลค่า $750 ด้วยดอกเบี้ยแบบคงต้นในอัตรา 4.5% ตอ่ปี เป็นเวลา 5 ปี จะต้องน าเงินไปฝากเป็นจ านวนเท่าใด  

5. จะต้องใช้เวลานานเท่าไร ส าหรับการฝากเงินจ านวน 8,300 บาท ถึงจะได้เงินรวมทั้งสิ้น 3,087.60 บาท เมื่อมีการคิดดอก

แบบคงต้นในอัตรา 6.2% ต่อปี  

6. สันตไิดร้ับมรดกจ านวน 245,000 บาทเขาจะต้องลงทุนเงินจ านวนนี้ในอัตราดอกเบีย้เท่าไรถึงจะได้ก าไรเป็นจ านวนเงนิ 

27,500 บาทในทุก ๆ 18 เดือน  

7. พีรสวัสดิ์ต้องการเงินจ านวน 15,000 บาทในอีก 10 ปีข้างหน้า จงหาว่า ที่อัตราดอกเบี้ยแบบคงต้น 5% ต่อปี พีรสวัสดิ์

จะต้องน าเงินเท่าไรไปเริม่ฝาก ณ วันนี้ 

8. ญาณิกาได้กูเ้งินมาซื้อเครื่องส าอางชุดใหม่เป็นจ านวน 600 บาท ซึ่งเงินกู้น้ีมีเวลา 2 ปี ในการใช้คืนและคิดดอกเบี้ยแบบคง

ต้นที่อัตรา 6% ต่อปี ถ้าญาณิกาตอ้งใช้คืนเป็นรายเดือนในช่วง 2 ปีนี้ เขาจะต้องใช้คืนเดือนละเท่าไร 

9. จงหามูลค่าเริ่มต้นของเงิน 3,348 บาทในเวลา 6 ปี ท่ีอัตราดอกเบี้ย 6.2% ต่อปี  

10. จะต้องใช้เวลานานเท่าไรถึงจะท าให้เงิน 4,500 บาทมีมูลคา่เปน็ 798.75 บาทถ้าคิดดอกเบี้ยในอัตรา 7.1% ต่อป ี

11. ในอัตราดอกเบี้ยเท่าไรที่จะท าให้เงินลงทุน 875 บาทได้เงินดอกเป็นจ านวน 73.5 บาท ในเวลา 18 เดือน  

12. จะต้องน าเงินไปฝากเท่าไรถึงจะไดเ้งินรวมเป็นจ านวน 1,800 บาทในเวลา 2 ปี ท่ีอัตราดอกเบี้ย 10% ต่อป ี
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13. จะต้องน าเงินไปฝากเท่าไรถึงจะไดเ้งินรวมเป็นจ านวน 8,000 บาท ในเวลา 7 เดือน ท่ีอัตราดอกเบี้ย 6% ต่อป ี

14. บ้านหลังหนึ่งราคา 120,000 บาทถูกซื้อด้วยเงินมัดจ าจ านวน 30,000 บาทเงินส่วนต่างจะถูกจ่ายเป็นงวด ๆ โดยมีคา่งวด

ในอัตรา 7% ต่อปี เป็นเวลา 5 ปี 

14.1 จงหาเงินดอกเบี้ยที่เกดิขึ้น  

14.2 เงินท่ีต้องจ่ายในแต่ละงวด  

15. จงพิจารณาว่าถ้าต้องการยมืเงิน 15,000 บาทเป็นเวลา 6 เดือน ควรจะยืมจากธนาคารใด จากขอ้มูลต่อไปนี ้

- ธนาคารไทยพานัดคดิดอกเบีย้ที่ 5% ต่อปี โดยใหเ้วลา 3 ปี 

- ธนาคารกสิกรเธอคิดดอกเบีย้ที่ 4% ต่อปี โดยใหเ้วลา 4 ปี 

ดอกเบี้ยทบต้น  

1. ส าหรับแตล่ะข้อต่อไปนี้ จงหามูลค่าอนาคตและดอกเบี้ยทีเ่กิดขึน้จากการคิดแบบทบต้น 

   1.1 เงินต้น 600 บาท เป็นเวลา 8 ปี อัตราดอกเบี้ย 8% ต่อปี คิดทบต้นทุกเดือน  

   1.2 เงินต้น 1,000 บาท เป็นเวลา 5 ปี อัตราดอกเบีย้ 12% ต่อปี คิดทบต้นทุกวัน  

1.3 เงินต้น 750 บาท เป็นเวลา 12 เดือน อัตราดอกเบีย้ 6% ต่อปี คิดทบต้นทุกสัปดาห์  

1.4 เงินต้น 3,000 บาท เป็นเวลา 4 ปี อัตราดอกเบี้ย 9% ต่อปี คิดทบต้นสี่ครั้งต่อปี  

2. ควรจะต้องน าเงินไปลงทุนเป็นจ านวนเท่าไรถึงจะได้เงินรวมเป็น 10,000 รูเปียห์(สกลุเงินประเทศอินโดนีเซีย) ถ้าคิดดอก

แบบทบต้น ท่ีอัตรา 8% ต่อปี และคิดดอกทุก ๆ 6 เดือน เป็นเวลา 6 ปี  

3. ต้องการที่จะลงทุนโดยมีเงินลงทุน 4,000 เปโซ(สกลุเงินประเทศฟิลิปปินส์)และมีทางเลือกการลงทุนอยู่สองประเภทคือ 

ทางเลือกที่หน่ึงให้ดอกเบี้ย 10% ต่อปี โดยคิดที่สิ้นปี ทางเลือกทีส่องให้ดอกเบี้ย 9.75% ต่อปี โดยคิดทุก ๆ เดือน เป็น

เวลา 1 ปี ถามว่าทางเลือกใดจะให้ก าไรสูงกว่า  

4. นางสาวพอลล่าไดล้งทุนเงินจ านวน 5,000 ริงกิต(สกลุเงินประเทศมาเลเซีย) ในอัตราดอกแบบทบต้น ที่อัตราดอก 6.2% ต่อ

ปี คิดให้ทุก ๆ สิ้นเดือน จงหาว่าหลังจาก 5 ปี นางสาวพอลล่าจะมีเงินรวมเท่าไร  

5. จะต้องลงทุนด้วยเงินจ านวนเท่าไรจึงจะไดเ้งินรวมเป็นจ านวน 13,000 ดอลลารส์ิงคโปร์ในเวลา 5 ปี ที่ดอกแบบทบต้น 

12% ต่อปี โดยคดิทุก ๆ 3 เดือน  

6. จะต้องคิดดอกเบี้ยแบบทบต้นในอัตราเท่าไร เมื่อต้องคิดดอกให้ทุก ๆ 3 เดือน เป็นเวลา 5 ปี จึงจะท าให้เงิน 3,000 

ดอลลาร์บรไูนเพิ่มเป็นเงิน 3,500 ดอลลาร์บรไูน  

7. นักลงทุนผู้หนึ่งได้ลงทุน 10,000 เรียล(สกลุเงินประเทศกัมพูชา)กับกองทุนที่ให้ดอก 8.5% ต่อปี คิดให้ปีละ 4 ครั้ง หลังจาก 

3 ปี เขาจะไดร้ับเงินคืนเป็นจ านวนเท่าไร  

8. บิดาของอนิรุตตไ์ดฝ้ากเงินจ านวน 500 กีบ(สกุลเงินประเทศสาธารณรัฐประชาธิปไตยประชาชนลาว)ในวันท่ีอนิรุตต์เกิด ถ้า

ธนาคารคิดดอกแบบทบต้นและในวันเกิดครบรอบ 21 ปีของอนิรุตต ์พบว่ามีเงินในบัญชีทั้งหมด 1,326.65 กีบจงหาอัตรา

ดอกเบี้ยของการฝากดังกล่าว  

9. ถ้าต้องการลงทุนเงินจ านวน 5,000 จ๊าด(สกุลเงินประเทศเมียนมาร์)ท่ีอัตราดอก 9% ต่อปี จงหาว่าต้องลงทุนนานเท่าไรจึง

จะท าให้เงินเพิ่มขึ้นเป็นสองเท่า เมื่อคิดดอกให้ทุก ๆ 6 เดือน  
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10. จะต้องฝากเงินเป็นจ านวนเทา่ใดจึงจะได้เงินท้ังหมด 6,000 ด่ง(สกุลเงินประเทศเวยีดนาม)ในเวลา 6 เดือน ถ้าธนาคารคดิ

ดอกแบบทบต้นที่ 5% ต่อปีคิดให้ทุกเดือน  

เงินปี  

1. ส าหรับสถานการณ์แตล่ะข้อต่อไปนี้ จงหามูลค่าปัจจุบัน 

 1.1) ส่งเงินงวดเดือนละ 2000 บาท เป็นเวลา 5 ปี ท่ีอัตราดอกเบีย้ปีละ 6% และคดิแบบทบต้นให้ทุกๆเดือน  

 1.2) ส่งเงินงวด 5500 บาท ทุกๆ 4 เดือน เป็นเวลา 6 ปีครึ่ง ที่อัตราดอกเบี้ย 5.6% ต่อปี คิดแบบทบต้นให้ทุกๆงวด  

 1.3) ส่งเงินงวด 150  บาท ทุกๆเดือน เป็นเวลา 3 ปี ท่ีอัตราดอกเบี้ยปีละ 8% และคิดแบบทบต้นให้ทุกๆ 6 เดือน 

 1.4)  อภินัชต้องการที่จะน าเงินก้อนมาลงทุนและต้องการที่จะได้เงินคืนเป็นงวดๆ งวดละเดือนและเดือนละ 100 บาท 

ต่อเนื่องไปเป็นเวลา 5 ปี ถ้ามีการคิดดอกเบี้ยที่อัตรา 7.5% ต่อปีและคิดให้ทุกๆสิ้นเดือน แล้วจงหาว่า อภินัชจะต้องน าเงิน

เท่าไหรม่าลงทุนในเริม่ต้น  

2. จากสถานการณ์ต่อไปนี้ จงหาว่า แต่ละงวด จะต้องน าเงินมาเกีย่วข้อง งวดละเท่าไหร่  

 2.1) ยืมเงินก้อนมาจ านวน 25000 บาท มีก าหนดส่งเป็นงวดๆละเดือนเป็นเวลา 4 ปี ท่ีอัตราดอกเบีย้ 5.25% ต่อปี  

 2.2) นายทหารคนหนึ่งไดร้ับเงินกอ้นหลังเกษียญอายรุาชการจ านวน 325,000 และมีบริษัทการเงินแห่งหนึ่งเสนอต่อเขาว่า 

ถ้าน าเงินก้อนนี้มาลงทุนร่วม บริษทัน้ีจะจ่ายเงินคืนให้ทุกๆเดือน เปน็เวลาถึง 15 ปี ที่อัตราดอกเบีย้แบบทบต้นรายเดือนที่ 

8% ต่อปี จงหาว่า บริษัทนี้จะต้องจ่ายเงินให้กับนายทหารคนนี้ในจ านวนเดือนละเท่าไหร่  

 2.3) วีรพงษ์เป็นทนายประจ าตระกูลใหญ่แห่งหนึ่งที่เมื่อเจ้าบา้นถึงแก่กรรมแล้ว ได้มอบหมายใหว้ีรพงษ์น าเงินมารดก

จ านวน 28,000 ดอลล่าห์ จ่ายใหก้ับบุตรคนโตเพื่อใช้ในการศึกษาเล่าเรยีนในทุกๆเดือน เป็นจ านวน 4 ปี ที่อัตราดอกเบี้ย 

0.625% ต่อเดือน จงหาว่า วีรพงษ์จะต้องจ่ายให้กับบุตรคนดังกลา่ว เดือนละเท่าไหร่  

3. สามภีรรยาคู่หนึ่งต้องการที่จะสะสมเงินไว้ให้ลูกชายได้ใช้ศึกษาต่อในระดับมหาวิทยาลัยโดยเขาทัง้คู่ต้องการที่จะลงทุนกับ

กองทุนเงินปีกองทุนหนึ่งที่เมื่อถึงเวลาแล้วกองทุนนี้จะสามารถจ่ายให้ลูกชายของเขาได้ในนอัตรา 1000 บาทต่อเดือนเป็น

เวลา 4 ปี จงหามูลค่าปัจจุบันของเงินปีนี้ ถ้าคิดดอกเบี้ยที่ 8% ต่อปี  

4. จตุพัฒน์ได้กู้เงินจ านวน 20000 บาท เพื่อซื้อรถยนต์และต้องการที่จะส่งงวดรายเดือนเป็นเวลา 4 ปี ท่ีอัตรดอกเบี้ย 10.5%/

ปี เขาจะต้องจ่ายงวดละเท่าไร 

5. สุเทพได้วางแผนไว้ว่า เมื่อตนเกษียญในอีก 20 ปีข้างหน้าอยากได้เงินก้อนเป็นจ านวน 300,000 บาท จึงได้ตดัสินใจน าเงิน

ไปฝากไว้กับกองทุนส าหรับผู้เกษียญ และกองทุนนี้ได้คดิดอกเบีย้ใหก้ับสุเทพในอัตรา 5% ต่อปีและคดิให้ทุกๆเดือน จงหา

ว่า ด้วยเง่ือนไขเหล่านี้ สเุทพจะตอ้งน าเงินไปฝากเข้ากองทุนนนี้ในทุกๆสิ้นเดือน เป็นครั้งละเท่าไหร่  

6. จงหามูลคา่อนาคตของเงิน 1200 บาทที่ฝากเข้ากองทุนๆหนึ่งเปน็ประจ าทุกๆสิ้นปี เป็นเวลา 15 ปีอย่างต่อเนื่องไม่ขาด โดย

กองทุนนี้ได้ให้ดอกเบี้ยในอัตราร้อยละ 7 ต่อปีและคิดให้ทุกๆสิ้นปี  

7. อนุสาเป็นผู้จัดการบริษัทแห่งหนึ่ง และตั้งกองทุนออมให้กับพนักงานในส านักงาน โดยกองทุนนี้มีระยะเวลา 5 ปี หลังจาก

สอบถามพนักกงานแล้วพบว่า พนักงานมีก าลังจ่ายในอัตราครั้งละ 3000 ดอลล่าห์และปลีะ 4 ครั้ง ในการติดดอกเบี้ยนั้น 

อนุสาเสนอการให้ดอกเบีย้ในอัตรา 8% ต่อปี และคิดให้ปลีะ 4 ครั้ง จงหาว่า พนักงานหนึ่งคน จะไดร้บัเงินคืนเมื่อสิ้นปีท่ี 5 

เป็นจ านวนเท่าใด 
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8. วิเชียรเป็นพนักงานคนหนึ่งในบริษัทของอนุสา(จากข้อ 7.) หลังจากลงทุนในกองทุนกับอนุสาแล้ว พบว่า ตนเองยังตงมีเงิน

เหลือเก็บอยู่บา้ง จึงได้น าเงินจ านวน 500 ดอลล่าห์ไปฝากไว้กับกองทุนอีกกองทุนหนึ่งในทุกๆเดือน เขาวางแผนไว้ว่าจะ

ลงทุนกับกองทุนนี้เป็นเวลา 10 ปี ในอัตราดอกเบี้ยร้อยละ 7 ต่อปี คิดแบบทบต้นให้ทุกๆสิ้นเดือน จงหาว่า เมื่อสิ้นปีท่ี 10 

แล้ว วิเชียรจะไดเ้งินก้อนกลับคืนมาเท่าไหร่ในการลงทุนกับกองทุนนี้  

9. อยู่มาวันหน่ึงอนุสาพบว่า ในอีก 5 ปีข้างหน้า บริษิทของตนต้องซื้อเครื่องพิมพ์เอกสารเครื่องใหม่ให้กับบริษัท จากการ

คาดคะเนพบว่า เครื่องพิมพ์เอกสารเครื่องหนึ่งในอีก 5 ปีข้างหน้านั้นจะมีราคาประมาณ 33,000 บาท อนุสาจึงได้น าเงิน

จ านวนหนึ่งไปฝากกับธนาคารในประเภทฝากประจ า โดยธนาคารคดิดอกเบี้ยให้ร้อยละ 8 ต่อปีและคิดให้ทุกๆสิ้นเดือน จง

หาว่า ด้วยความจ าเป็นเหลา่นี ้ อนุสาจะต้องน าเงินไปฝากคิดเป็นเดือนละเท่าไหร่ จึงจะสามารถมีเงินก้อนเพื่อซื้อ

เครื่องพิมพ์เอกสารใหมไ่ด้ในอีก 5 ปีข้างหน้า  

10. อิศราน าเงินไปฝากไว้กับกองทุนเพื่อหวังจะได้เงินก้อนกลับคืนเมื่อถึงเวลาอันสมควร เค้าฝากกับกองทุนนี้เป็นจ านวน 150 

โครเนอร์ ในทุกๆสิ้นเดือน ติดต่อกันเป็นเวลา 5 ปี ถ้ากองทุนนี้คิดดอกเบี้ยให้ในอัตราร้อยละ 7 ต่อปีและคดิทบต้นให้ทุกๆ

สิ้นเดือน แล้ว จงหาว่า เมื่อครบก าหนดเวลา อิศราจะไดเ้งินก้อนคืนเป็นจ านวนเท่าไหร่    

 

ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย กลไกทำงกำรตลำดเบื้องต้น  

1. จากสถานการณ์จ าลองแต่ละขอ้ต่อไปนี้ จงอธิบายผลกระทบที่จะเกิดต่อ อุปสงค์ อุปทาน ราคาดลุภาพ และปริมาณดลุย

ภาพ 

1.1 สมมติมีข่าวออกมาว่า ชอคโกแลตเป็นสาเหตุของโรคมะเร็งร้ายแรง จะเกิดอะไรขึ้นกับบริษัทผู้ค้าชอคโกแลต  

1.2  สมมติบริษัท ก. และ ข. เป็นบริษัทท่ีผลติสินค้าชนิดเดียวกัน ถ้าเกิดมาวันหนึ่ง บริษัท ก. เกิดขึ้นราคาสินค้าของ

ตนเอง แล้วอะไรจะเกิดขึ้นกับบรษิัท ข.  

1.3  ในตลาดการค้าของชอคโกแลต สมมติว่าราคาน้ าตาลซึ่งเป็นผลผลิตหลัก เพิ่มสูงขึ้น แล้วจะเกดิอะไรขึ้นกับกลไก

การตลาดของชอคโกแลต 

1.4 และในตลาดการค้าของชอคโกแลตอีกอีกเช่นกัน ถ้ามาวันหน่ึง บริษัทผู้ผลิตได้น าเข้าเครื่องบรรจสุินค้าท่ีสามารถบรรจุ

สินค้าได้ดีกว่าและเร็วกว่าเครื่องเดิมเป็นอย่างยิ่ง แล้วอะไรจะเกดิขึ้น  

 

2. จากกราฟด้านลา่ง มีข้อสรุปโดยรวมได้ว่า เมื่อผู้ผลิตขึ้นราคาสินค้า $ 1 จะท าให้ผู้บริโภคลดการซือ้สินค้าลงไปประมาณ 

1.25 หน่วย จงตอบค าถามดังต่อไปนี้  
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2.1 จงหาฟังก์ชันของจ านวนสินค้า (𝑄) ที่ผู้บริโภคต้องการซื้อ ให้อยู่ในรูปของราคา (𝑃) 

2.2 จากข้อ 2.1 จงเขียนสมการที่แสดงราคา ในรปูของปริมาณ  

2.3 เมื่อสินค้าราคา $ 4 จงหาว่าปริมาณสินค้าท่ีผู้บรโิภคต้องการซื้อนั้น มีจ านวนเท่าใด 

2.4 ราคาสูงสุดทีผู่้ซื้อยินดซีื้อสินคา้ในจ านวน  8 หน่วย คือเท่าใด 

2.5 จงหาสมการของเส้นอุปทาน  

2.6 ถ้าดูจากกราฟด้านบน จงค านวณหาราคาดลุยภาพ  

2.7  ถ้าดูจากกราฟด้านบน จงค านวณหาปรมิาณดุลยภาพ  

2.8 ถ้าค านวณจากสมการ ณ จดุสมดลุการตลาด จะได้ราคาดลุยภาพและปรมิาณดุลยภาพเป็นเท่าใด 

2.9  จากกราฟ จะเกิดอะไรขึ้นถ้ามีการเพิ่มขึ้นของอุปสงค์  

2.10 จากกราฟ จะเกิดอะไรขึ้นถ้ามีการเพิ่มขึ้นของอุปทาน  
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เฉลยแบบฝึกทักษะบทที่ 5 กำรจัดสรรทรัพทยำกำรทำงกำรเงินขั้นตน้ 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 5.1 ดอกเบี้ยคงต้น 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.1 

1) สหกรณ์คดิอกเบี้ยร้อยละ 4.8 ต่อปี                      2) ลุงจอห์นกู้เงินมาแล้วเป็นเวลาประมาณ 3 ปี  

3) เงินท่ีกู้มามีจ านวนประมาณ 428,572 บาท  

4) ดอกเบี้ยเท่ากับ 1,312.5 บาท และเงินรวมเท่ากับ 36,312.5 บาท   

5) อัตราเงินกู้เท่ากับร้อยละ 4 ต่อปี6) จะต้องน าเงินจ านวน 15,000 บาท ไปปล่อยกู ้

7) เป็นระยะเวลา 20 ป ี

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 5.2 ดอกเบี้ยทบต้น 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.2 

1) จ านวนเงินท่ีได้รับคืนคือ 18,009 บาท และจ านวนดอกเบี้ยเท่ากับ 8,009 บาท 

2) ใน2ปี เอกชาติจะต้องเสียดอกเบี้ยรวมทั้งสิ้น 96,750บาท  

3) จะได้เงินรวม เป็นจ านวนทั้งสิ้น 60,755.32 บาท   

4) มูลค่าปัจจุบันเท่ากับ 28,277.88 บาท 

5) จะต้องฝากเงินเป็นจ านวน 28,138.33 บาท 

6) ดอกเบี้ยรวมที่จะไดร้ับจากธนาคารแรกจะเท่ากับ 4661.94 บาท 

   และดอกเบี้ยรวมที่จะไดร้ับจากธนาคารแห่งที่สองจะเท่ากับ 4717.11 บาท 

7) ยายแหลมจะได้เงินสะสมรวมทัง้หมดเท่ากับ 2,125.63 ดอลล่าห์ โดยในน้ีเป็นดอกเบี้ยทั้งหมด 805.63 ดอลล่าห์ 

8) นักศึกษาจะต้องเปิดบัญชีด้วยเงินเป็นจ านวนท้ังสิ้น 52,418.36 บาท 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 5.3 เงินปี  

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.3 

1) - ติดตามในช้ันเรียน - 

2) มูลค่าปัจจุบันของการสะสมนี้ใน 10 ปีข้างหน้าคือ 29,755บาท  

3) เมื่อสิ้น 3 ปี สาม-ีภรรยาคู่นี้จะมีเงินในบัญชีเป็นจ านวนท้ังสิ้น 15,501.33 บาท   

4) ผู้ปกครองของ น.ส.เรยา ต้องฝากเข้าบัญชีเป็นจ านวน 2,369.93 บาท ทุกๆ 6 เดือน 

5) เงินท้ังหมดที่จะได้ คือ 75,062.53 บาท 

6) จะได้รับเงินคืน เป็นจ านวน 122,998.1 บาท 

7) ราคาเงินสดของทีวีเครื่องนี้ คือ 30,006.25 บาท 

8) จะต้องผ่อนเดือนละ 15,149.51 บาท 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 5.4 ภำษี 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.4  

1) ต้องเสียภาษี เป็นจ านวน 15,600  บาท 

2) ต้องเสียภาษี เป็นจ านวน 54,000  บาท 

3) ไม่ต้องเสียภาษ ี

4) ต้องเสียภาษี เป็นจ านวน 19,500  บาท 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 5.5 ต้นทุน รำยได้ และผลตอบแทนสูงสุด 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.5.1 

ก. - ติดตามในช้ันเรียน - 

ข. - ติดตามในช้ันเรียน - 

ค. - ติดตามในช้ันเรยีน - 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 5.5.2 

1) ก. 𝐶(𝑥) = 100 + 2𝑥ข. 𝑅(𝑥) = 2.5𝑥ค. 𝑃(𝑥) = −100 + 0.5𝑥 

ง. จะต้องขายเป็นจ านวน 𝑥 = 200ช้ิน 

2) ก. 𝐶(𝑥) = 100 + 2𝑥 − 0.01𝑥2ข. 𝑅(𝑥) = 2.5𝑥  ค. 𝑃(𝑥) = −100 + 0.5𝑥 + 0.01𝑥2 

ง. จะต้องขายเป็นจ านวน 𝑥 = 78ช้ิน 

3) ควรตั้งราคาสินคา้นี้ไว้ที่ ช้ินละ 1.475 ดอลล่าห ์

4) ราคาดุลยภาพ คือ 250 บาท 

5) ฟังก์ชันอุปสงค์คือ   𝐷(𝑞) = −1

150
𝑞 + 30   ฟังก์ชันอุปทานคือ 𝑆(𝑞) = 0.1𝑞 + 10 

และราคาดลุยภาพ คือ 28.75 บาท 
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เฉลยแบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท 

ส่วนที่ 1 ว่ำด้วย ดอกเบี้ยและเงินปีเบื้องต้น  

ดอกเบี้ยคงต้น  

2.2.1 I=480 , S=2,480      2.2 I=1,125 , S=19,125 2.3 I=2,700 , S=7,700  2.4 I=3,840 , S=19,840 

3. 3.1 I=1,050 , S=4,050         3.2I=360 , S=3,360    3.3I=990 , S=3,990            3.4 I=765 , S=3,765 

4. P=$333.33 5. ต้องฝากเงินเป็นเวลา 6 ปี 6. จะต้องลงทุนในอัตราดอกเบีย้ 7.5% ต่อป ี

7. 10,000 บาท 8. เดือนละ 28 บาท  9. ใช้เวลาทั้งสิ้น 2 ปี 6 เดือน 

11. 6.5% ต่อป ี 12. 7,729.47 บาทโดยประมาณ 14. 14.1 94,500 บาท 14.2 1,025 บาท 

15. ธนาคารไทยพานัดคมุกว่า 

ดอกเบี้ยทบต้น 

1.   1.1 S=1,135.47 บาท , I=535.47 บาท    1.2 S=1,821.94 บาท , I=821.94 บาท 

1.3 S=796.35 บาท , I=46.35 บาท  1.4 S=4,282.86 บาท , I=1,282.86 บาท 

2. P=6,245.97 รูเปียห ์  3. ทางเลือกที่สอง โดยได้เงินรวมทั้งสิ้น 4,407.91 เปโซ 

4. 6,811.69 ริงกิต  5. ควรเริ่มต้นด้วยเงินจ านวน 7,197.78 ดอลลาร์สิงคโปร ์

6. 3.096% ต่อป ี  7. 12,870.19 เรียล 

8. 4.8% ต่อป ี  9. 7.9 ปี โดยประมาณ  10. P=5,852.163 ด่ง 

เงินปี  

1. 1.1) R = 2,000, i = 0.06/12, n=60 ดังนั้น P = 103,451.12 

1.2) R = 5,500, i = 0.056/4, n = 26 ดังนั้น P = 119,174.41 

1.3) R = 150x6, i = 0.08/2, n = 3x2  ดังนั้น P = 4,717.92 

1.4)  R = 100, i = 0.075/12, n = 60  ดังนั้น P = 4,990.53 

2. 2.1) P = 25000, i = 0.0525/12, n = 48 ดังนั้น R = 578.57 

2.2) P = 325,000, i = 0.08/12, n = 180 ดังนั้น R = 3105.87 

2.3) P = 28,000, i = 0.00625, n = 48 ดังนั้น R = 677.01 

3. R = 1000, i = 0.08/12, n=48 ดังนั้น P = 40961.91 
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4. P = 20000, i = 0.105/12, n=48 ดังนั้น R = 512.07 

5. S = 300,000, i = 0.005/12, n = 12x20 ดังนั้น R = 729.87 

6. R = 1,200, i = 0.07, n = 15 ดังนั้น S = 30,154.83 

7. R = 3,000, i = 0.08/12, n = 5x4 ดังนั้น S = 72,892.11 

8. R = 500, i = 0.07/12, n = 10x12 ดังนั้น S = 86,542.40 

9. S = 33,000, i = 0.08/12, n = 12x5 ดังนั้น R = 449.12 

10. เมื่อฝากครบ 5 ปีแล้ว อิศราจะไดเ้งินก้อนคืนเป็นจ านวน 10,738.98 โครเนอร ์

ส่วนที่ 2 ว่ำด้วย กลไกทำงกำรตลำดเบื้องต้น  

1)1.1 ตอบ อุปสงค์จะลดลง (เส้นกราฟอุปสงค์จะเลื่อนไปทางซ้าย) ท าให้ ราคาดุลยภาพลดลง และปริมาณดุลยภาพลดลงด้วย  

1.2 ตอบ อุปสงค์ของบริษัท ข. จะเพิ่มขึ้น (เส้นกราฟอุปสงค์ของบริษัท ข. จะเลื่อนไปทางขวา) ส่งผลให้ ราคาดุลภาพเพิ่มขึ้น 

พร้อมๆกับปรมิาณดุลยภาพด้วยเช่นกัน 

1.3 ตอบ อุปทานจะลดลง (เส้นกราฟอุปทานจะเลื่อนไปทางซ้าย) ยงัผลให้ ราคาดุลภาพเพ่ิมขึ้นแตป่รมิาณดลุยภาพลดลง  

1.4 ตอบ อุปทานจะเพิ่มขึ้น (เส้นกราฟอุปทานจะเลื่อนไปทางขวา) ยังผลให้ ราคาดลุยภาพลดลงในขณะที่ปรมิาณดุลยภาพ

เพิ่มขึ้น  

2) 2.1) 𝑄 =  20 −  1.25𝑃 2.2) 𝑃 =  16 −  0.8𝑄  2.3) 15 หน่วย 

2.4) $ 9.60   2.5) 𝑃 =  2 +  0.5𝑄 หรือ 𝑄 =  −4 + 2𝑃 

2.6 )ประมาณ $ 7.40  2.7 )ประมาณ 10.8 หน่วย  

2.8) ประมาณ  $ 7.385  และ 10.769   หน่วย ตามล าดับ  

2.9) การเพิ่มขึ้นของอุปสงค์ จะท าให้ทั้งปริมาณดุลยภาพและราคาดุลยภาพสูงขึ้น (ดูจากเส้นกราฟ "อุปสงค์เพิ่มขึ้น") 

2.10)  การเพิ่มขึ้นของอุปทาน จะท าให้ราคาดลุยภาพสูงขึ้น แต่ปริมาณดลุยภาพลดลง (ดูจากเส้นกราฟ "อุปทานลดลง") 
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บทที่ 6 

บทที่ 6 ก ำหนดกำรเชิงเส้น (Linear Programming) 
 

 ในธุรกิจรูปแบบต่างๆ  เรามักจะให้ความส าคัญกับผลตอบแทนท่ีไดจ้ากการลงทุนหนึ่งๆ เสมอ โดย ยิง่ก าไรมาก ก็ยิ่ง

ดี หาแต่ว่า การประกอบธุระกิจหนึ่งๆ นั้น จ าเป็นที่จะต้องมีการลงทุนกับปัจจัยหลายอย่าง อาทิ วัตถุดิบ แรงงาน พื้นที่จัดเก็บ 

และเงื่อนไขประกอบอ่ืนๆ ที่ส าคญั จึงท าให้เป็นการยากท่ีจะพิจารณาว่า ต้องใช้ลงทุนกับปัจจัยและองค์ประกอบส่วนไหน ใน

อัตราส่วนเท่าไหร่ จึงจะท าให้เกิดก าไรสูงสุด หรือต้องจัดการกับทรพัยากรเหล่านั้น แบบใด ถึงจะประหยัดสูงสุด ในส่วนของ

การหาค่าที่เหมาะสมทีสุ่ดของปัญหาที่ประกอบด้วยเงื่อนไขหลายอยา่งนั้น สามารถจัดการได้ โดยการใช้ก าหนดการเชิงเส้นมา

ช่วย  

 ในบทนี้ เราจะได้ท าการศึกษาการน าเอาก าหนดการเชิงเส้นมาอธิบายปัญหาระบบหนึ่ง แล้วขั้นต่อไปคือ การศึกษา

วิธีการหาผลเฉลยของระบบก าหนดการเชิงเส้นนั้น  

6.1 ก ำหนดกำรเชิงเส้น(Linear Programing) 

 ตัวอย่างเหตุการณ์ที่เราสามารถใช้ก าหนดการเชิงเส้นมาช่วยแกไ้ด้ อาทิ ถ้านักศึกษาคนหนึ่ง มีความจ าเป็นที่จะต้อง

ท างานควบคู่กับการเรยีนด้วย เนือ่งจากทางบ้านมีฐานะยากจน และไม่มีความประสงค์จะกู้ยืมกองทนุ กยศ. นักศึกษาคนน้ีจึง

จ าเป็นที่จะต้องท างาน 2 ประเภท และงานท้ังสองประเภทน้ีให้คา่ตอบแทนท่ีแตกต่างกัน คือ งานส่งพิซซ่ามีอัตราจา้งเท่ากับ 

25 บาทต่อช่ัวโมง และงานผู้ช่วยคุมห้องคอมพิวเตอร์จา่ยในอัตรา 38 บาทต่อช่ัวโมง ถ้านักศึกษาคนนี้ สามารถท างานได้แค ่

30 ชม. ต่อสัปดาห์ และต้องสรา้งรายได้อย่างน้อย 1,250 บาทต่อสัปดาห์ จึงจะสามารถอยู่ได้ ค าถามคือ นักศึกษาคนน้ีจะต้อง

ท างานในงานแต่ละประเภทเป็นจ านวนกี่ช่ัวโมงในหนึ่งสัปดาห์ จึงจะสามารถสร้างรายไดไ้ดต้ามที่ต้องการ  

 ปัญหาลักษณะแบบนี้ มักพบบ่อยๆ  ซึ่งก่อนที่เราจะสามารถน าความรู้ทางก าหนดการเชิงเส้นมาแก้ได ้เรามีความจ า

เป็นที่จะต้องทราบองค์ประกอบส าคัญพื้นฐานเสียก่อน นั่นคือ การมีความเข้าใจในหลักการเขียนกราฟแสดงสมการ และ

อสมการเชิงเส้น เช่น เราจะสามารถวาดกราฟของอสมการเชิงเส้น 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≤ 𝑐 หรือ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≥ 𝑐 เพื่อหาพ้ืนท่ีที่

แสดงความเป็นไปได้ของผลเฉลยทั้งหมด ไดด้ังข้ันตอนต่อไปนี ้

 1. วาดเส้นกราฟขอบเขตคือ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐 ซึ่งเส้นตรงนี้ จะแบ่งพ้ืนท่ีระนาบ ออกเป็นสองฝ่าย ซ้าย และ ขวา 

หรือ บน และ ลา่ง 

 2. สุ่มจุดพิกัดขึ้นมา 1 จุดจากฝั่งใดฝั่งหนึ่งของเส้นดังกลา่ว แล้วลองน าไปแทนค่าในอสมการเริ่มต้น  𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≤

𝑐หรือ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 ≥ 𝑐 
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 3.ถ้าจุดที่เลือกมานั้น ท าให้อสมการที่ทดสอบเป็นจริง จะได้ทันทีว่า จุดทุกจุดที่อยู่ฝั่งเดียวกันกับจุดดงักล่าวนั้น เป็น 

"ผลเฉลย" ของอสมการดังกล่าว และให้แรเงาพ้ืนท่ีตรงไหนเพื่อบ่งบอกชัดเจน เรียกพื้นที่ดังกลา่วท่ีแรเงานั้นว่า "พื้นที่ของผล

เฉลยที่เป็นไปได้ (Possible Solution Area)"  

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.1จงวำดกรำฟและระบำยพื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปได้ของอสมกำร 

2𝑥 + 𝑦 ≤ 4 

วิธีท า 

ขัน้ท่ี 1 เรำจะพยำยำมวำดกรำฟเส้นตรง 2𝑥 + 𝑦 = 4   ก่อน ได้โดยง่ำย ดงันี้  

 
ขัน้ท่ี 2 เรำจะสมมตจิุดที่อยู่ทำงซ้ำยมือของเส้นมำ 1 จุด ในทีน่ี้ให้เป็นจุดที่ชัดที่สุดคือจุดก ำเนิด (0,0)  

แล้วแทนในอสมกำรเริ่มต้น จะได้ว่ำ 2(0) + 0 = 0 ซึ่งให้ค่ำที่น้อยกว่ำ 4 ดังนั้น จุด (0,0) นี้ ท ำให้

อสมกำรนั้นเป็นจริง  

ขัน้ท่ี 3 เรำสำมำรถสรุปได้ทันทีว่ำ จุดต่ำงๆ ที่อยูฝ่ั่งเดียวกันกับจุด (0,0) นั้น ท ำให้อสมกำรเป็นจริง

เช่นเดียวกัน จงึท ำให้สำมำรถระบำยพื้นที่ "ทีผ่ลเฉลยเป็นไปได้" ดังรูปข้ำงล่ำงนี้  
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หลักกำรพิจำรณำพ้ืนที่ของผลเฉลย 

 1. พ้ืนท่ีผลเฉลยของอสมการ  𝑦 ≥ 𝑚𝑥 + 𝑐  จะเป็นพ้ืนท่ีที่อยู่เหนือเส้นตรง 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐    และรวมถึงจุด

ต่างๆ ที่อยู่บนเส้นตรง  𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  นั้นด้วย 

 2. พ้ืนท่ีผลเฉลยของอสมการ 𝑦 ≤ 𝑚𝑥 + 𝑐  จะเป็นพ้ืนท่ีที่อยู่ข้ำงล่ำงเส้นตรง 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐   และรวมถึง

จุดต่างๆ ที่อยู่บนเส้นตรง 𝑦 = 𝑚𝑥 + 𝑐  นั้นด้วย 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.2จงวำดกรำฟและระบำยพื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปได้ของระบบอสมกำร 

3𝑥 +  2𝑦 ≤  5 

           𝑥 ≥  0 

           𝑦 ≥  0 

วิธีท า 

เพื่อควำมสะดวก ขั้นแรก เรำจะพยำยำมเขียนอสมกำรแรกน้ัน ให้อยู่ในรูปที่มแีค่ตวัแปร 𝑦 อยู่ทำง

ซ้ำยมือก่อน ซึ่งท ำได้ดงันี้  
3𝑥 +  2𝑦 ≤  5 
2𝑦 ≤  −3𝑥 +  5 

𝑦 ≤  −3/2 𝑥 +   5/2 
𝑦 ≤  −1.5 𝑥 +  2.5 

ซึ่งเรำจะสมำรถหำพื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปไดข้องอสมกำรนี้ดังรูปภำพข้ำงล่ำงนี ้

 

ขั้นต่อมำ เรำจ ำเป็นทีจ่ะต้องพิจำรณำพื้นที่ของผลเฉลยของอสมกำรอีก 2 อสมกำรที่เหลือ คือ 𝑥 ≥
 0 และ 𝑦 ≥  0  ซึ่งเรำจะได้พื้นที่ที่สอดคล้องกับเงื่อนไขทัง้ 3 เงื่อนไข จะตอ้งเป็นพื้นที่ ที่ 
1. อยู่ข้ำงล่ำงของเส้นตรง  𝑦 =  −1.5 𝑥 +  2.5 

2. อยู่ทำงขวำมือของแกน 𝑦 (หรือ เส้นตรง 𝑥 =  0) เพื่อสอดคล้องกับเงื่อนไข 𝑥 ≥  0 

3. อยู่เหนือแกน 𝑥 (หรือ เส้นตรง 𝑦 =  0) เพื่อสอดคล้องกับเงื่อนไข  𝑦 ≥  0 
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 จะเห็นว่า ภาพที่แสดงพ้ืนท่ีของผลเฉลยในตัวอย่างท่ี 6.1.2 นั้น เราสามารถลากเส้นท่ีปิดล้อมพ้ืนท่ีดังกล่าวได้ ซึ่ง ถ้า

เราจะเรียกพื้นที่ท่ีสามารถท าแบบนี้ได้ว่า "พ้ืนท่ีผลเฉลยที่มีขอบเขต" และส าหรับพ้ืนท่ีของผลเฉลยที่เราไมส่ามารถลากเส้นปดิ

ล้อมได้จะเรียกว่า "พื้นทีผ่ลเฉลยไม่มีขอบเขต"  

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.3จงวำดกรำฟแสดงพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ของระบบอสมกำรดังต่อไปนี้  

4𝑥 +  𝑦 ≥  4 

−𝑥 +  𝑦 ≥  1 

วิธีท า 

 ก่อนอ่ืน เรำจะลำกเส้นตรง  4𝑥 +  𝑦 =  4นี้ก่อน แล้วลองหยิบจุด (0, 0) ที่อยู่ทำงด้ำนล่ำง

ของเส้นตรงนี้ (ดูรูปประกอบ) มำทดสอบเงื่อนไข ซึ่งได้ว่ำ  4(0)  + (0) ซึ่งจะให้ผลคือน้อยกว่ำ 4 แต่

ที่เรำตำมหำอยู่ตอนนี้คือพื้นที่ตรงกันข้ำมที่ท ำให้อสมกำรนั้น มำกกว่ำ 4 จึงสรุปได้ว่ำ พื่นทีท่ี่อยู่เหนือ

เส้นตรง    นั้นคือพื้นที่ของผลเฉลยของอสมกำรแรก  

  ต่อมำเรำจะพิจำรณำหำพื้นที่ผลเฉลยที่สอดคล้องกับอสมกำร  −𝑥 +  𝑦 ≥  1 

 โดยกำรลำกเส้นตรง −𝑥 +  𝑦 =  1ก่อน แล้วพิจำรณำในท ำนองเดียวกันกบัขั้นตอนแรก กจ็ะได้ว่ำ 

พื้นที่ที่อยู่เหนือเส้นตรง −𝑥 +  𝑦 =  1  เป็นพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได ้

 จำกน้ัน เรำจะสำมำรถระบุพื้นทีท่ี่สอดคล้องกับทั้ง 2 อสมกำรไดโ้ดยง่ำย ดังแสดงในภำพข้ำงล่ำง  
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.2(ต่อ) 

จำกทั้ง 3 ข้อน้ี จะท ำให้เรำสำมำรถระบุพื้นที่ดังกล่ำว ได้ดังรูปภำพข้ำงล่ำงนี้  
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ข้อสังเกต 1. พื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ที่ได้จากตัวอย่าง 6.1.3 น้ัน ไม่มีขอบเขต 

  2. ระบบอสมการ ไมจ่ าเป็นจะต้องมีผลเฉลยเสมอไป ดังแสดงในตัวอย่างท่ี 6.1.4 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.4จงวำดกรำฟแสดงพื้นที่ผลเฉลยของระบบอสมกำรดังต่อไปนี้   

−2𝑥 + 2𝑦 ≥ 6  และ   −𝑥 + 𝑦 ≤ 1 

วิธีท าเมื่อเรำใช้หลักกำรพจิำรณำ เหมือนในตัวอย่ำงที่ผ่ำนมำนี้ เรำจะได้ดังภำพข้ำงล่ำงนี้ ซ่ึง 

 

1. พื้นที่ที่สอดคล้องกับ −2𝑥 + 2𝑦 ≥ 6  
คือพื้นที่ที่อยู่เหนือเส้นตรง𝑦 = 𝑥 + 3 
ดังรูป แต่  
2. พื้นที่ที่สอดคล้องกับ−𝑥 + 𝑦 ≤ 1  
คือพื้นที่ที่อยู่ด้านล่างของเส้นตรง𝑦 =
𝑥 + 1   และ  
3. เน่ืองจำกทั้งเส้นตรงทัง้สองเส้นมีควำม
ชันเท่ำกัน คือ 1 เรำจึงมั่นใจไดว้่ำ ทั้งสอง
เส้นน้ีจะขนำนกันไปตลอด ไม่ตดักนั 

จึงสรุปได้ว่ำ  
เรำระบบอสมกำรนี้ ไมมี่ผลเฉลย 

 
 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.1.3(ต่อ)  
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แบบฝึกทักษะที่ 6.1.1  จงวาดกราฟแสดงพื้นที่ของผลเฉลยของระบบอสมการในแต่ละข้อต่อไปนี ้

1)  2𝑥 + 𝑦 ≤ 6 

−𝑥 + 𝑦 ≤ 0 
𝑥 ≥ 2 
…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 
 

2)  𝑥 + 𝑦 ≤ 5 

−5𝑥 + 5𝑦 ≤ 6 
𝑦 ≥ 2 
…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 
 

3)    𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 3 

3𝑥1 + 2𝑥2 ≥ 5 
𝑥1 ≥ 0 
𝑥2 ≥ 0 
…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………  
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4) 4𝑥1 + 2𝑥2 ≤ 10 

2𝑥1 +
8

3
𝑥2 ≤ 8 

𝑥1 ≥ 0 

𝑥2 ≥ 0, 𝑥1 ≤ 6 

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 
 

5) 2𝑥 − 3𝑦 ≤ 5 

𝑥 + 3𝑦 ≤ 11 
4𝑥 + 𝑦 ≤ 15 
𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 
…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

…………………………………………………………………………………………

………………………………………………………………………………………… 

  

6.2 กำรหำค่ำเหมำะสมที่สุดโดยกำรเขียนกรำฟ(Finding the Optimal Value by Graphing) 

 ในการหาค่าที่เหมาะสมที่สดุของระบบที่ประกอบด้วยเง่ือนไข ที่อธิบายโดยอสมการหลายอสมการทีป่ระกอบขึ้นเป็น

ก าหนดการเชิงเส้นนั้น สามารถท าได้หลายวิธี ในเอกสารฉบับนี้ จะได้น าเอา 2 วิธีหลักๆ มาน าเสนอ อันได้แก่ วิธีหาผลเฉลย

ด้วยการเขยีนกราฟ และการใช้ตารางซิมเพล็กซ์ (Simplex Table) ส าหรับหัวข้อ 6.2 นี้ จะเป็นการสาธติวิธีการหาผลเฉลยของ

ระบบอสมการก าหนดการเชิงเส้น โดยการใช้การเขียนกราฟ 

 ปัญหาก าหนดการเชิงเส้นหนึ่งๆ  โดยทั่วไปจะประกอบด้วย 2 ส่วนคือ ส่วนท่ีเป็นฟังก์ชันเป้าหมาย และส่วนเงื่อนไข 

การพิจารณาก าหนดส่วน 2 ส่วนนี้ จะได้มาจากปญัหาจริงในขณะนั้น ที่เราพยายามใช้ก าหนดการเชิงเส้นอธิบายอยู่ อาทิ ใน

หัวข้อท่ีแล้ว เราได้พดูถึงนักศึกษาคนหน่ึงที่มีความจ าเป็นที่จะต้องท างาน 2 ประเภท ถ้าเราก าหนดเง่ือนไขใหม่ คือ นักศึกษา

คนนั้นได้ค่าจ้างค่าส่งพิซซ่าเป็น 105 บาท/ชม., ได้ค่าจ้างค่าคุมห้องคอมพิวเตอร์อีก 80 บาท/ชม. และนักศึกษาคนน้ี มี

สามารถท างานได้แค่ 30 ชม. ต่อสปัดาห์ และต้องท าให้ได้อย่างน้อย 2,520 บาท ต่อหน่ึงสัปดาห์ จึงจะสามารถอยู่ได้  

 ถ้าเราก าหนดตัวแปร โดยให𝑝้   แทนจ านวน ชม. ที่นักศึกษาคนนี้ท างานส่งพิซซ่า ใน 1 สัปดาห์  

    𝑐แทนจ านวน ชม. ที่นักศึกษาคนนี้ท างานท่ีห้องคอมพิวเตอร์ ใน 1 สัปดาห ์

ด้วยเง่ือนไขต่างๆ  เราจะได้ว่า  

 นักศึกษาคนน้ีท างานได้แคไ่ม่เกิน 30 ชม. ต่อสัปดาห์ หมายถึง 
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𝑝 + 𝑐 ≤ 30.                                                     ......................(1) 

 ผลตอบแทนท่ีได้จากการท างานท้ัง 2 ประเภท ต้องมากกว่า 2,520 ต่อสัปดาห์ หมายถึง 

80𝑐 + 105𝑝 ≥ 2,520                                     .....................  (2) 

 เนื่องจากท้ังสองตัวแปรที่ก าหนดขึน้นั้น แทนจ านวน ชม. จึงต้องมีค่าเป็นบวกเสมอ หมายถึง 

𝑝 ≤ 0    และ   𝑐 ≤ 0                                    ........................(3) 

จากกรณีนี้ เราสามารถสรา้งระบบก าหนดการเชิงเส้นเพื่อที่จะหาว่า ; 

 1. นักศึกษาคนน้ี สามารถท าเงินได้สูงสดุเป็นจ านวนเท่าใด ในหนึ่งสปัดาห ์

     ซึ่งเราจะสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ 

    จ านวนเงินท้ังหมด =  80𝑐 + 105𝑝 

 และ ถูกก าหนดขอบเขตโดยเงื่อนไขทั้ง (1), (2) และ (3) ข้างต้น  

 2. นักศึกษาคนน้ี จะต้องท างานอย่างน้อย กี่ช่ัวโมง ใน หน่ึงสัปดาห์ 

    ซึ่งเราสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ  

   จ านวนช่ัวโมงท้ังหมด = 𝑝 + 𝑐 

 และ ถูกก าหนดขอบเขตโดยเง่ือนไขท้ัง (1), (2) และ (3) ข้างต้น เช่นกัน 

หรือ  3. นักศึกษาคนนนี้ จะสามารถท างานในห้องคอมพิวเตอร์ได้อยา่งมาก กี่ช่ัวโมง 

    ซึ่งเราสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ  

   จ านวนช่ัวโมงท้ังหมด = 𝑐 

 และ ถูกก าหนดขอบเขตโดยเง่ือนไขท้ัง (1), (2) และ (3) ข้างต้น เช่นกัน 

ซึ่งถึงแม้ว่า ทั้ง 3 ปัญหานี้ จะมีระบบอสมการเงื่อนไข (1), (2) และ (3) เหมือนกัน แต่สมการเป้าหมายจะแตกต่างกันไปขึ้นอยู่

กับเราจะตอบค าถามอะไร อย่างไรก็ตาม ค าตอบของแต่ละสมการเป้าหมายนั้น จะอยูภ่ายในขอบเขตบริเวณพื้นที่ของผลเฉลย

ที่เป็นไปได้(ท่ีเราศึกษาและรู้จักมาแล้วในหัวข้อที่ 6.1) ดังนั้น วิธีหนึ่งที่เราจะสามารถตรวจสอบได้ว่าจุดใดในบริเวณนี้ เป็นผล

เฉลยที่เราต้องการ ก็คือ การน าจดุทั้งหมดที่อยู่ในบริเวณนั้น มาแทนค่าในสมการเป้าหมาย แล้วเปรยีบเทียบผล ซึ่งเราจะเห็น

ว่า ในทางปฏิบัติแล้ว เราไมส่ามารถน าจุดทั้งหมด ที่มีอยู่เป็นจ านวนมาก มาตรวจสอบได้หมด ดังนั้น เราจะใช้ทฤษฏีหลักๆ ที่

เกี่ยวข้องกับเรื่องน้ี มาช่วย ดังนี้  

ทฤษฏีบท6.2.1 

1.  ถ้าผลเฉลยของก าหนดการเชิงเส้นหนึ่งๆ หาได้ ผลเฉลยนั้น จะปรากฎที่จุดมุมของพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได ้

2. ถ้าผลเฉลยนั้นปรากฎอยูเ่ป็นจดุมุมที่เชื่อมด้วยเส้นตรง แล้วจะได้ว่า จุดต่างๆ ที่อยู่บนเส้นท่ีเชือ่มระหว่างจุดสองจุดนั้น ก็จะ

เป็นผลเฉลยด้วยเช่นกัน 

3.   ก าหนดการเชิงเส้นท่ีมีพื้นท่ีของผลเฉลยที่เป็นไปได้ทีม่ีขอบเขต จะสามารถหาผลเฉลยไดเ้สมอ 

4.   ก าหนดการเชิงเส้นท่ีมีพื้นท่ีของผลเฉลยที่เป็นไปได้ทีไ่มม่ีขอบเขต อาจจะมผีลเฉลย หรือไมม่ีก็ได้ 

 

จึงท าใหก้ารหาผลเฉลยของระบบก าหนดการเชิงเส้นหนึ่ง โดยวิธีกราฟน้ัน สามารถท าไดต้ามขั้นตอนดังนี้ 
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 ขั้นที่ 1 วาดกราฟเพื่อหาพ้ืนท่ีผลเฉลยที่เป็นไปได ้

 ขั้นที่ 2หาจุดต่างๆ ที่อยู่เป็นจดุมมุของพื้นที่ของผลเฉลยที่ได้มาจากขั้นที่ 1 

 
ขั้นที่ 3ถ้าพ้ืนท่ีที่เป็นไปได้ของผลเฉลยที่หาได้จากขั้นท่ี 1 น้ัน มีขอบเขต จะได้ว่า ค่าที่เหมาะสมที่สดุ(ซึ่งอาจเป็นค่า

มากสุด หรือค่าน้อยสุด แล้วแต่กรณีและเหตุการณ์ของปัญหาจริง) ที่ก าลังหาอยู่นี้ จะเป็นจดุมมุหนึ่ง จุด

มุมใด ท่ีหาได้จากขั้นท่ี 2 

 ขั้นที่ 4 ถ้าพ้ืนท่ีที่เป็นไปได้ของผลเฉลยที่หาได้จากขั้นท่ี 1 ไมม่ีขอบเขต การหาค่าเหมาะสมทีสุ่ด อาจจะต้อง

พิจารณาเป็นกรณีๆ ไป ซึ่งอาจจะให้เฉพาะค่าต่ าสุด แต่ไม่ให้คา่สูงสดุ หรือทางกลับกัน ก็อาจเป็นได้  

 

และถ้าเราน าขั้นตอนเหล่านี้ มาหาผลเฉลยของก าหนดการเชิงเส้นในกรณีของนักศึกษาคนท่ีเราพดูถึงมานี้ เราจะได้ดังนี้ 

เราสามารถหาพื้นที่ของผลเฉลยทีเ่ป็นไปได้ ดังรูป 

 

 

แผนภำพที่  53พื้นที่ท่ีเป็นไปได้ของผลเฉลยของตัวอย่างกรณีของนกัศึกษาที่ต้องท างาน 2 ประเภท 

จาก แผนภาพท่ี  53 เราจะได้ว่า บริเวณของพื้นที่ของผลเฉลยที่เปน็ไปได้นั้นมีจุดมุมทั้งหมด 3 จุด คอื (0,24), (0,30) และจุด 

(25.2, 4.8) และขั้นต่อไป เราจะน าจุดมุมเหลา่นี้ มาทดสอบกับสมการเป้าหมายในแตล่ะข้อ  

 1. นักศกึษาคนนี้ สามารถท าเงินได้สูงสดุเป็นจ านวนเท่าใด ในหนึ่งสปัดาห ์

     ซึ่งเราจะสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ 

    จ านวนเงินท้ังหมด =  80𝑐 + 105𝑝  

ทบทวนกำรหำจุดตัดระหว่ำงเส้นตรง 2 เส้น หำได้จำกกำรแก้ระบบสมกำรเชงิ

เส้น 2 ตัวแปร ที่เรำศึกษำมำแล้วในหวัข้อที่ 1.7 และ 1.8 
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ตำรำงที่  17 ตารางแสดงการเปรยีบเทียบค่าของสมการเป้าหมาย ด้วยต าแหน่งจดุมุมต่างๆ ในพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ 

เพื่อหาค่าสูงสดุ 

จุดมุม สมการเป้าหมาย 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานในห้องคอมฯ(𝑐) 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานส่งพิซซ่า(𝑝) 

ค่าจ้างท่ีได้รบั (บาท) 

=  80𝑐 + 105𝑝 

0 24 2,520 

0 30 3,150 

25.2 4.8 2,520 

 จาก ตารางที่  17 จะเห็นได้ชัดเจนว่า ณ ต าแหน่งจุด (0,30) ค่าจ้างท่ีได้รับนั้น มีจ านวนสุงสุด เราจึงสามารถตอบ

ค าถามข้อแรกข้อนี้ได้แล้วว่า นักศกึษาคนนี้สามารถท าเงินไดสู้งสดุเป็นจ านวน 3,150 บาท ต่อสัปดาห์ โดยการท างานส่งพิซซ่า 

30 ชม. อย่างเดียว และไม่ท างานในห้องคอมเลย  

  2. นักศึกษาคนน้ี จะต้องท างานอย่างน้อย กี่ช่ัวโมง ใน หน่ึงสัปดาห์ 

    ซึ่งเราสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ  

   จ านวนช่ัวโมงท้ังหมด = 𝑝 + 𝑐 

ตำรำงที่  18ตารางแสดงการเปรยีบเทียบค่าของสมการเป้าหมาย ด้วยต าแหน่งจดุมุมต่างๆ ในพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ 

เพื่อหาค่าต่ าสุด 

จุดมุม สมการเป้าหมาย 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานในห้องคอมฯ(𝑐) 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานส่งพิซซ่า (𝑝) 

จ านวน ชม. รวมที่ท างาน 

=  𝑐 + 𝑝 

0 24 240 

0 30 300 

25.2 4.8 300 

 จาก ตารางที่  18 จะเห็นได้ชัดว่า ท่ีจุด (0,24) ให้ค่าจ านวน ชม. ที่นักศึกษาคนน้ีต้องท างานน้อยสุด ดังนั้น เราจึง

สามารถตอบค าถามข้อทีส่องนี้ไดแ้ล้วว่า นักศึกษาคนนี้ ต้องท างานอย่างน้อย 24 ชม. ต่อสัปดาห์ โดยท างานส่งพิซซ่าประเภท

เดียว ไม่ต้องท าในห้องคอมเลย กจ็ะยังสามารถท ารายได้ ไดต้ามเปา้หมายก าหนด 

  3. นักศึกษาคนนนี้ จะสามารถท างานในห้องคอมพิวเตอร์ไดสู้งสุด กีช่ั่วโมง 

    ซึ่งเราสามารถสร้าง สมการเป้าหมาย ได้คือ  

   จ านวนช่ัวโมงท้ังหมด = 𝑐 
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ตำรำงที่  19ตารางแสดงการเปรยีบเทียบค่าของสมการเป้าหมาย ด้วยต าแหน่งจดุมุมต่างๆ ในพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ 

เพื่อหาค่าสูงสดุ 

จุดมุม สมการเป้าหมาย 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานในห้องคอมฯ(𝑐) 

จ านวน ชม.  

ที่ท างานส่งพิซซ่า (𝑝) 

จ านวน ชม. ที่ท างานในห้องคอม  

=  𝑐 

0 24 0 

0 30 0 

25.2 4.8 25.2 

 จาก ตารางที่  19 จะเห็นได้ชัดว่า นักศึกษาคนนี้ ต้องท างานในห้องคอมไดม้ากสดุคือ 25.2 ชม. ซึ่งนักศึกษาคนนี้ 

จะยังคงต้องท างานส่งพิซซ่าอีก 4.8 ชม. ถึงจะสามารถสร้างรายได้ตามที่ก าหนดได้  

ข้อตกลง สมการเป้าหมาย ต่อไป เราจะเขียนแทนด้วย สัญลักษณ์  𝑃 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 
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ตัวอย่างที่ 6.2.1 ได้แสดงการหาค่าเหมาะสมท่ีสุด ส าหรับปัญหาก าหนดการเชิงเส้นท่ีมีพื้นท่ีของผลเฉลยที่เป็นไปได้แบบมี

ขอบเขต ในตัวอย่างต่อไปนี้ จะเปน็ลักษณะของปัญหาก าหนดการเชิงเส้นท่ีมีพื้นท่ีของผลเฉลยที่เป็นไปได้ แบบไม่มีขอบเขต 

ตวัอยา่งท่ี 6.2.1จงหำค่ำมำกทีสุ่ดที่เป็นไปได้ ของสมกำรเป้ำหมำยที่ก ำหนดโดย 

𝑃 = 6𝑥 + 2𝑦 

ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

−3𝑥 + 𝑦 ≥ 2
𝑥 + 𝑦 ≤ 10
𝑥 ≥ 0
𝑦 ≥ 0

 

วิธีท าดว้ยกำรใช้เทคนคิที่ได้ศึกษำไปแล้วในหวัข้อที ่ 6.1 เรำจะสำมำรถวำดกรำฟเพื่อระบพุื้นทีข่องผล

เฉลยที่เป็นไปได้ ดังแสดงใน แผนภาพที่  54 

 

แผนภำพที่  54กราฟแสดงพื้นที่ของเฉลยที่เป็นไปได้ ประจ าตวัอย่างที่ 6.2.1 

เรำจะสำมำรถระบตุ ำแหน่งของจุดมมุได้ คือ จุด (0,2), (0,10) และจุด (2,8) ต่อไปเรำจะพจิำณำแต่ละ

จุดมมุ ว่ำจะให้ค่ำสมกำรเป้ำหมำย เป็นค่ำอะไรกันบ้ำง  

ตารางท่ี  20ตำรำงแสดงกำรเปรียบเทียบคำ่ของสมกำรเป้ำหมำย ด้วยต ำแหน่งจุดมุมต่ำงๆ ในพื้นที่
ของผลเฉลยที่เป็นไปได ้เพื่อหำค่ำสูงสุดส ำหรับตัวอย่ำงที่ 6.2.1 

จุดมุม สมการเป้าหมาย 

𝑃 = 6𝑥 + 2𝑦 𝑥 𝑦 
0 2 4 
0 10 20 
2 8 28 

 

จำกตำรำงที่  20  จะได้ว่ำค่ำ 𝑃  มีค่ำมำกสุดเท่ำกับ 28 ซึ่งเกิดจำกค่ำ  𝑥 = 2  และค่ำ  𝑦 = 8 
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ตวัอยา่งท่ี 6.2.2จงหำพิจำรณำหำค่ำต่ ำสุดของก ำหนดกำรเชงิเส้นที่มีสมกำรเป้ำหมำยคือ  

𝑃 = 2𝑥 + 5𝑦 

ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

4𝑥 + 𝑦 ≥ 4
−𝑥 + 𝑦 ≥ 1
𝑥 ≥ 0
𝑦 ≥ 0

 

วิธีท าดว้ยกำรใช้เทคนคิที่ได้ศึกษำไปแล้วในหวัข้อที ่ 6.1 เรำจะสำมำรถวำดกรำฟเพื่อระบพุื้นทีข่องผล

เฉลยที่เป็นไปได้ ดังแสดงใน แผนภาพที่  55 

 
แผนภำพที่  55กราฟแสดงพื้นที่ของ
เฉลยที่เป็นไปได้ ประจ าตัวอย่างที่ 6.2.2 

 เห็นได้อย่ำงชัดเจนว่ำ พื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปได้
นั้น ไมม่ีขอบเขต อย่ำงไรก็ตำมเรำก็ยังจะสำมำรถหำ
ค่ำต่ ำสุดของปัญหำนี้ได้ เน่ืองจำกเรำจะสังเกตเห็นว่ำ 
จุดมมุ 2 จุดคือ (0.6,1.6) และ (0,4) นั้น อยู่ทำง
ด้ำนล่ำงของบริเวณพื้นทีข่องเฉลยที่เป็นไปได้ (ในขณะ
ที่เรำจะไม่สำมำรถหำค่ำสูงสุดได้เพรำะบริเวณดังกล่ำว
นี้ มีเน้ือที่ขึ้นไปข้ำงบนอย่ำงไมม่ีที่สิ้นสุด) ดังนั้น เรำจะ
น ำทั้ง 2 จุดน้ี มำทดสอบหำค่ำของสมกำรเป้ำหมำย ดัง
แสดงได้ใน ตำรำงที่  21 

 

 

ตารางท่ี  21ตำรำงแสดงกำรเปรียบเทียบคำ่ของสมกำรเป้ำหมำย ด้วยต ำแหน่งจุดมุมต่ำงๆ ในพื้นที่
ของผลเฉลยที่เป็นไปได ้เพื่อหำค่ำต่ ำสุดส ำหรับตัวอย่ำงที่ 6.2.2 

จุดมุม สมการเป้าหมาย 

𝑃 = 2𝑥 + 5𝑦 𝑥 𝑦 
0.6 1.6 9.2 
0 4 20 

จำกตำรำงที่  21  จะได้วำ่ค่ำ 𝑃  มีค่ำต่ ำสุดเท่ำกับ 9.2 ซึ่งเกิดจำกค่ำ  𝑥 = 0.6  และค่ำ  𝑦 =
1.6 
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แบบฝึกทักษะที่ 6.2จงพิจาราณาก าหนดการเชิงเส้นต่อไปนี้ แล้วหาผลเฉลยโดยใช้การวาดกราฟ 

1) จงหาค่าสูงสุด  เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = 9𝑥 + 7𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

2𝑥 + 𝑦 ≤ 40
𝑥 + 3𝑦 ≤ 30
𝑥 ≥ 0
𝑦 ≥ 0

 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

...................................................................................................................................................... 

2)  ปัญหาค่าต่ าสดุ เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = 2𝑥 + 5𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

3𝑥 + 2𝑦 ≤ 6
−2𝑥 + 4𝑦 ≤ 8
𝑥 + 𝑦 ≥ 1
𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0

 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 
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.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 
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. 

3)  จากข้อมูลในข้อ 2 จงหาว่าค่าสูงสุดของฟังก์ชันเป้าหมายเท่ากับเท่าใด และ ณ ต าแหน่งใด 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 
4) ปัญหาค่าต่ าสุด เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = 2𝑥 + 4𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

𝑥 + 2𝑦 ≥ 10
3𝑥 + 𝑦 ≥ 10
𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 0

 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

5) ปัญหาค่าต่ าสุด เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = −5𝑥 + 3𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

6𝑥 + 𝑦 ≥ 6
−2𝑥 + 𝑦 ≥ 1
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
 𝑦 ≥ 1

 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................
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6) ปัญหาค่าสูงสดุ เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = 2𝑥 + 1.25𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  

{
 
 

 
 
1

2
𝑥 +

1

2
𝑦 ≤ 130

1

2
𝑥 +

2

3
𝑦 ≤ 170

𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 1

 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

............................................................................................................................................................................................................................................................. 

 

 

6.3 กำรหำค่ำเหมำะสมที่สุดโดยวิธีซิมเพล็กซ์เบ้ืองต้น(Finding the Optimal Value by 

Complex Table) 

 ในหัวข้อ 6.2 เราได้ศึกษามาแล้วในเรื่องของการหาผลเฉลยของก าหนดการเชิงเส้นโดยวิธีเขียนเปน็กราฟ และ

ทดสอบจุดมุม นักศึกษาจะสังเกตเห็นว่า เราจะสามารถเขยีนกราฟของระบบในระนาบ 2 มิตไิด้นั้น ระบบนั้นจะต้องประกอบ

ไปด้วยตัวแปรอิสระไม่เกิน 2 ตัว (โดยปกติคือ 𝑥 และ 𝑦 ) อย่างไรก็ตาม ในโลกของความเป็นจริงนั้น ระบบก าหนดการเชิง

เส้นหนึ่ง อาจจะประกอบด้วยจ านวนตัวแปรอิสระหลายสิบ หรือแมก้ระทั่งเป็นร้อยตัว ดังนั้น วิธีหนึ่งที่นอกเหนือจากการเขียน

กราฟท่ีไดร้ับความนิยมในการแกไ้ขปัญหาก าหนดการเชิงเส้นนั้น คือการใช้ตารางซิมเพล็กซ ์

 ในกระบวนการการใช้ตารางซิมเพล็กนั้น มีอยู่หลายรูปแบบ ซึ่งการเลือกใช้รูปแบบจัดการแต่ละรูปแบบนั้น จะขึ้นอยู่

กับลักษณะของก าหนดการเชิงเสน้ ในบรรดารูปแบบต่างๆ  ในหัวข้อนี้ จะได้น าเสนอเพียงแครู่ปแบบเดียว คือก าหนดการเชิง

เส้นท่ีเรยีกว่า "ปัญหาค่าสูงสดุมาตรฐาน (Standard Maximize Problem)"ซึ่งสามารถให้ค าจ ากัดความไดด้ังนี้  

นิยำม 6.3.1 ปัญหาค่าสูงสดุมาตรฐาน (Standard Maximize Problem) คือ ปัญหาที่ให้หาค่าสูงสุดของสมการเป้าหมาย และมี

ระบบอสมการเงื่อนไขท่ีอยู่ในรูป "น้อยกว่า" หรือ "น้อยกว่า หรือเท่ากับ"  
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ซึ่งมีข้ันตอนการใช้ดังนี ้

สมมติว่าเรามีก าหนดการเชิงเส้นคอื จงหาค่าสูงสุดของสมการเป้าหมาย  

𝑃 = 70𝑥 + 50𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

4𝑥 + 3𝑦 ≤ 240
2𝑥 + 𝑦 ≤ 100

𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 0

 

ข้อสังเกต เราจะเห็นว่าก าหนดการเชิงเส้นนี้เป็นปญัหาค่าสูงสดุมาตรฐาน(เราไมส่นใจเงื่อนไข 𝑥 ≥ 0 และ 𝑦 ≥ 0 ) 

 ขั้นที่ 1เปลีย่นอสมการเป็นสมการ โดยการใช้ตัวแปรส่วนขาด(Slack variable)𝑠1, 𝑠2 ซึ่งท าได้ดังนี ้

4𝑥 + 3𝑦 ≤ 240 
เขียนเป็นสมการ

ได้ว่า 

4𝑥 + 3𝑦 + 𝑠1 = 240 

หรือ  

4𝑥 + 3𝑦 + 𝑠1 + 0𝑠2 = 240 

 

 

.................(1) 

2𝑥 + 𝑦 ≤ 100 
เขียนเป็นสมการ

ได้ว่า 

2𝑥 + 𝑦 + 𝑠2 = 100 

หรือ  

2𝑥 + 𝑦 + 0𝑠1 + 𝑠2 = 100 

 

 

...............  (2) 

และเขียนสมการเป้าหมายใหม่ ใหป้ระกอบไปด้วยตัวแปรส่วนขาดทั้ง 2 ตัวแปร ได้ว่า  

−70𝑥 − 50𝑦 + 0𝑠1 + 0𝑠2 +  𝑃 =………….(3) 

 ขั้นที่ 2สรา้งตารางซมิเพล็กซเ์ริม่ตน้ โดยการน าสัมประสิทธ์ิของสมการ (1) (2) และ (3) ที่เขียนไปในขั้นท่ี 1 น้ัน มา

เขียนในตารางซมิเพล็กเริ่มต้น ไดด้ังนี ้

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 

𝑠2 2 1 0 1 0 100 

 -70 -50 0 0 1 0 

 ขั้นที่ 3  ระบุ หลักส ำคัญ โดยเลือกจากบรรทัดสุดท้ายของตาราง โดยเลือกหลักท่ีมีจ านวนท่ีมีค่าน้อยที่สุด ซึ่งในที่น้ี

เราจะเห็นว่า ในบรรทดัสดุท้ายนั้น ค่า -70 คือค่าที่น้อยท่ีสุด ดังนั้น เราจะได้หลักส าคัญ คือหลักทีร่ะบายสีข้างล่างนี ้

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 
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𝑠2 2 1 0 1 0 100 

 -70 -50 0 0 1 0 

 ขั้นที่ 4 ระบุ แถวส ำคัญ คือการพิจารณาจากอัตราส่วนของค่าในช่อง "ค่าทางขวามือ" ของตาราง ในแต่ละแถว กับ

ค่าที่อยู่ในหลักส าคญั ที่เลือกมาไดใ้นขั้นที่ 4 แล้วเลือกเอาแถวที่ให้ค่าอัตราส่วนดังกล่าวนี้ มีค่า น้อยทีสุ่ด 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ ทดสอบอัตรส่าวน 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 240

4
 = 60 

𝑠2 2 1 0 1 0 100 100

2
 = 50 

 -70 -50 0 0 1 0  

จากตารางข้างบน เราจะเห็นว่า คา่อัตราส่วนท่ีน้อยทีสุ่ดคือ 50 ดังนั้น เราจึงไดต้ าแหน่งแถวส าคัญ คือ แถวที่ระบายสี ดังนี้ 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 

𝑠2 2 1 0 1 0 100 

 -70 -50 0 0 1 0 

 ขั้นที่ 5 ระบุ สมำชิกส ำคัญ โดย สมาชิกส าคญันี้ คือ สมาชิกท่ีอยู่ในต าแหน่งหลักส าคัญ และแถวส าคัญ และจาก

ตารางข้างบนน้ี เราจะได้สมาชิกส าคัญคือ 2 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 

𝑠2 2 1 0 1 0 100 

 -70 -50 0 0 1 0 

 ขั้นที่ 6 หารสมาชิกในแถวส าคญัทั้งหมดด้วยสมาชิกส าคญั เพื่อจะให้ต าแหน่งของสมาชิกส าคญัที่มีอยู่นี้ มีค่าเป็น 1 

จึงได้ว่า 
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ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 4 3 1 0 0 240 

𝑠2 1 1/2 0 1/2 0 50 

 -70 -50 0 0 1 0 

 ขั้นที่ 7 ใช้กระบวนการการด าเนนิการเชิงแถวเบื้องต้น ในการพยายามท าให้สมาชิกทุกตัวท่ีอยู่ในแถวส าคัญนั้น เป็น 

0 ยกเว้นค่า ณ ต าแหน่งสมาชิกส าคัญ ซึ่ง ณ เวลานี้ มีค่าเป็น 1 แล้ว  

ซึ่ง ในที่น้ี เราจะด าเนินการโดย 𝑅1 − 4𝑅2แล้วเขียนเป็น  𝑅1 ตัวใหม่ และ  

  𝑅3 + 70𝑅2 แล้วเขียนเป็น  𝑅3 ตัวใหม่  จึงได้ว่า 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 0 1 1 -2 0 40 

𝑠2 1 1/2 0 1/2 0 50 

 0 -15 0 35 1 3500 

ขั้นที่ 8 ย้อนกลับไปเริม่ท าขั้นที่ 3 ใหม่ จนกระทั่ง ในบรรทัดสุดท้ายของตารางท้ายสุดนั้น ไม่บรรจุค่าที่เป็นลบเลย 

ซึ่งตอนนี้ เรามีค่า -15 อยู่ เราจึงจะด าเนินการตามขั้นท่ี 3 อีกรอบ จึงได้ว่า 

หลักส ำคัญคือ 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 0 1 1 -2 0 40 

𝑠2 1 1/2 0 1/2 0 50 

 0 -15 0 35 1 3500 

 

แถวส ำคัญคือ  

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทาง ทดสอบอัตราส่วน 
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ขวามือ 

𝑠1 0 1 1 -2 0 40 40 ÷ 1 = 40 

𝑠2 1 1/2 0 1/2 0 50 
50 ÷ (

1

2
) = 100 

 0 -15 0 35 1 3500  

ดังนั้น สมำชกิส ำคัญ คือ สมาชิกที่อยู่แถวและหลักส าคญั นั่นคือ 1 

ต่อไป เราจะด าเนินการโดย 𝑅2 −
1

2
𝑅1แล้วเขียนเป็น  𝑅2 ตัวใหม่ และ  

  𝑅3 + 15𝑅1 แล้วเขียนเป็น  𝑅3 ตัวใหม่  จึงได้ว่า 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่าทางขวามือ 

𝑠1 0 1 1 -2 0 40 

𝑠2 1 0 -1/2 3/2 0 30 

 0 0 15 5 1 4100 

เราจะเห็นว่า ตารางที่ไดม้าล่าสุดนี้ ในบรรทัดล่างสุด ไม่มีค่าที่เป็นลบอยู่เลย ดังน้ัน เราจึงสามารถอยู่กระบวนการได้  

และเราจะสามารถสรุปค าตอบไดค้ือ ค่า  𝑃  ที่มากสุดคือ 4100 และเกิดเมื่อ  𝑥 = 30  และ  𝑦 = 40 

 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 

................................................................................................................................................................................. 
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ตวัอยา่งท่ี 6.3.1 จงใชต้ำรำงซมิเพล็กซ์ในกำรหำผลเฉลยของปัญหำค่ำสูงสุดมำตรฐำนต่อไปนี้ 

ก ำหนด สมกำรเป้ำหมำย 
𝑃 = 4𝑥 + 3𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

3𝑥 + 2𝑦 ≤ 12
𝑥 + 𝑦 ≤ 5
𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 0

 

 

วิธีท า 

ขัน้ท่ี 1เปล่ียนอสมกำรเป็นสมกำร โดยกำรใช้ตวัแปรส่วนขำด(Slack variable)𝑠1, 𝑠2 ซึ่งท ำได้ดังนี ้

3𝑥 + 2𝑦 + 𝑠1 + 0𝑠2 = 12 

𝑥 + 𝑦 + 0𝑠1 + 1𝑠2 = 5 

𝑃 = 4𝑥 + 3𝑦 

ขัน้ท่ี 2 สร้ำงตำรำงซมิเพล็กซ์เริม่ต้น  

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ 

𝑠1 3 2 1 0 0 12 

𝑠2 1 1 0 1 0 5 

 -4 -3 0 0 1 0 

ขัน้ท่ี 3 ระบหุลักส ำคัญ (คือหลักที่มจี ำนวนที่น้อยที่สุดในบรรทดัสุดท้ำย)  

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ 

𝑠1 3 2 1 0 0 12 

𝑠2 1 1 0 1 0 5 

 -4 -3 0 0 1 0 
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ตวัอยา่งท่ี 6.3.1(ต่อ) 

ขัน้ท่ี 4 ระบแุถวส ำคัญ (คือแถวที่มีอัตรำส่วนของค่ำในช่องขวำสุดกับค่ำในหลักส ำคัญ น้อยสุด) 

ตัว
แปร 

𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ ทดสอบอัตรำส่วน 

𝑠1 3 2 1 0 0 12 12/3 = 4 

𝑠2 1 1 0 1 0 5 5/1 = 5 

 -4 -3 0 0 1 0  

ขัน้ท่ี 5 ระบุสมำชิกส ำคัญ คือ 3 

ตัว
แปร 

𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ ทดสอบอัตรำส่วน 

𝑠1 3 2 1 0 0 12 12/3 = 4 

𝑠2 1 1 0 1 0 5 5/1 = 5 

 -4 -3 0 0 1 0  

ขัน้ท่ี 6 หำรทั้งแถวส ำคัญ ดว้ยสมำชิกส ำคัญ จะได ้

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ 

𝑠1 1 2/3 1/3 0 0 4 

𝑠2 1 1 0 1 0 5 

 -4 -3 0 0 1 0 
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ข้อสังเกต1.ในการหาคา่ต่ ำสุดของ 𝑃 เราสามารถท าได้โดยการเปลีย่นเป็นการหาค่าสูงสุดของ−𝑃 แทน เพื่อที่จะสามารถใช้

กระบวนการที่เราท ามานี้ เช่น ถ้าโจทย์ให้หาค่ำต่ ำสุดของสมการเป้าหมาย 𝐶 = −𝑥 + 3𝑦ก็จะสามารถท าได้โดยการหา

ค่าสุงสุดของสมการเป้าหมาย 𝑃 = −𝐶 = 𝑥 − 3𝑦 

 2.ถ้าเงื่อนไขที่ให้มาบางข้อเป็นแบบ “มำกกว่ำ หรือเท่ำกับ” ให้น า (-1) คูณตลอด เพื่อเป็น “น้อยกว่ำ หรือเท่ำกับ” 

ซึ่งก็จะกลายเป็นเงื่อนไขของปัญหาค่าสูงสดุมาตรฐาน และสามารถแก้ได้ด้วยวิธีท่ีเราได้ศึกษากันไปแล้วเช่นกัน  

 

 

 

ตวัอยา่งท่ี 6.3.1(ต่อ) 

ขัน้ท่ี 7 ใช้กระบวนกำรกำรด ำเนินกำรเชิงแถวเบื้องต้น ในกำรพยำยำมท ำให้สมำชิกทุกตัวที่อยู่ในแถว

ส ำคัญนั้น เป็น 0 ยกเว้นค่ำ ณ ต ำแหนง่สมำชิกส ำคัญ ซึ่ง ณ เวลำนี้ มีค่ำเป็น 1 แล้ว  

จะด ำเนินกำรโดย 𝑅2 − 𝑅1แล้วเขียนเป็น  𝑅2 ตัวใหม่ และ  

 𝑅3 + 4𝑅1 แล้วเขียนเป็น  𝑅3 ตัวใหม่  จึงไดว้่ำ 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ 

𝑠1 1 2/3 1/3 0 0 4 

𝑠2 0 1/3 -1/3 1 0 1 

 0 -1/3 4/3 0 1 16 

ขัน้ท่ี 8 จำกตำรำงล่ำสุดน้ี จะเห็นว่ำ ในบรรทัดสุดท้ำย มีค่ำที่เป็นลบอยู่ จงึจะต้องด ำเนินกำรตั้งแต่

ขั้นตอนที่ 3 ถึงขั้นที่ 7 อีกรอบ จนกระทั่งไดต้ำรำงรอบสอง ดังนี้ 

ตัวแปร 𝑥 𝑦 𝑠1 𝑠2 𝑃 ค่ำทำงขวำมือ 

𝑠1 1 0 1 -2 0 2 

𝑠2 0 1 -1 3 0 3 

 0 0 1 1 1 17 

ซึ่งตำรำงใหม่ที่ไดม้ำจำกกำรท ำรอบสองนี้ ในบรรทัดสุดท้ำย ไม่มีค่ำติดลบเลย จึงสำมำรถหยุด

กระบวนกำร และสรุปค ำตอบไดค้ือ  ค่ำ  𝑃  ทีม่ำกสุดคือ 17 และเกิดเมื่อ  𝑥 = 2  และ  𝑦 = 3 
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แบบฝึกทักษะที่ 6.3จงพิจาราณาก าหนดการเชิงเส้นต่อไปนี้ แล้วใช้ตารางซิมเพล็กซ์ในการหาผลเฉลย 

1)ค่าสูงสุด เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย คือ𝑃 =  3𝑥 +  4𝑦  

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

𝑥 +  𝑦 ≤  4
2𝑥 + 𝑦 ≤ 5
𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 0
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2)ค่าต่ าสุด เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย คือ𝑃 = −2𝑥 +  𝑦  

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

𝑥 +  2𝑦 ≤  6
3𝑥 + 2𝑦 ≤ 12

𝑥 ≥ 0
 𝑦 ≥ 0
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3)ค่าสูงสุดเมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย𝑃 = 2𝑥 +  𝑦  

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

3𝑥 +  𝑦 ≤  6
𝑥 − 2𝑦 ≤ 2
𝑥 ≤ 3

 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0
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4) ปัญหาค่าต่ าสุด เมื่อก าหนดสมการเป้าหมาย 

𝑃 = 2𝑥 + 𝑦 

และ ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี้  {

𝑥 + 𝑦 ≥ 10
3𝑥 + 𝑦 ≥ 15
𝑥 ≤ 8, 𝑦 ≤ 12
 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0
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6.4 บทประยุกต์ในชีวิตประจ ำวัน(Applications in Daily Life) 

 เมื่อคราที่พายโุหมกระหน่ าจูโ่จมสนามบิน Chicago's O'Hare นั้น ส่งผลใหม้ีการปดิสนามบินอย่างกระทันหัน และ

เนื่องจาก ทางสายการบินอเมรกิันได้ใช้ก าหนดการเชิงเส้นในการควบคุม และวางแผนการเข้า-ออกของเที่ยวบิน การจอง

โรงแรม การจัดสรรคิวของพนักงานประจ าเครื่องบิน และรวมถึงการจัดสรรทรัพยากรเชื้อเพลง ดังนัน้ ก าหนดการเชิงเส้นจึงมี

บทบาทเป็นอย่างมากโดยเฉพาะอย่างยิ่งในสถานการณ์กระทันหันแบบนี้ ในการณ์นี้ ท่านประธานกลุ่มเทคโนโลยีการตัดสินใจ 

ของสายการบินอเมริกัน ได้ให้ความคิดเห็นต่อก าหนดการเชิงเส้นวา่ "การหาผลเฉลยให้กับก่าหนดการเชิงเส้นในเวลาที รวดเร็ว

นั้น มีความส่าคัญเป็นอย่างยิ ง ถ้าเราประสบกับปัญหาในลักษณะแบบนี้ แล้วจะเห็นว่า เที ยวบินหลายเที ยวบินต้องถูกยกเลิก 

ซึ งนั นก็หมายถึงว่า เรามผีู้โดยสารและเครื องบิน กระจัดกระจายตามที ต่างๆ โดยไมเ่ป็นไปตามแผน ดงันั้น สิ งที เราจ่าเป็นอย่าง

เร่งด่วนคือวิธีการที จะสามารถควบคุมและนา่ระบบด่าเนินการทั้งหลาย ให้กลับเข้าสู่สภาวะปกติให้เร็วที สุด" และก าหนดการ

เชิงเส้น ก็เป็นวิธีที่ได้รับความนิยมและเชื่อถือ ในการจัดการกับสถานการณ์ที่มีการเปลี่ยนแปลงของเงื่อนไขรอบข้าง ได้อย่างมี

ประสิทธิภาพ 

 

แผนภำพที่  56พายุหิมะและลมฝน มีผลอย่างมากในการคมนาคมขนส่งทางอากาศ และก าหนดการเชิงเส้นได้รบัความนิยม

เป็นอย่างมากในการจดัการกับสถานการณ์ในลักษณะแบบนี ้

 หลังจากท่ีเราได้ศึกษาการแก้ปัญหาก าหนดการเชิงเส้นมาแล้ว ทั้งด้วยวิธีการเขียนกราฟ และวิธีการใช้ตารางซิม

เพล๊กซ์ ในบทนี้ เราจะไดม้าศึกษาการน ากระบวนก าหนดการเชิงเสน้ ไปแก้ไขปัญหาที่เราสามารถพบได้ในหลายๆ บรบิท โดย 

ภาระงานหลักของเราในหัวข้อน้ี กค็ือ การพยายามสร้างก าหนดการเชิงเส้นจากตัวปัญหาจริงที่มีการระบุสมการเป้าหมาย และ

เงื่อนไขประกอบ หลังจากนั้น เราจะเลือกใช้เทคนิคท่ีจะน ามาหาผลเฉลย การศึกษาแต่ละตัวอย่างต่อไปนี้ จะเป็นการเพิ่ม

ทักษะการมองและตีความโจทย์ปญัหาจริง ให้อยู่ในรูปก าหนดการเชิงเส้น  
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โดยกระบวนกำรโดยรวมแล้ว ประกอบด้วย 

ขั้นที่ 1 การก าหนดตัวแปรที่เกีย่วข้อง มีหลักการคือ เราจะก าหนดตัวแปรให้เป็นจ านวนหรือปรมิาณของสิ่งที่โจทย์

ถามถึง ซึ่งโดยปกติแล้วอาจมีมากกว่าหรือเท่ากับ 2 ตัวแปร  

ขั้นที่ 2 เขียนสมการเป้าหมาย โดยพิจารณาจากโจทย์ว่า โจทย์ถามหาอะไรและเกี่ยวข้องกับจ านวนหรือปริมาณ

ของสิ่งที่เราก าหนดให้เป็นตัวแปรแล้วในข้ันท่ี 1 อย่างไร 

ขั้นที่ 3 เขียนเงื่อนไขทั้งหมดในรปูอสมการ โดยพิจารณาจากข้อความในโจทย์และความเช่ือมโยงกับตัวแปรที่เรา

ก าหนดขึ้นในข้ันท่ี 1 

ขั้นที่ 4 มาถึงขัน้นี้แล้ว เราจะไดก้ าหนดการเชิงเส้นออกมา 1 ชุด ซึ่งประกอบด้วย สมการเป้าหมาย 1 สมการ 

และอสมการเงื่อนไข ดังนั้น ต่อไปท่ีเหลืออยู่ คือการเลือกเอาวิธีที่เหมาะสม ที่เราได้ศึกษามาแล้วในหัวข้อ

ที่ 6.2 และ 6.3 มาแก้ปัญหาก าหนดการเชิงเส้นนี้  

ตัวอย่างทั้งหลายต่อไปนี้ จะท าใหน้ักศึกษาได้มีความเข้าใจในกระบวนการทั้ง 4 ได้ดียิ่งขึ้น  

 

 

บันทึก................................................................................................................................................................................. 
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ตวัอยา่งท่ี 6.4.1 บรษิัทยิ่งใหญไ่ฮโซ มีควำมต้องกำรที่จะซื้อสินค้ำเป็นจ ำนวนทัง้สิ้น 3,600 ชิ้น ซึ่งนั้น

จ ำนวนนี้ จะต้องประกอบด้วยสินค้ำ 2 ประเภท คือ ประเภท ก. และประเภท ข. จำกกำรส ำรวจ

คุณสมบัติของสินค้ำทั้งสองประเภทนี้พบว่ำ  

 สินค้าประเภท ก. ต้องใช้พื้นทีใ่นคลังสินค้าเพื่อจัดเก็บเป็นจ านวน 3 ตารางฟุต และ

มีราคา 9 บาทต่อสินค้า1 ชิ้น และเมื่อจ าหน่ายต่อแล้ว จะได้ก าไร 3 บาท ต่อ 1 ชิ้น 

 สินค้าประเภท ข. ต้องใช้พื้นทีใ่นคลังสินค้าเพื่อจัดเก็บเป็นจ านวน 1 ตารางฟุต และ

มีราคา 13 บาทต่อสินค้า1 ชิ้น และเมื่อจ าหน่ายต่อแล้ว จะได้ก าไร 4 บาท ต่อ 1 ชิ้น 

ถ้ำบริษัทยิ่งใหญไ่ฮโซน้ี มีงบประมำณทั้งหมดคือ 39,000 บำท และมีปรมิำณพื้นทีจ่ัดเก็บสินค้ำอยู่

ทั้งส้ิน 6000 ตำรำงฟุต แล้ว จงหำว่ำจะต้องซื้อสินค้ำแต่ละประเภทเป็นจ ำนวนเท่ำใด จึงจะสอดคล้อง

กับเงื่อนไขที่ก ำหนดให้ และส่งผลให้ได้ก ำไรสุทธิสูงสุด 

วิธีท า 

ขัน้ท่ี 1 ก าหนดตวัแปร 

 เน่ืองจำกโจทยถ์ำมหำจ ำนวนสินค้ำแต่ละประเภท ซึ่งมีอยู่ 2 ประเภท ดังนั้น เรำจะก ำหนดตัว

แปรได้คือ ให ้

 𝑥 แทน  จ ำนวนสินค้ำประเภท ก. 

และ  𝑦  แทน  จ ำนวนสินค้ำประเภท ข.  

ขัน้ท่ี 2 ก าหนดสมการเป้าหมาย 

 เน่ืองจำกโจทยถ์ำมถึงก ำไรสูงสดุที่เกิดจำกกำรขำยต่อสินค้ำทั้ง 2 ประเภทนี้ และ จำก

เงื่อนไขที่ใหม้ำ คือ สินค้ำ ก. ใหก้ ำไร 3 บำท/ชิ้น และสินค้ำ ข. ให้ก ำไร 4 บำท/ชิ้น จึงได้ว่ำ 

ก ำไรสุทธิ   =   3(จ ำนวนสินค้ำ ก.) + 4(จ ำนวนสินค้ำ ข.) 

นั่นคือ ถ้ำเรำก ำหนดให้ 𝑃  แทนสมกำรเป้ำหมำย จะได้ว่ำ  
𝑃 = 3𝑥 + 4𝑦 

ขัน้ท่ี 3  ก าหนดเงื่อนไข 

 จะสังเกตเห็นว่ำ เรำมีเงื่อนไขขอ้จ ำกัดอยู่ 3  อย่ำงคือ จ ำนวนชิ้นที่จะซื้อทั้งหมด (คือ 3,600 
ชิ้น) ปริมำณพื้นทีใ่นกำรจัดเกบ็(คือ 6,000 ตำรำงฟุต) และงบประมำณทัง้หมดทีจ่ะใช้ซื้อสินค้ำ(คือ 
39,000 บำท) ดังนั้น เรำเขียนเงือ่นไขในรูปของอสมกำรได้ ดังนี ้

 เงื่อนไขของพื้นทีจ่ัดเกบ็ ซ่ึงมีพื้นที่จัดเก็บทั้งหมดคือ 6,000 ตารางฟุต 

  จำกโจทย์ก ำหนด พื้นที่ทีต่้องใชใ้นกำรจัดเก็บสินค้ำประเภท ก. 1 ชิ้น คือ 3 ตำรำง
  ฟุต และพื้นทีท่ี่ต้องใชใ้นกำรจัดเก็บสินค้ำประเภท ข. 1 ชิ้น คือ 1 ตำรำงฟุต  
จึงได้ว่ำ            3(จ ำนวนสินคำ้ ก.) +  1(จ ำนวนสินค้ำ ข.)  ≤  จ ำนวนพื้นทีท่ี่มใีหท้ั้งหมด 

นั่นคือ3𝑥 + 𝑦 ≤ 6,000 
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ตวัอยา่งท่ี 6.4.1 (ต่อ) 

 เงื่อนไขของงบประมาณที่มีให้ นัน่คือ 39,000 บาท 

  จำกโจทย์ สินค้ำประเภท ก. 1 ชิ้นต้องซื้อเป็นรำคำ 9 บำท และสินค้ำประเภท ข. 1 
ชิ้น ต้องซื้อเป็นเงิน 13 บำท ดังนั้น จะได้ว่ำ 

9(จ ำนวนสินค้ำ ก.) +  13(จ ำนวนสินค้ำ ข.)  ≤งบประมำณที่สำมำรถใชใ้นกำรซื้อได ้

นั่นคือ      9𝑥 + 13𝑦 ≤ 39,000 

 เงื่อนไขจ านวนชิ้นทั้งหมดทีต่้องการซ้ือ  
      จำกโจทย์บริษทัยิ่งใหญ่ไฮโซต้องกำรซ้ือสินค้ำเป็นจ ำนวนรวมทัง้สิ้น 3,600 ชิ้น 

ดังนั้น         (จ ำนวนสินค้ำ ก.) + (จ ำนวนสินค้ำ ข.)  ≤  3,600 

นั่นคือ                                       𝑥 + 𝑦 ≤ 3,600 

นอกจำกนี้ เน่ืองจำก จ ำนวนส่ิงของต้องเป็นบวกเสมอ ดังนั้นเรำจะได้เพิ่มอีกว่ำ  
𝑥 ≥ 0และ𝑦 ≥ 0 

ขัน้ท่ี 4 เขียนก าหนดการเชิงเส้นท่ีได้ และเลือกวิธีมาแก้   

 จำกทั้ง 3 ขั้น เรำจะเขยีนเป็นก ำหนดกำรเชิงเส้นคือ  

 สมกำรเป้ำหมำย           𝑃 = 3𝑥 + 4𝑦 

            ด้วยเงื่อนไขดังต่อไปนี ้ {

3𝑥 + 𝑦 ≤ 6,000
9𝑥 + 13𝑦 ≤ 39,000
𝑥 + 𝑦 ≤ 3,600
𝑦 ≥ 0, 𝑥 ≥ 0

 

 ซึ่งเรำจะสำมำรถเขียนกรำฟเพือ่ระบุพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้ คือ  

 
แผนภำพที่  57 พื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปได้ ส าหรับตัวอย่างที ่6.4.1 
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แบบฝึกทักษะที่ 6.4จงพิจารณาปญัหาต่อไปนี้ แล้วใช้ความรู้ในเรื่องก าหนดการเชิงเส้นมาหาผลเฉลยในแต่ละข้อ 

1) บริษัทแห่งหนึ่งผลิตสินค้า 2ชนิด สินค้าชนิดแรกแต่ละช้ินใช้เวลาในการผลติขั้นต้น 4ช่ัวโมง ขั้นที่สอง 4ช่ัวโมง และขายได้

ก าไรช้ินละ 600บาท ส่วนสินค้าชนิดที่สองแต่ละชิ้นใช้เวลาในการผลิตขั้นต้น 3ช่ัวโมง ขั้นที่สอง 2ช่ัวโมง และขายได้ก าไรชิ้นละ 

800บาท โรงงานส าหรับผลิตขั้นตน้และขั้นที่สองท างานสัปดาห์ละไม่เกิน 120และ 60ช่ัวโมงตามล าดบั ถ้าบริษัทต้องการผลิต

สินค้าท้ังสองชนิดให้ขายได้ก าไรมากท่ีสุดและต้องการผลติสินคา้ชนิดแรกให้ได้อย่างน้อยสัปดาหล์ะ 10ช้ิน เพื่อให้ได้ก าไรมาก

ที่สุด บริษัทควรผลติสินคา้ทั้ง 2ชนิดเป็นจ านวนเท่ากับข้อใด 

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

.............................................................................................................................................................................................................................................................

ตวัอยา่งท่ี 6.4.1 (ต่อ) จำก แผนภาพที่  57  เรำจะใดพื้นที่ของผลเฉลยที่เป็นไปได้คือ พื้นทีม่จีุด A, B, 

C, O เป็นจุดมุม หลังจำกท ำกำรแก้สมกำรเชิงเส้น 2 ตัวแรก เพื่อหำจุดตัดของเส้นตรงแต่ละคู ่จะได้พิกัด
ของแต่ละจุดคือ A(0,3000), B(1300,2100), C(2000,0) และ O(0,0) 
จำกน้ีเรำจะท ำกำรน ำจุดมมุเหลำ่นี้มำทดสอบกับสมกำรเป้ำหมำย ดังแสดงใน ตารางที่  22 

ตำรำงที่  22  ตารางทดสอบจุดมุมของพื้นทีข่องผลเฉลยที่เป็นไปได้ กับสมการเป้าหมาย ประจ าตัวอย่าง
ที่ 6.4.1 

จุดมมุ ค่าของสมการเป้าหมาย 
𝑃 = 3𝑥 + 4𝑦 𝑥 𝑦 

0 3,000 12,000 

1300 2100 12,300 

2000 0 6,000 

0 0 0 

 

ดังนั้น เรำจะได้ทันทวี่ำ ค่ำก ำไรสุทธิสูงสุดที่บริษัทนี้สำมำรถได้รับคือ 12,300 บำท ซึ่งเกิดจำกกำรจัดซื้อ

สินค้ำประเภท ก. เป็นจ ำนวน 1,300 ชิ้น และสินค้ำประเภท ข. เป็นจ ำนวน 2,100 ชิ้น  
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2) นายปีเตอร์ ได้เข้ามาในเมืองไทยเพื่อท าธุรกิจขายข้าวและข้าวสาลี โดยแต่ละครั้ง เขามเีงินลงทุนท้ังหมด 1,500 บาท ราคา

ข้าว 1 กระสอบที่เขาต้องซื้อคือ 180 บาท และราคาข้าวสาลี 1 กระสอบคือ 120 บาท และในร้านของเขา มีพื้นที่ท้ังหมดใน

การจัดเก็บสินค้าท้ัง 2 ประเภทนีท้ั้งสิ้น 10 กระสอบเท่านั้น และถ้าเมื่อพิจารณาการขายต่อของสินค้าสองประเภทนี้แล้ว

ปรากฎว่า 

 - เขาจะได้ก าไรจากการขายข้าวเป็นเงิน 11 บาท ต่อ 1 กระสอบ 

 - เขาจะได้ก าไรจากการขายข้าวสาลีเป็นเงิน 8 บาท ต่อ 1 กระสอบ 

แล้ว นายปีเตอร์จะต้องลงทุนกับข้าวและข้าวสาลีเป็นจ านวนกี่กระสอบในการลงทุนแต่ละครั้ง ถึงจะได้ก าไรสูงสดุ  
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.............................................................................................................................................................................................................................................................
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3)  ศูนย์บรรณสาร มทส. จะต้องมีการผลิตต าราประกอบการเรียนการสอนใน 2 รายวิชาพื้นฐานที่นักศึกษาปี 1 มทส.ส่วน

ใหญ่ จะต้องเรยีน คือ วิชาคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวัน และวิชาแคลคูลสั โดยจะต้องใช้เครื่องผลิตเอกสารต่อกัน 2 เครื่อง คือ 

เครือง ก. และเครื่อง ข. และในการผลิตหนังสือใน 1 วัน พบว่า 

 หนังสือวิชาคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวันนั้น ต้องใช้เครื่อง ก. เป็นจ านวน 3 ชม. และเครื่อง ข. อีกจ านวน 2 ช่ัวโมง 

 หนังสือวิชาแคลคูลสั ต้องใช้เครื่อง ก. เป็นจ านวน 3 ชม. และเครื่อง ข. อีกจ านวน 3 ช่ัวโมง 

แต่ทว่าเครื่อง ก. สามารถใช้งานติดต่อกันไดเ้พียง 18 ชม. และเครือ่ง ข. สามารถใช้งานติดต่อกันไดเ้พียง 14 ชม. เท่านั้น ถ้า

หลังจากจ าหน่ายหนังสือท้ัง 2 ประเภท(เพื่อที่จะน ารายไดไ้ปใช้จ่ายในกิจกรรมส่งเสริมการเรยีนการสอนของนักศึกษา มทส.) 

แล้ว พบว่า ก าไรที่ไดจ้ากการจ าหน่ายหนังสือคณิตศาตร์ในชีวิตประจ าวันนั้นเท่ากับ 30 บาท/เล่ม และหนังสือแคลคูลสัให้

ก าไรเป็น 40 บาท/เล่ม  แล้วจงหาว่า ศูนย์บรรณสาร ควรที่จะพิมพ์หนังสือแต่ละประเภทเป็นจ านวนเท่าใด ถึงจะได้ก าไร

สูงสุด 
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4) นายวิศวะ เก่งเลข เป็นนักศึกษาส านักวิชาวิทยาศาสตร์ช้ันปีท่ี 4 ได้ออกไปเข้ารับการฝึกงานในโครงการสหกิจศึกษา ณ 

โรงงานผลติสารเคมีที่มีช่ือเสียงแหง่หนึ่งในกรุงเทพมหานคร ด้วยเนื่องจากท่ีนายวิศวะเป็นนักศกึษาจากมหาวิทยาลัยที่มี

ช่ือเสียงทางด้านคุณภาพการเรียนการสอนตดิอันดับต้นๆ ของประเทศ นายวิศวะจึงไดร้ับหน้าที่ดูแลหน่วยผลติสารเคมี ซึ่งจะ

ท าการผลิตสารเคมีอยู่ 2 ประเภท คือประเภท ก. และประเภท ข. และในการผลติสารเคมีแตล่ะอย่างนั้น พบว่า 

o สารประเภท ก. จะต้องใช้สารประกอบαเป็นจ านวน 2 หน่วยตวง และสารประกอบ βเป็นจ านวน 1 

หน่วยตวง 

o สารประเภท ข. จะต้องใช้สารประกอบ αเป็นจ านวน 1 หน่วยตวง และสารประกอบ βเป็นจ านวน 2 

หน่วยตวง 

และจาการส ารวจวัตถดุิบที่มี พบวา่ ในโรงงานมีสารประกอบ α อยูท่ั้งหมด 800 หน่วยตวง และมีสารประกอบ β ทั้งหมดอยู ่

1,000 หน่วยตวง  

และเมื่อจ าหน่ายสารเคมีแต่ละประเภทปรากฎว่า ก าไรที่จะได้จากการจ าหน่ายสารเคม ี ก. คือ 30 บาท/หน่วยตวง และ

สารเคมี ข. ให้ก าไรเป็น 20 บาท/หน่วยตวง ด้วยเงื่อนไขทั้งหมดนี้ นายวิศวะจะจดัการผลติสารเคมีแต่ละประเภทนี้ด้วยจ านวน

กี่หน่วยตวง จึงจะสามารถท าให้บริษัทน้ี ได้ก าไรสูงสุด  
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แบบฝึกทักษะเพิ่มเติมท้ำยบท (Additional Exercises) 

1. ในแต่ละข้อต่อไปนี้ จงหาค่าของฟังก์ชันเป้าหมายเมื่อก าหนดเงื่อนไขต่าง ๆ (โดยใช้วิธีเขียนกราฟเพื่อระบุพ้ืนท่ีที่เป็นไปได้

ของผลเฉลย) 
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2. มีพื้นท่ีจอดรถ 600 ตารางเมตร รถยนต์ 1 คัน จงหาว่าควรจะรับจอดรถยนต์กี่คันและรถบัสกี่คนัจึงจะได้คา่จอดรถสูงสดุ

(รถยนต์ 50 คัน รถบัส 10 คัน) 

3. บริษัทเครื่องหนังแห่งหนึ่งต้องการที่จะผลิตเพื่อจ าหน่ายเข็มขัดและกระเป๋าสตางค์ จากการส ารวจตลาดพบว่า เข็มขัด 1 

เส้น จะได้ก าไร 18 บาท ในขณะที่กระเป๋าสตางค์ 1 ใบ จะได้ก าไร 12 บาท ส าหรับกระบวนการผลิตนั้นพบว่าสินค้าทั้งสอง

ต้องผ่านสองกระบวนการคือ การตัด และการเย็บ ซึ่งพบว่าเข็มขดัจะใช้เวลา 2 ช่ัวโมงในการตัด และใช้ 6 ช่ัวโมงในการเย็บ 

ส่วนกระเป๋าสตางค์จะใช้เวลา 3 ช่ัวโมงในการตัด และใช้ 3 ช่ัวโมงในการเย็บ โดยที่ในหนึ่งสัปดาห์เครื่องตัดจะท างานได้เพียง 

12 ช่ัวโมง และเครื่องเย็บจะท างานได้เพียง 18 ช่ัวโมง จงหาอัตราสว่นของจ านวนสินค้าแต่ละประเภทท่ีต้องผลิตจึงจะได้ก าไร

สูงสุด (กระเป๋าสตางค/์เข็มขัด = 2) 

4. บริษัทผลิตของเล่นแห่งหนึ่งตอ้งการที่จะผลิตของเล่นใน โรงงาน A และ โรงงาน B โดยที่โรงงาน A จะเป็นการผลิต

รถบรรทุกและรถดับเพลิงรวมกันอย่างน้อง 1,000 คัน ส่วนโรงงาน B จะเป็นการผลติรถบรรทุกและรถดับเพลิงรวมกันอย่าง

น้อง 800 คัน โรงงาน A สามารถผลติรถบรรทุกได้ 10 คัน/ช่ัวโมง และผลติรถดบัเพลิงได้ 5 คัน/ช่ัวโมง และโรงงาน B 

สามารถผลิตรถบรรทุกได้ 5 คัน/ช่ัวโมง และผลิตรถดับเพลิงได้ 15 คัน/ช่ัวโมง ค่าใช้จ่ายในการผลติรถบรรทุกต่อช่ัวโมงคือ 

$30 และค่าใช้จ่ายในการผลิตรถดับเพลิงต่อช่ัวโมงคือ $35 จงหาจ านวนช่ัวโมงท่ีควรใช้ในการผลิตของเล่นแต่ละประเภท

เพื่อให้ประหยดัค่าใช้จ่ายที่สดุ และหาค่าใช้จ่ายที่น้อยที่สดุ (รถบรรทุกใช้ 88 ช่ัวโมง รถดับเพลิงใช้ 24 ช่ัวโมง และค่าใช้จ่ายที่

น้อยที่สุด = $3480) 
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เฉลยแบบฝึกทักษะ(Answers) 

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 6.1 ก ำหนดกำรเชิงเส้น 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 6.1 

1) 

 

2) 

 

3) 

 

4) 

 

5) 

 

6) 
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เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 6.2 กำรหำค่ำเหมำะสมที่สุดโดยวิธีกำรเขียนกรำฟ 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 6.2 

1) ค่าสูงสุด 𝑃(18,4) =  190 2)  ค่าต่ าสุด 𝑃(1,0) =  2 3) ค่าสูงสุด 𝑃(0.5,2.25) =  12.25 

4) ค่าต่ าสุดคือค่าทีไ่ด้จากจุดทุกจดุที่อยู่บนส่วนของเส้นตรงที่เช่ือมจุด (2,4) ไปยังจุด (10,0) 

5) ค่าต่ าสุด 𝑃(0.625,2.25) =  13.656) ค่าสูงสุด 𝑃(260,0) =  520  

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 6.3 กำรหำค่ำเหมำะสมที่สุดโดยวิธีซิมเพล็กซ์เบ้ืองต้น 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 6.3 

1) ค่าสูงสุด 𝑃(0,4) =  162)  ค่าต่ าสุด 𝑃(4,0) =  −83) ค่าสูงสุด 𝑃(1,3) = 5 

4) ค่าต่ าสุด 𝑃(5
2
,
15

2
) =  25 2⁄ 5) ค่าสูงสุด 𝑃(8,12) =  28  

เฉลยแบบฝึกทักษะประจ ำหัวข้อที่ 6.4 ก ำหนดกำรเชิงเส้น ในชีวิตประจ ำวัน 

เฉลยแบบฝึกทักษะที่ 6.4 

1) x  เป็นจ านวนสินค้าชนิดแรกทีผ่ลิตต่อสัปดาห ์

y เป็นจ านวนสินค้าชนิดทีส่องที่ผลติต่อสัปดาห ์

P ที่มากท่ีสุดคือ เมื่อ x = 12  และ y = 24 

2) นายปีเตอร์จะต้องลงทุนกับข้าวและข้าวสาลีเป็นจ านวนอย่างละ 5 ถุง ถึงจะได้ก าไรสูงสุด 

3) ควรพิมพ์หนังสือวิชาคณิตศาสตร์ในชีวิตประจ าวันเป็นจ านวน 4  เล่ม และหนังสือแคลคูลสัอีก 2 เล่ม 

4) นายวิศวะจะจัดการผลิตสารเคมีแต่ละประเภท ก. เป็นจ านวน 200 หน่วยตวงและประเภท ข. เปน็จ านวน 400 หน่วยตวง 

เฉลยแบบฝึกทักษะท้ำยบท 
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2. รถยนต์ 50 คัน รถบัส 10 คัน 

3. กระเป๋าสตางค/์เข็มขัด = 2 

4. รถบรรทุกใช้ 88 ช่ัวโมง รถดับเพลิงใช้ 24 ช่ัวโมง และค่าใช้จ่ายที่น้อยที่สุด = $3480 
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บทที่ 7 

บทที่ 7นำนำสำระ ปกิณกะคณิตศำสตร์ (Some 

Interesting Stuff about Mathematics) 
 นักศึกษาบางคนอาจจะยังไม่คุ้นเคยกับค าว่า "ปกิณกะ" ซึ่งโดยทั่วไปแล้ว ปกิณกะ หมายถึง เบ็ดเตล็ด, กระจาย, 

ระคนกัน, คละกัน, มักใช้ประกอบหน้าศัพท์อ่ืน เช่น ปกิณกคดี หมายถึง เรื่องตา่งๆ และนี่ ก็คอืวัตถุประสงค์หลักของบท

สุดท้ายของเอกสารชุดนี้  

 ในบทนี้ จะได้มีการน าเอาสิ่งต่างๆ จากหลายมมุมองของธรรมชาติความเป็นคณิตศาสตร์มาน าเสนอ เพื่อให้ผู้อ่านได้

รู้จัก ชวนคิด ฝึกฝน และทราบวา่ จริงๆแล้ว คณิตศาสตร์มีความน่าฉงน น่าท่ึง และน่าสนใจ อยู่อีกหลายต่อหลายส่วน 

7.1 บิดำแห่งคณิตศำสตร์แขนงต่ำงๆ(Important Mathematicians) 

  นักคณิตศาสตร์ที่ส าคญัของโลก นับตั้งแต่สมยัโบราณมาจนถึงปัจจบุันน้ัน มีมากมายหลายท่าน แต่ในหัวข้อน้ี จะได้

น าเสนอประวัติ และผลงาน(โดยย่อ)ของเฉพาะที่ผู้เรียบเรียงเชือ่ว่านักศึกษาจะพอได้ยินช่ืออยู่เสมอเวลาศึกษาวิทยาศาสตร ์

และวิศวกรรมศาสตตร์  

 ปีทำโกรัส ( Pythagoras) 

ประมาณ 572 - 500ก่อนคริสต์ศกัราช 
 

ประวัติ 

ปีทาโกรัสเป็นชาวกรีก เกดิทีเ่กาะซามอสใกล้กับเอเซียไม

เนอร์ เนื่องจากทรราชPolychaetesท่านจ าต้องออกจากเกาะ

ซามอสกล่าวกันว่าท่านเคยศึกษาที่อียิปต์และ เป็นศิษย์ของ

ทาลิสปีทาโกรัสได้ก่อตั้งส านักปิทาโกเรียน ที่เมือง Crotona 

ซึ่งอยู่ทางตอนใต้ของ ประเทศอิตาลี ปีทาโกรสัคิดว่าปริมาณ

ต่าง ๆในธรรมชาติสามารถเขียนในรูปเศษส่วนของ จ านวน

นับ จนมีค าขวัญของส านักว่า "ทุกสิ่งคือจ านวนนับ" เมื่อมีการ

ค้นพบจ านวนอตรรกยะขึ้นท าให้ปทีาโกรัสและศิษย์ทั้งหลาย

เสียขวัญและก าลังใจ 

 

แผนภำพที่  58  บีทากรัส( Pythagoras) นักคณิตศาสตร์คน

ส าคัญคนหนึ่งของโลก 
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เมื่อทางราชการขับไล่เพราะกล่าวหาว่า ส านักปีทาโกเรียนเป็นสถาบันศักดินาส านักปีทาโกเรยีนก็สญูสลายไป 

ผลงำน 

เราไม่ทราบแน่ชัดว่าผลงานช้ินใดเป็นของปีทาโกรัส ช้ินใดเป็นของลกูศิษย์ จึงกล่าวรวม ๆ ว่าเป็นของส านักปีทาโกเรียน ซึ่งมี

ดงันี้ :- 

1. จ านวนคู่และจ านวนคี ่

2. ค้นพบความสัมพันธ์ระหว่างเศษส่วนกับทฤษฎีของดนตร ี

3. จ านวนเชิงรูปเหลีย่ม เช่น จ านวนเชิงสามเหลี่ยม , จ านวนเชิงจตรุัส 

4. จ านวนอตรรกยะ 

5. พีชคณิตเชิงเรขาคณิต 

6. พิสูจน์ทฤษฎีบทปีทาโกรสั 

 ยุคลิดแห่งอะเล็กซำนเดรีย (Euclid of Alexandria) 

 
แผนภำพที่  59  ยุคลดิแห่งอะเล็กซานเดรีย (Euclid of 

Alexandria) นักคณิตศาสตร์คนส าคัญคนหนึ่งของโลก 
 

ประมาณ 450 - 3800 ก่อนคริสต์ศกัราช 

 

ประวัติ 

ยุคลิคเป็นชาวกรีก ศึกษาที่สถาบนัของ Plato ที่กรุงเอเธนส ์

ท่านได้รับการแต่งตั้งเป็นศาสตราจารย์และหัวหน้าภาควิชา

คณิตศาสตร์คนแรกท่ีมหาวิทยาลยัอะเล็กซานเดรีย ซึ่งเป็น

มหาวิทยาลยัแห่งแรกในโลก ตั้งขึ้นประมาณ 300 ปีก่อน

คริสต์ศักราช 

 

ผลงำน 

ผลงานช้ินส าคญัของยุคลดิคือการเขียนต าราทางคณิตศาสตร์

และดาราศาสตร์ผลงานท่ียังคงอยู่ในปัจจุบัน  

5 ช้ิน คือ Division of Figures , Data , Phaenomena , OpticและElements Elements ประกอบด้วยหนังสือ 13 เล่ม และทฤษฎีบท 

465 ทฤษฎีบท เป็นต้นแบบของต าราคณติศาสตร์ โดยใช้วิธีนิรนัย (Deduction) เนื้อหาส่วนใหญ่จะเกีย่วกับเรขาคณิต แบบยคุ

ลิดแต่กม็ีเนื้อหาคณิตศาสตร์อื่น ๆ ด้วย โดยเฉพาะอย่างยิ่งทฤษฎีจ านวน 

 

 ปิแยร์ เดอ แฟร์มำต์ (Pierre de Fermat) 
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ประมาณ ค.ศ. 1601-1665  
 

ประวัติ 

แฟร์มาต์เกดิใกล้เมือง Toulouse ประเทศฝรั่งเศส ในปี 1601 

และถึงแก่กรรมท่ีเมือง Castres ในปี 1665 บิดาเป็นพ่อค้า

เครื่องหนังในวัยเด็กศึกษาอยู่ กับบ้าน แฟร์มาตม์ีอาชีพเป็น

นักกฎหมาย เมื่ออายุ 30 ปีได้รบัการแต่งตั้งให้เป็นที่ปรึกษา

กฎหมายอขงองค์การบรหิารส่อนท้องถิ่นของเมือง Toulouse 

ท่านได้ใช้เวลาว่างศึกษาค้นคว้าคณิตศาสตร์ เป็นสื่อกลางใน

การติดต่อกับนักคณติศาสตร์ที่มีช่ือเสียงในสมยันั้น มสี่วนใน

การพัฒนาคณติศาสตร์ในหลายสาขานับได้ว่าเป็น นัก

คณิตศาสตร์สมัครเล่นท่ีมีชื่อเสียงที่สุด 

 

แผนภำพที่  60  ปิแยร์ เดอ แฟร์มาต์ (Pierre de Fermat) 

นักคณิตศาสตร์คนส าคัญคนหนึ่งของโลก 

ผลงำน 

1. ริเริม่พัฒนาเรขาคณิตวเิคราะห์ ในระยะเวลาใกล้กันกับเดส์การ์ตส์ 

2. ริเริม่วิธีหาเส้นสัมผัสเส้นโค้ง หาค่าสูงสุดและต่ าสดุของฟังก์ชัน 

3. ริเริม่พัฒนาทฤษฎีความน่าจะเป็น ร่วมกับปาสกาล 

4. พัฒนาทฤษฎีบทต่าง ในทฤษฎีจ านวน เช่น 

Fermat's two square theorem : ทุกจ านวนเฉพาะในรูป 4n + 1 สามารถเขียนในรูปผลบวกของจ านวนเต็มยกก าลังสองได้คู่หนึ่ง

และคู่เดียวเท่าน้ัน 

Fermat's theorem : ถ้า p เป็นจ านวนเฉพาะและ n เป็นจ านวนเต็มบวก จ าได้ว่า p หาร n p - n ลงตัว 

  แบลส ปำสกำล (Blaise Pascal) 
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แผนภำพที่  61  แบลส ปาสกาล (Blaise Pascal) นัก

คณิตศาสตร์คนส าคัญคนหนึ่งของโลก 

ประมาณ ค.ศ. 1623-1662  

 

ประวัติ 

ปาสกาลเกิดที่เมือง Chermont มณฑล Auvergne ประเทศ

ฝรั่งเศส เมื่อวันที่ 16 มิถุนายน ค.ศ. 1623 บิดาเป็นนัก

คณิตศาสตร์และผู้พิพากษา ปาสกาลมีความเป็นอัจฉรยิะทาง

คณิตศาสตร์ตั้งแตเ่ด็ก 

อายุ 12 ปี ท่านได้พัฒนาเรขาคณติ เบื้องต้นด้วยตนเอง 

อายุ 14 ปี ท่านได้เข้าร่วมประชุมกบันักคณิตศาสตร์ฝรั่งเศส 

อายุ 16 ปี ท่านได้พัฒนาทฤษฎีบทท่ีส าคัญในวิชาเราขาคณิต

โพรเจคตีฟ 

และเมื่ออายุ 19 ปี ท่านได้พัฒนาเครื่องคิดเลขภายหลังจากท่ีท่านประสบอุบตัิเหตุที่ Neuilly ท่านหันความสนใจไปทางศาสนา

และปรัชญา ไมเ่ช่นนั้นท่านคงเป็นนักคณิตศาสตร์ ที่รุ่งโรจน์ทีสุ่ดคนหนึ่ง 

ผลงำน 

1. งานเขียน Essay pour les coniques (1640) ซึ่งสรุปทฤษฎีบท เกีย่วกับเรขาคณิตโพรเจกตีฟ ที่ท่านไดพ้ัฒนามาแล้วเมื่ออายุได้ 

16 ปี 

2. งานเขียน Traite du traingle arithmetique (1665) ซึ่งเกี่ยวกับ "Chinese triangle" หรือในอดีตนิยมเรยีกว่า "Pascal triangle" 

เพราะคดิว่า Pascal เป็นผู้คิดเป็นคนแรก แต่ที่แท้จริงได้มีชาวจีนพัฒนามาก่อนแล้ว 

3. ริเริม่พัฒนาทฤษฎีความน่าจะเป็นในปี ค.ศ. 1654 ร่วมกับ Fermat โดยใช้วิธีที่แตกต่างกัน 

4. ศึกษาเส้นโค้ง Cycloid 

 

 เลออนฮำร์ด ออยเลอร์(Leonhard Euler) 

ประมาณ ค.ศ.1707 - 1783  

 

ประวัติ 

เป็น นักคณิตศาสตร์ และ นักฟิสิกส์ ชาวสวิสเขาได้ชื่อว่าเป็น

นักคณิตศาสตร์ที่ยิ่งใหญ่ที่สดุคนหนึ่งเท่าที่เคยมีเลออนฮาร์ด 

ออยเลอร์ เป็นคนแรกที่ใช้ค าว่า " ฟังก์ชัน " (ตามค านิยาม

ของไลบ์นิซใน ค.ศ. 1694) ในการบรรยายถึงความสมัพันธ์ ท่ี

เกี่ยวข้องกับตัวแปรเช่น y = F( x ) เขายังได้ช่ือว่าเป็นคนแรกที่

ประยุกต์ แคลคลูัส เข้าไปยังวิชา ฟิสิกส์ออยเลอร์เกดิและโต

 

แผนภำพที่  62  เลออนฮาร์ด ออยเลอร ์(Leonhard Euler) 
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ในเมือง บาเซิลเขาเป็นเด็กท่ีมีความเป็นอัจริยะทาง

คณิตศาสตร ์

นักคณิตศาสตร์คนส าคัญคนหนึ่งของโลก 

เขาเป็นศาสตราจารยส์อนวิชาคณติศาสตร์ที่ เซนตป์ีเตอร์สเบริ์กและต่อมากส็อนที่ เบอร์ลินและได้ยอ้นกลับไปยังเซนต์ปีเตอร์

สเบิร์กอีกครั้งเขาเป็นนักคณิตศาสตร์มผีลงานมากมายทีสุ่ดคนหนึ่งผลงานท้ังหมดของเขารวบรวมได้ถึง 75 เล่มผลงานของเขามี

อิทธิพลอย่างมากต่อผลงานทางคณิตศาสตร์ในศตวรรษที่ 18 เขาต้องสูญเสยีการมองเห็น และตาบอดสนิทตลอด 17 ปีสุดท้าย

ในชีวิตของเขาซึ่งในช่วงนี้เองที่เขาสามารถผลิตผลงานได้ถึงเกือบครึง่หนึ่งของผลงานท้ังหมดของเขา และนอกจากน้ี ดาว

เคราะห์น้อย 2002 ออยเลอรไ์ด้ถูกตั้งช่ือเพื่อเป็นเกียรติแกเ่ขา 

7.2 คณิตศำสตร์ในธรรมชำติ(Mathematics in Nature) 

 ฟิโบนักชีกับธรรมชำติ 

 ลีโอนาโด ฟิโบนักชี (Leonado Fibonacci) เป็นนักคณติศาสตร์ทีม่ีชื่อเสียงอีกท่านหนึ่ง ท่านมีชีวิตอยู่ในประเทศอิตาลี

ในช่วงปี ค.ศ. 1170 -1240 และเป็นผู้คิดค้นล าดับทีม่ีเอกลักษณ์เฉพาะตัวล าดับหนึ่ง ที่รู้จักกันในนามของ 

 

แผนภาพท่ี  63ลีโอนาโด ฟิโบนกัชี (Leonado Fibonacci)

นักคณิตศาสตร์ ผู้คดิค้นล าดับฟิโบนักชี 

"ล าดับฟิโบนักชี" ล าดับนีเ้ริ่มต้น 3 เทอมแรกด้วย 1, 2 และ 

3 จากนั้น จะได้ว่า เทอมท่ี  n จะเป็นผลบวกของสองเทอม

ก่อนหน้าน้ัน ดังนั้น จะได้ล าดับคอื 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 

34, ... และเป็นที่น่าอัศจรรย์ ที่เมื่อเราสังเกตดีๆ แล้ว จะ

พบว่า ล าดับนี้ปรากฎอยู่ในธรรมชาตริอบๆตัวเราอย่าง

มากมาย 

             จากธรรมชาติที่สร้างตวัเองหรือขยายขนาดขยาย

การเจรญิเติบโตรวมถึงการแพร่พนัธุ์ตามธรรมชาติด้วย

ตัวเลขฟิโบนักชีการเจรญิเติบโตของต้นไม้หรือของสิ่งต่าง ๆ

หลายอย่างจึงเป็นไปตามธรรมชาตินอกจากต้นไม้แล้วยังมี

ดอกไม้ดังตัวอย่าง เช่น 
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การจัดวางเมล็ดของดอกทานตะวนัหรือดอกเดซี่ซึ่งมีการจดัวางเมลด็เป็นแบบวนก้นหอยนอกจากดอกทานตะวันแล้วก็ยังมโีคน

ของสนและตาสับปะรถ ดังแสดงในแผนภาพท่ี  64 

 

แผนภำพที่  64  ตัวอย่างการปรากฎจริงของล าดับฟิโบนักชีในธรรมชาติ 

  

 ตัวเลขทองค ำ (Golden Number) 

 ตัวเลขล าดับฟิโบนักชี(สร้างโดยใช้รูปภาพสีเ่หลีย่มฟิโบนักชี) เป็นที่รูจ้ักกันดีและเป็นตัวเลขท่ีธรรมชาตสิร้างขึ้นดังนั้น

สัดส่วนตัวเลขระหว่างสองตัวเลขที่ติดกันจึงเป็นสดัส่วนทางธรรมชาติและเราจะเห็นว่าสัดส่วนตัวเลขนี้มีความน่าสนใจไม่น้อย 

 จากล าดับฟโิบนักชี 1 1 2 3 5 8 13 21 ถ้าจัดตัวเลขสองตัวชิดกันหารกันจะได้อัตราส่วน      1/1 = 1           2/1= 2             

3/2 = 1.5        5/3 = 1.666......      8/5 = 1.6        13/8 = 1.625    21/13 = 1.61538 ………..  และถ้าเราเขียนกราฟอัตราส่วนน้ีจะ

ได้รูปกราฟท่ีเข้าใกล ้ 1.6 (ดังแสดงในแผนภาพท่ี  65) ค่าตัวเลขท่ีไดเ้มื่อให้จ านวนฟิโบนักชีมีค่ามากขึ้นค่าจะได้ประมาณ 

1.61804 เราเรียกตัวเลขน้ีว่าตัวเลขทองค ำ (Golden Number) 

 

แผนภำพที่  65 กราฟแสดงการลูเ่ข้าค่าตัวเลจทองค า 1.61804 ซึ่งเกิดจากอัตราส่วนของค่า 2 ค่าท่ีติดกันในล าดับฟิโบนักชี 

 

 รูปสี่เหลี่ยมผืนผ้าที่มีอัตรส่วนระหว่างด้านยาวกับด้านกว้างมีค่าเป็น 1.618 นั้น จะเรียกว่า สี่เหลี่ยมทองค า ซึ่งรูป

สี่เหลี่ยมทองค านี้ มักถูกน ามาใช้ในงานศิลปะ เริ่มตั้งแตส่มยักรีก และโรมันในสมัยศตวรรษท่ี 20 เลยทีเดียว ดังตัวอย่างท่ีเป็น
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ที่รู้จัก ได้แก่ โครงสร้างของวิหารพาทินอน ภาพคนชรา และภาพโมนา ลิซ่า ของลีโอนาโด ดาวินชี (ดังแสดงในภาพแผนภาพที ่ 

66) 

 

แผนภำพที่  66  ซ้าย) วิหารพาทินอน วิหารเก่าแก่ของกรีกที่กรุงเอเธนส์ และขวา)ภาพคนชรา ของ ลีโอนาโด ดาวินชี 

 

 จินตนำกำรแบบสำมมิติ 

            ถึงแม้ว่าจะให้โลกเปน็จุดศูนย์กลางผู้สังเกตหรือเราอยูบ่นพ้ืนโลกเฝ้ามองทรงกลมท้องฟา้การหมุนของโลกและการ

เคลื่อนที่ของโลกรอบดวงอาทิตย์ท าให้เห็นสิ่งต่าง ๆบนทรงกลมท้องฟ้าแตกต่างออกไปการค านวณจึงต้องเริ่มจากจดุศูนย์กลาง

ของโลกและจินตนาการแบบสามมิต ิ

            จากท่ีทราบกันดีว่าโลกหมุมรอบดวงอาทิตย์โดยแกนหมุนรอบตัวเองของโลกเอียง 23 องศา  ดังนั้นเส้นทางที่ผู้

สังเกตอยู่บนโลกมองดวงอาทิตย์จงึเห็นเสมืองดวงอาทิตยเ์คลื่อนทีผ่า่นทรงกลมท้องฟ้า  แนวเคลื่อนที่ของดวงอาทิตย์เคลื่อน

ผ่านทรงกลมท้องฟ้าเรียกว่าสรุิยะวิถี (Ecliptic) ซึ่งเคลื่อนที่ผ่านกลุม่ดาว 12 กลุ่ม (จักรราศ)ี สิ่งที่น่าสงัเกตคือ ทุกประเทศรู้จัก

กับจักรราศ ี(Zocliac) และมีการเรยีกช่ือกลุ่มดาวจักรราศรีที่คล้ายคลึงกันมาตั้งแต่โบราณ 

            เนื่องจากแกนหมุนของโลกเอียงท ามุม 23 องศากับแนวแกนการหมุนรอบดวงอาทิตย์ดงันั้นแนวเส้นศูนย์สตูร

โลกบนทรงกลมท้องฟ้าจึงตัดกับแนวเส้นสรุิยวิถีสองจุดจุดตดันี้เรียกว่าอิควิน็อก (Equinox) เป็นจุดตัดที่ท าให้กลางวันและ

กลางคืนเท่ากันจุดตัดอิควิน็อกแรกเกิดขึ้นราววันที ่21 มีนาคมซึ่งถือว่าเป็นวันที่กลางวันและกลางคืนยาวเท่ากัน  โดยจะต้องคิด

ที่แนวศูนย์สูตร์โลกจุดตดัอีกจุดหนึง่คือราววันที่ 23 กันยายน 
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แผนภำพที่  67  อิควิน็อก (Equinox): แนวเส้นศูนยส์ูตรโลก

บนทรงกลมท้องฟ้าตัดกับแนวเส้นสุริยวิถีสองจุด 

            ส าหรับประเทศไทยหากคิดที่กรุงเทพซึ่งอยู่ที่เส้น

รุ้งประมาณ 10 องศาแนวแกนของประเทศไทยตัดเส้นสรุิยะ

วิถีประมาณวันท่ี 13 เมษายน ซึ่งเราถือว่าเป็นวันสงกรานต์

หรือเป็นวันข้ึนปีใหม่ของไทย 

    สังเกตว่าโลกหมุนในแนวทิศตามกฎมือขวาขณะเดียวกับ

ดาวอาทิตย์เคลื่อนที่ตามทรงกลมท้องฟ้าในทิศทางเดียวกัน

ด้วย 

         หลายคนที่มีโอกาสเดินทางไปต่างประเทศ เช่น

อเมริกา อังกฤษหรือประเทศในแถบเอเชียอย่างญี่ปุ่นต่างก็

ต้องปรับเวลาใหต้รงกับประเทศน้ันๆ นั้นเป็นเพราะทุกขณะ

เวลาบนพ้ืนโลกไม่เท่ากัน 

 เวลำกับจุดสังเกตบนพื้นโลก 

            หากเรายืนอยู่ท่ีหนึ่งที่ใดบนพ้ืนโลกเช่นกรุงเทพมหานครที่เส้นละติจูดประมาณ 12 องศาเราจะเห็นดาวเหนือทางทิศ

เหนือสูงประมาณ 12 องศาแกนการหมุนของโลกหมุนตามแนวทิศดาวเหนือหากเรายืนตัวตรง  จุดกลางศรีษะเราช้ีขึ้นกลางฟ้า

ตั้งฉากกับพ้ืนดินเราเรียกว่าจุดจอมฟ้า (Zenith) ถ้าเราอยู่ท่ีโล้งแจ้งมองไปรอบ ๆตัวจะเห็นเส้นขอบฟ้าท่ีเป็นจุดตดัระหวา่งพื้น

กับท้องฟ้ารอบตัวเรา  และถ้าจินตนาการในรูปแบบสามมิติเราจะเห็นว่าแนวหมุนของโลกท าให้มเีส้นศูนย์สูตร์โลก  การสังเกต

ดาวบนท้องฟ้าจึงมีการเห็นที่แตกต่างกันเมื่ออยู่บนพ้ืนโลกท่ีต าแหนง่ต่างกัน 

            สิ่งที่น่าสนใจและเป็นสิ่งส าคัญคือ แนวที่ลากจากทิศ

เหนือไปทิศใตผ้่านทรงกลมท้องฟ้าผ่านจุดจอมฟ้าเราจะ

เรียกว่าเส้นเมอริเดยีนของคุณ (your meridian)  

           แนวทิศเหนือใต้บนทรงกลมท้องฟ้าเป็นจุดอ้างอิงที่

ส าคัญเกี่ยวกับเวลาโดยเราถือว่าถ้าดวงอาทิตย์อยู่ในแนวเส้น

นี้บนท้องฟ้าเราจะถือว่าเป็นเวลา 12:00 น.และการนบัเวลาใน

ระบบโซลาร์นี้ใช้ระบบอ้างอิงกับเส้นเมอรเิดียนของคณุ  การ

แบ่งเส้นแนวตามแนวเหนือใต้ไปทางทิศตะวันออกและ

ตะวันตกบนทรงกลมนี้เกดิท าให้มมีุมของเวลาเกดิขึ้น  พระ

อาทิตย์อยู่ท่ีมุมของเวลาที่ใดกเ็ทียบกับจุดอ้างอิงของเม

อริเดียนได ้

 

แผนภำพที่  68  เส้นเมอริเดียนของคุณ (your meridian) 

7.3 รู้ไว้ใช่ว่ำ(Some More of Cool Facts) 

 เกี่ยวกับเครื่องหมำย  ∫  
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  1. เครื่องหมายนี้ มีชื่อว่า "อินทริกรัล" ในทางคณิตศาสตร์ 

 2. ผู้ที่ใช้เป็นคนแรกคือ Gottfried Wilhelm von Leibniz นักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน เมื่อช่วงปลายศตรวรรตที่ 

17 

 3. เครื่องหมายนี้ ถูกออกแบบให้คล้ายอักษรตัว ' S ' ซึ่งย่อมาจากค าว่า Sums ที่หมายถึง ผลรวม เพราะการ

อินทริกรัลคือลิมิตของผลรวม 

 เกี่ยวกับเลขอำรบิกที่เรำใช้กันทุกวัน 

นักศึกษาทราบหรือไม่ว่า ต้นก าเนดิของเลขอารบิคนี้ แตล่ะตัวนั้น ถูกออกแบบ ให้เป็นจ านวนมุมที่เกดิจาการเขียนเลขตัวนั้นๆ 

ดังแสดงในแผนภาพท่ี  69 

 

แผนภำพที่  69 การเขียนเลขอารบิก ที่เกิดจากการนับมุมของเลขตวันั้นๆ 

 

เกี่ยวกับ 𝝅 

 1.  𝜋 เป็นจ านวนอตรรกยะ หมายถงึ ไม่สามารถเขียนให้อยู่ในรูปเศษส่วนของจ านวนจริง 2 จ านวนได้ แต่ เรา

มักจะเขียน 𝜋 =
22

7
   ซึ่งจริงๆแล้ว ค่า 

22

7
 เป็นแค่ค่าประมาณ ไม่ใช่ค่าแม่นตรง 

 2.  ค่าประมาณอีกค่าหนึ่งที่มีความแม่นย าสูงมากคือ 
104348

33215
 ซึ่งมีความแม่นย าสูงถึง 0.00000001056% 

 3. ส าหรับ 100 หลักแรกของค่าของ  𝜋 คือ 3.1415926535 8979323846 2643383279 5028841971 

6939937510 5820974944 5923078164 0628620899 8628034825 3421170679 ... 

 เกี่ยวกับจ ำนวนและกำรคูณของจ ำนวน 
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 1. จ านวนต่อไปนี้ เป็นผลรวมของการน าเอาเลขเดีย่วแตล่ะตัว ยกก าลัง 3 

   153, 370, 371, และ 407  

 2. เมื่อน าเอา 111,111,111 คูณด้วย 111,111,111 จะได้ผลลัพธ์เทา่กับ 12,345,678,987,654,321 

 3. การคูณกันและเรียงตัวกันเป็นแบบแผนของจ านวนที่ประกอบดว้ยเลข 1, 2, 8, และ 9 ดังแสดงในแผนภาพท่ี  70 

 

แผนภำพที่  70  การเรียงตัวกันเป็นแบบแผนของผลคณูของจ านวนท่ีประกอบด้วย 1, 2, 8 และ 9 

 4. การน าเอาจ านวน 12345679 ไปคูณกับบางจ านวน จะได้ผลลัพธ์เป็นจ านวนที่ท่ีสวยงาม ดังแสดงในแผนภาพท่ี  

71 

 

แผนภำพที่  71  การน าเอาจ านวน 12345679 ไปคูณกับบางจ านวน จะได้ผลลัพธ์เป็นจ านวนที่ท่ีสวยงาม 

 5. การน าเอาจ านวนท่ีประกอบด้วยเลขเดี่ยวท่ีเป็นเลข 1 ล้วนๆ มาคณูกัน ก็ให้ค่าผลลัพธ์ที่น่าทึ่งเช่นกัน ดังแสดงใน

แผนภาพท่ี  72 

 

แผนภำพที่  72 การคณกันของจ านวนที่ประกอบด้วยเลข 1 ล้วนๆ ก็ให้ค่าท่ีน่าสนใจ 
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 6. การคูรกันของเลขจ านวนอ่ืนๆ ในรูปแบบอีกบางรูปแบบ ก็ให้ผลลัพธ์ที่น่าสนใจอีกด้วย อาทิ ดังแสดงในแผนภาพ

ที่  73 

 

แผนภำพที่  73  การคูณกันของบางจ านวน ก็ให้ผลลัพธ์ที่น่าสนใจ 

 

7.4 สนุกกับปริศนำน่ำคิด(Have Fun with This) 

  นักศึกษาคงพอจะได้ทราบ และทดลองท าโจทย์ปรศินาทางคณิตศาสตรม์าบ้างแล้วในระดับมัธยมศึกษา ในหัวข้อน้ี 

ผู้เรยีบเรยีงมีวัตถุประสงค์หลัก คอื เพื่อให้นักศึกษาได้ลองทดสอบความสามารถในการคดิวิเคราะห์ทางคณิตศาสตร์ กับปริศนา

ต่างๆที่ได้น ามาเสนอนี้  

ปริศนำที่ 1:จริงใหมหน๋อ 

1. ให้เขียนตัวเลขจ านวนเต็มบวกที่มีค่ามากกว่า 0 และน้อยกว่า 10 เป็นจ านวน 3 ตัวเรียงกัน โดยที ่ตัวเลขตัวแรกทางซ้ายมือ 

ให้มีค่ามากสุด และตัวท่ีสองน้อยกว่าตัวแรก และตัวที่สามทางขวาสดุให้มีค่าน้อยสุด 

2. หลังจากน้ันจัดเรียงสลับกัน ให้ตัวเลขท่ีน้อยที่สดุที่เคยอยู่ทางขวามือ มาอยู่ทางซ้ายมือสดุ 

3. น าเอาจ านวนที่เขียนในข้อ 1 มาลบด้วยจ านวนที่เขียนในข้อ 2 

4. น าผลลัพธ์ทีไ่ด้จากข้อ 3 มาเขียนสลับเรียงกันใหม่ โดยท าเหมือนกระบวนการขั้นท่ี 2 

5. น าเอาผลลัพธ์ในข้อ 3 และจ านวนท่ีเรียงใหม่แล้วในข้อ 4 มารวมกัน 

 แล้วจะได้ค าตอบเป็น 1089 เสมอ จริงใหมหน๋อ 

ทดสอบ  

ท าตามขั้นท่ี 1 ลองเขียนเลข 5 3 2 

ท าตามขั้นท่ี 2  เขียนสลับกันได้ 2 3 5 

ท าตามขั้นท่ี 3 น าทั้งสองจ านวนมาลบกัน ได้ 532 - 235 = 297 

ท าตามขั้นท่ี 4 คือเอาผลลัพธ์ที่ไดม้าเขียนเรียงใหม่ ได้ 792 

ท าตามขั้นท่ี 5 คือ เอาจ านวนในข้อ 4 และข้อ 5 มารวมกัน ได้ 297 + 792 =1089  

คราวนี้ ให้นักศึกษาลองสุ่มตัวเลขท าเองดูนะครับ 
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 ปริศนำที่ 2: ถ้าเราจะแบ่งจ านวน 110 ออกเป็นผลบวกของสองจ านวน โดยที่จ านวนหนึ่งในนั้น มีค่าเป็น 150 % ของอีก

จ านวน จงหาว่าจ านวนสองจ านวนนัน้ คืออะไรบ้าง ? 

ปริศนำที่ 3: พรทิพย์ท าข้อสอบ 20 ข้อ โดยการให้คะแนน สามารถแบ่งได้ คือ ถ้าพรทิพย์ท าถูก จะได้ข้อละ 10 คะแนน 

และถ้าท าผดิ จะถูกหดัข้อละ 5 คะแนน ถ้าผลการสอบของพรทิพยป์รากฎว่า ได้คะแนนรวม 125 คะแนน จงหาว่า พรทิพย์ท า

ผิดกี่ข้อ? 

ปริศนำที่ 4: เมื่อสมชาย ถูกถามว่าวันเกิดเขาคือวันไหน เขาตอบว่า "ผมอายุครบ 25 ปี เมื่อวานซืนนี่เอง และปีหน้านี้ ผมจะ

อายุครบ 27 ปีแล้วครับ" ถามว่า สมชายเกดิวันท่ีเท่าไหร่ เดือนอะไร และเขาถูกถามวันท่ีเท่าไหร่ เดือนอะไร? 

ปริศนำที่ 5: ให้เลขศูนย์มา 5 ตวั จงใช้ตัวด าเนินการทางคณติศาสตร์อะไรก็ได้ ใหไ้ด้ค าตอบเป็น 120 

ปริศนำที่ 6: ก าหนดให้ล าดับเปน็ 01, 1011, 111021, 31101211,  จงหาว่าตัวถัดไป คืออะไร? 

ปริศนำที่ 7: สัญลักษณ์ทางคณติศาสตร์ตัวไหน ที่เวลาใส่เข้าไประหว่างตัวเลข 5  และ 9  แล้วได้ผลลัพธ์ที่มีค่ามากกว่า 5  

และน้อยกว่า 9 

ปริศนำที่ 8: จงเติมตัวเลข 0 ถึง 9 (ยกเว้น 4 และ 7) เพื่อให้สมการข้างล่างนี้ เป็นจริง (ตัวเลขเดียวถูกใช้ได้แค่ต าแหน่ง

เดียว)         7_ _ * 4 _ =  _ _ _ _ _   (ก าหนดให้ * แทนการด าเนินการการคูณของจ านวนจริง) 

ปริศนำที่ 9: ถ้าเขียนตัวอักษรเป็นสมการ ดังนี้  I F * A T = FIAT   แล้วจงหาว่า อักษรแตล่ะตัวควรแทนด้วยตัวเลขเดีย่วตัว

ไหนใน 0 ถึง 9 จึงจะท าให้สมการข้างบนเป็นจริง (ก าหนดให้ * แทนการด าเนินการการคูณของจ านวนจริง) 

ปริศนำที่ 9: จ านวนถัดไปนี้ คือจ านวนอะไร 18, 46, 94, 63, 52,  ... ? 

ปริศนำที่ 11:ตัวอักษรตัวถัดไป คืออะไร O, T, T, F, F, S, S, E, …?  

ปริศนำที่ 12:จ านวนเฉพาะที่ติดกันสามจ านวนใด ที่ให้ผลรวมเป็น 220 

 **************  ขอให้นกัศึกษาทุกคน ประสบความส าเร็จในการเรียนวิชานี้ โดยถว้นหน้ากันนะครับ  ********* 
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